
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 




über dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nutzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google -Markenelementen Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser Welt zu entdecken, und unterstützt Autoren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 



Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter http : //books . google . com durchsuchen. 



BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Graduate Library 
University o£ Michigan 

Preservation Office 

Storage Number: 



ABW0785 

ULFMTBRTaBLmT/C DT 07/18/88 R/ DT 04/06/89 CC STATmmE/Ll 
010: : |a 07004529 
035/1: : | a (RLIN)MIUG86-B103647 
035/2: : | a (CaOTULAS)160220222 
040: : |cMnU idMnU jdMiU 
050/1:0: |aQA3 |b.G76 
100:1 : I a Grassmann, Hermann, | d 1809-1877. 

245:00: | a Hermann Grassmanns gesammelte mathematische und physikaHsche 
Werke. 1 c Auf Veranlassung der Mathematisch-physichen Klasse der Kgl. 
sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften und unter Mitwirkung der Herren: 
Jakob Lüroth, Eduard Study, Justus Grassmann, Heramnn Grassmann der Jüngere, 
Georg Scheffers, hrsg. von Friedrich Engel. 
260: : | a Leipzig, | b B. G. Teubner, | c 1894-1911. 
300/1: : ] a 3 v. in 6. | b front, (port.) diagrs. ] c 25 cm. 
500/1: : | a Each vol. has also special t.-p. 



Scanned by Imagenes Digitales 
Nogales, AZ 

On behalf of 

Preservation Division 

The University of Michigan Libraries 



Date work Began: _ 
Camera Operator: . 



Hosted by 



Google 



HERMANN GEA88MANNS 

GESAMMELTE 
MATHEMATISCHE VW PHYSIKALISCHE WEKKE. 



AUF YERANLASSUNG 

DER MATHEMATISCH-PHYSISCHEN KLASSE 

DER KCL. SÄCHSISCHEN GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN 

UND UNTER MITWIRKUNG DER HERREN : 

JACOB LÜROTH, EDUABD STUDY, JUSTÜS GßASSMANN, 
HERMANN GRASSMANN DER JÜNGERE, GEORG BOHEPFERB 

HERAUSGEGEBEN VON 

FRIEDRICH ENGEL. 



LEIPZIG, 
DRUCK UND YERLAÖ VON B. G. TEUBNER. 

1904. 



Hosted by 



Google 



HERMANN GRA88MANN8 

GESAMMELTE 
MATHEMATISCHE UND PHYSffiALISCHE WERKE. 



ZWEITEN BANDES ERSTER THEIL: 

DIE ABHANDLUNGEN 
ZUB GEOMETRIE UND ANALYSIS. 

HERAUSGEGEBEN VON 

E. STUDY, G. SCHEPPERS und R ENGEL. 



MIT 45 EIGUREN IM TEXT. 



LEIPZIG, 
DRUCK UND VERLAG YON B. G. TEUBNER. 

1904. 



Hosted by 



Google 



ALLE HECHTE, EIKSCHLIESSLICH DES ÜBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN. 



Hosted by 



Google 



Vorbemerkungen. 



Endlich kann auch der erste Theil des zweiten Bandes dieser Aus- 
gabe ans Licht treten. Damit ist ein so wesentlicher Schritt zur Voll- 
endung der ganzen Ausgabe gethan, dass es mir zwecklos erscheint^ 
mich darüber auszusprechen, was das Erscheinen gerade dieses Theils 
so ungebührlich lange yerzögert hat. Nur so viel will ich sagen, dass 
ich mich keineswegs von Schuld frei fühle, denn der Text und die An- 
merkungen sind schon seit einigen Monaten gedruckt, während ich mit 
dem Sachregister, dessen Bearbeitung ich mir vorbehalten hatte, immer 
noch im Rückstande war. 

Ich bekenne ofPen, dass mir dieses Sachregister einige Mühe ge- 
macht hat. Ich habe wieder gesehen, wie schwer es ist, ein wirklich 
gutes und brauchbares Sachregister zu liefern, denn man stösst nur zu 
oft auf Dinge, die sich im Sachregister nicht recht befriedigend oder 
schlechterdings gar nicht unterbringen lassen. Es ist daher begreiflich, 
aber nicht entschuldbar, dass noch immer die meisten Verfasser sich 
das Sachregister ersparen oder sich mit einem blossen Verzeichnisse der 
neu eingeführten Kunstausdrücke begnügen. 

Der vorliegende Theil enthält die Abhandlungen zur Geometrie 
und Analysis, die Grassmann selbst durch den Druck veröffentlicht hat, 
und ausserdem die ersten sieben Paragraphen des 1861 erschienenen 
Lehrbuches der Arithmetik, sowie den § 8 des Lehrbuchs der Trigono- 
metrie (1865), in dem die Grundformeln der sphärischen Trigonometrie 
abgeleitet werden. Den letzteren habe ich aufgenommen, weil die 
Grassmannsche Trigonometrie meines Wissens das erste, ja vielleicht 
das einzige Lehrbuch ist, in dem statt der inneren Winkel des sphäri- 
schen Dreiecks die zugehörigen Nebenwinkel benutzt werden, was nach 
einer anscheinend zuerst von Moebius gemachten Bemerkung für die 
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VI Vorbemerkungen. 

Ueb ersichtlichkeit der Formehi von grossem Vortheile ist. Die Auf- 
nahme der Stücke aus der Arithmetik bedarf wohl kaum der Recht- 
fertigung, denn alle neueren Bearbeiter der Grundlagen der Arithmetik 
erkennen an, dass die Darstellung der Arithmetik in Grrassmanns 
Lehrbuche allen früheren Versuchen gegenüber einen ganz wesentlichen 
Portschritt bedeutet und dass sie noch heutzutage beachtenswert!! ist. 
Die Abhandlungen I, XIII, XIX, XX, XXI und XXII sind von 
Study herausgegeben, II bis XII, XIV und XVIII von Scheffers, 
das Uebrige von mir. Study und Scheffers haben die von ihnen 
herausgegebenen Abhandlungen durch zum Theil sehr eingehende An- 
merkungen erläutert. Dabei hat Scheffers an zwei Stellen den hand- 
schriftlichen Nachlass Grrassmanns verwerthen können, nämlich auf 
S. 392, wo er ein in Bd. I, 2, S. 436 von mir gegebenes Versprechen 
einlöst, und auf S. 428 f. Dagegen hat sich zu den von Study heraus- 
gegebenen Abhandlungen im Nachlasse nichts mittheilenswerthes ge- 
funden. 

Zur Würdigung der einzelnen Abhandlungen ist in den Anmer- 
kungen alles Nötige gesagt, ich kann mich deshalb hier darauf be- 
schränken, zwei Punkte hervorzuheben: Die Abhandlungen XVIII bis 
XXII hat Grassmann in seinen letzten Lebensjahren veröffentlicht, 
nachdem er sich vorher eine ganze Reihe von Jahren hindurch von 
der Mathematik abgewendet hatte. Es besteht nun insbesondere bei XX, 
XXI und XXII ein auffallendes Missverhältniss zwischen dem, was diese 
Arbeiten wirklich leisten, und den Ansprüchen, mit denen Grassmann 
darin auftritt. Das hat jedoch die unbedingten Verehrer Grassmanns 
nicht abgehalten, auch diese Arbeiten weit über Gebühr zu erheben. 
Ebenso ist die Abhandlung XIII sowohl von Grassmann selbst als 
von seinen Schülern ganz wesentlich überschätzt worden. Da kritik- 
lose Bewunderung den bei dieser Ausgabe befolgten Grundsätzen voll- 
ständig zuwiderliefe, musste darüber einmal ein offenes Wort gesagt 
werden, und so verweise ich denn auf die Ausführungen S. 431 — 433, 
434 — 437 und 421 f. Andrerseits sind Grassmanns Arbeiten über 
die Erzeugung der algebraischen Kurven noch viel zu wenig bekannt 
und noch lange nicht nach Gebühr gewürdigt; man würde sonst nicht 
fortwährend von der Chasles- Jon quier eschen Erzeugung der alge- 
braischen Kurven sprechen, während man von Rechtswegen dieser Er- 
?ieugung den Namen der Grassmannschen beilegen müsste. Ich ver- 
weise in dieser Beziehung auf die Auseinandersetzungen S. 372 und 394f. 
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Yorbemerkungen. VIT. 

Indem icli diese Vorbemerkungen sdiliesse, kann icli nicht umliin^ 
öffentlich der Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner dafür zu danken^ 
dass sie trotz der zahlreichen und lange währenden Unterbrechungen 
des Drucks niemals ihr so oft erprobtes Entgegenkommen verleugnet 
hat. Möchte es mir vergönnt sein, den dritten Band, der die Prüfungs- 
arbeit über Ebbe und Fluth, das für die Veröffentlichung Geeignete 
aus dem Nachlasse und eine Biographie Grassmanns enthalten soll, 
in kürzerer Frist zu Ende zu führen. 

Leipzig den 26. Februar 1904. 

Friedrich Engel. 
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I. 
Theorie der Centralen. 



Von 

H. Crrassmann^ 

Lehrer der Mathematik zu Stettin. 



(Grelle' s Journal für die reine und angewandte Mathematik Bd. 24, Heft 3, 
S. 262—282, Heft 4, S. 372—380 (1842); Bd. 25, Heft 1, S. 57— 73 (1843). 



Die grossen Fortschritte, welclie die neuere Geometrie in der Be-262 
Handlung der Kegelsctinitte gemacht hat^ sind fast alle an die eigen- 
thümliche Beziehung zwischen Pol und Polare geknüpft. Indem ich 
diese Beziehung analytisch abzuleiten versuchte , gelangte ich zu einer 
Verallgemeinerung derselben^ welche nicht nur alle algebraischen Kurven 
und Oberflächen umfasste^ sondern auch in Bezug auf Kurven und 
Oberflächen höherer Ordnungen die Polare selbst nur als besondere Art 
einer allgemeineren Gattung erscheinen liess. Daraus entwickelte sich 
die nachstehende Theorie, welche eine so reichhaltige Reihe von Be- 
ziehungen zwischen den Kurven und Oberflächen aller Ordnungen dar- 
bietet, oder noch verspricht, dass ich wohl glauben darf, in ihr den 
wahren Gesichtspunkt gefunden zu haben, von wo aus sich der Zu- 
sammenhang der verschiedenen algebraischen Gebilde überschauen lässt, 
und dass ich hoffen darf, es werde durch Entwickelung dieser Theorie 
auch schon jetzt, wo sie erst in ihren Keimen vorliegt, ein nicht un- 
wesentlicher Beitrag zur Theorie jener Kurven überhaupt geliefert 
werden. 

Die ganze Theorie drängt sich um einen Satz zusammen, als 
dessen besondere Gestaltungen und unmittelbare Anwendungen alle ihre 
Resultate erscheinen, und welchen ich am vollständigsten am Schlüsse 
dieses Aufsatzes mitgetheilt habe. Den grossen Reichthum der Be- 
ziehungen, welche dieser Satz darbietet, wird man einigermassen über- 
sehen, wenn man bemerkt, dass nicht nur alle jene schönen Sätze, 

1* 
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4 I. Theorie der Centralen. C. J. 24. 

welche Poncelet in seinem Memoire sur les centres de.^mojennes har- 
moniques*) aufstellt, nur als höchst specielle Fälle desselben erscheinen, 
sondern dass auch die wichtigsten und allgemeinsten Sätze über Dureh- 
messer und Durchmesser-Ebenen, Asymptoten, Tangenten und Tangen- 
tial-Ebenen, über Krümmungsschwerpunkte von Kurven und Oberflächen 
und so weiter nur als ganz specielle Fälle jenes Satzes sich zeigen und 
hier in ihrem unmittelbarsten Wesen und Zusammenhange ans Licht 
treten; ja so weit scheint dieser Zusammenhang zu reichen, dass es 
263 wohl kaum einen allgemeinen Satz über algebraische f Kurven und Ober- 
flächen geben mag, welcher nicht mit jenem Satze in der engsten Be- 
ziehung stände. 

Die Entwickelung werde ich Schritt um Schritt genau in der Art 
geben, in welcher ich zu dem Resultate gelangt bin. Daher werde ich 
es mir erlauben, jene bekannte Beziehung zwischen Pol und Polare 
eines Kegelschnittes analytisch abzuleiten, um bei dieser Entwickelung 
zugleich die Möglichkeit einer Verallgemeinerung und die Art, wie sie 
zu bewerkstelligen sein dürfte, in bestimmten Zügen vor die Augen zu 
stellen-, und zwar in der Weise, wie sie sich bei jener analytischen 
Ableitung aufschloss. Von diesem Satze aus werde ich dann (in § 2 
und 3) die Verallgemeinerung, mit Einschaltung der Betrachtungen, 
welche mich dazu leiteten, ausführen. Als ich bis zu diesem Punkt 
der Entwickelung gekommen war, wurde ich durch die Analogie der 
Resultate auf das oben angeführte Memoire von Poncelet geleitet, 
welches mich dann zu der in § 4 vorgenommenen Vereinfachung führte 
und zu der in § 8 ausgeführten reciproken Umwandlung veranlasste, 
während die dazwischen befindlichen Paragraphen nur Folgerungen aus 
dem Hauptsatz enthalten. Die Schlussbemerkung endlich stellt eine 
noch höhere Stufe der Verallgemeinerung dar. 

Bei der ganzen Entwickelung werde ich mich stets derjenigen Be- 
zeichnung einer Strecke durch ihre Endpunkte bedienen, in welcher 
die Richtung vom Anfangspunkte zum Endpunkte hin zugleich mit 
festgehalten wird, und wonach also AB und jBJ., wenn Ä und B 
Punkte vorstellen, als entgegengesetzte Grössen aufgefasst werden, das 
heisst ÄB== — BÄ oder AB -{- BÄ = gesetzt wird; wonach ferner, 
wenn A, B, C Punkte einer Greraden sind, allemal AB -{- BC = AC 
ist, welche Lage auch immer die drei Punkte in jener Geraden haben 
mögen, und wonach endlich zwei Verhältnisse einander entgegengesetzt 
genannt werden, wenn die Glieder des einen gleichgerichtete, die des 



*) [Crelle's Journal Bd. 3, S. 213—272 (1828, 29), wieder abgedruckt im 
Traite des proprietes projectives des figures, Bd. II, S. 1 — 56.] 
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§ 1. Polaren der Kegelschnitte. 5 

anderen entgegengesetzt gericlitete Strecken darstellen*). Sind zum 

Beispiel a, h, c, d vier Strecken^ und ist -r- == — -j, so sagen wir: 
a verhält sich zu & entgegengesetzt, wie c zu d. 



§ 1. 

Analytische Ableitung der Polare eines Kegelschnittes 264 

in Bezug auf einen Punkt. 

Der Satz, dessen analytischen Beweis wir hier zum Ausgangspunkt 
der Entwickelung nehmen, ist folgender: 

Wenn man von einem festen PunMe P durch einen festen Kegel- 
schnitt eine hewegliche Gerade 0ieht, tvelche denselben in zwei Punkten S^^ 
und S2 schneidet, und man bestimmt auf dieser Geraden den m P und 
dem PunUenpaare S^ und /Sg gehörigen vierten harmonischen PunM Q, 
das heisst denjenigen PunM, dessen Entfernungen von den beiden Durch- 
schnittspunMen sich entgegengesetzt verhalten, wie die Entfernungen des 
festen Punktes von denselben BurchschnittspunMen, so ist der Ort des so 
bestimmten Punktes Q eine Gerade. 

Nämlich vermöge der im Satze ausgesprochenen Bedingung hat man: 

QS, __ PS, 
QS, — PS, ' 
oder 

Q8,,PS, + QS,.PS^ = 0, 

Um hier alle Entfernungen von dem festen Punkte P aus zu haben, 
setzen wir 

Q8^ = QF + PS, = PS, -PQ = s,~q, 

indem wir die Entfernung eines jeden Punktes von dem festen Punkte 
mit dem entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnen, und erhalten: 

(1) 25^52 =g(5i + 52): 

eine Gleichung, welche die harmonische Lage des Punktes Q bestimmt. 
Wir machen ferner den festen Punkt P zum Durchschnittspunkt 
zweier Rieht -Axen, und nehmen an, die Gleichung des Kegelschnittes 
sei dann 

(2) y^ + axy -\- bx^ -{- cy -{- dx -\- e === 0^ 

welche Gleichung also die Relation zwischen den Richtstücken x und y 



*) Diese Bezeiclinung ist in solcher Art schon von Möbius mit grosser Kon- 
sequenz festgehalten; vgl. dessen barycentrischen Calcul p. 3 u. ff. 
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irgend eines Punktes 8 im Umfang des Kegelschnittes darstellt*). End- 
lich nehmen wir an, dass x und y die ßichtstücke des Punktes Q 
seien, bezogen auf dasselbe Axenkreuz. Dann haben wir, wenn P, S, 
Qj wie es im Satze gefordert wird, in einer Geraden liegen sollen, die 

Gleichungen 

X y ^ s ^ 

X y g ' 

weil nämlich das von den Strecken x, y, s umschlossene Dreieck dem 
Yon Xj y'y q umschlossenen ähnlich ist, so dass 

(3) ^ = f'; y = -~y- 

265 Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung (2) erhält man: 

(4) y^ + ct^'y +^^'\2 \ cy+dx ^ I ^^Q^ 

Die Wurzelwerthe s^ und s^ dieser quadratischen Gleichung sind dann 
schliesslich in (1) zu substituiren, um die gesuchte Ortsgleichung für 
Q zu erhalten. Da aber jene Gleichung (1) nur die Summe und das 
Produkt der Wurzeln enthält, so können wir von dem bekannten Ge- 
setze Anwendung machen, dass die Summe der Wurzeln einer quadra- 
tischen Gleichung sich zu ihrem Produkte entgegengesetzt verhält, 
wie der Koefficient der ersten Potenz der Unbekannten zu der Kon- 
stanten; also 

(^1 + ^2) : (Si • S2) = ^^-i-^ : (— e) . 

Diese Werthe in die Gleichung (1) substituirt, geben 

(5) cy -\-dx +2e = 

als Ortsgleichung des Punktes Q\ also ist sein Ort eine Gerade. 

Diese Gerade nun ist es, welche man die Polare des Kegelschnittes 
in Bezug auf den Punkt P nennt. 



§2. 

Verallgemeinerting des gefundenen Resultats. 

Betrachtet man den Gang des soeben geführten Beweises, um die 
Möglichkeit einer Verallgemeinerung zu übersehen, so ist zunächst klar, 
dass die Bedingungsgleichungen (3) für die Lage der Punkte P, S, Q 
in einer Geraden unabhängig sind von der Natur der Kurve, und dass 



*) Statt der Namen Koordinaten und Koordinaten-Axen gebrauche ich die 
deutschen Namen Richtstücke und Rieht- Axen: eine Benennung, welche wohl 
keiner Rechtfertigung bedarf. 
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§ 2. Verallgemeinerung des Polarenbegriffs. 7 

sie auch, nocli auf dieselbe Weise für die Oberfiäclieii gelten. Ist dalier 
statt der Grleicliung (2) die Gleichung irgend einer Kurve oder Ober- 
fläche gegeben^ so wird daraus durch Substitution vermittelst der Glei- 
chungen (3) eine Gleichung hervorgehen, welche der Gleichung (4) 
entspricht und welche in Bezug auf s von demselben Grade ist, wie 
die neue Gleichung (2). In der That bestimmt die Gleichung (4) als- 
dann nur die Durchschnittspunkte einer von dem Axendurchschnitt P 
aus gezogenen Geraden mit der gegebenen Kurve oder Oberfläche. 

Der eigentliche Nerv jenes Beweises liegt nun aber offenbar in 
dem Uebergange aus der Gleichung (4) in (5). Dieser Uebergang 
wurde vermittelt durch den Satz, welcher die Relation zwischen den 
Wurzeln einer quadratischen Gleichung und deren Koefficienten darstellt. 
In demselben Masse also, wie sich diese Relation verallgemeinern lässt, 
wird sich auch das darauf gegründete Resultat verallgemeinern lassen. 
Hiermit haben wir demnach das wesentliche Princip der beabsichtigten 266 
Verallgemeinerung gefunden. 

Die allgemeine Relation zwischen den Wurzeln einer Gleichung 
und den Koefficienten derselben lässt sich am einfachsten und allge- 
meinsten auf folgende Weise aussprechen: „In jeder algebraischen Glei- 
chung verhalten sich die Koefficienten zweier Potenzen der Unbekann- 
ten, wenn die Differenz der beiden Potenz-Exponenten gerade ist, eben 
so, wenn ungerade, entgegengesetzt, wie diejenigen Kombinationsklassen 
der Wurzeln, deren Klassenzahlen jene Exponenten zu der Gradzahl 
der ganzen Gleichung ergänzen; wenn nämlich die Kombinationen als 
Produkte ihrer Elemente aufgefasst und zu einander addirt werden." 
Ist also ar der Koefficient, welcher zur r-ten Potenz der Unbekannten 
gehört, und bezeichnet Cr die r-te Kombinationsklasse aus den Wurzeln, 
im Sinne des Satzes genommen, so hat man, wenn n die Gradzahl der 
Gleichung ist, 

c ~ a ^ ^ ^ 

WO der Faktor ( — 1)^—^ nur das Gesetz der Zeichen darstellt. Setzt 
man hier s == n^ so hat man, da die nullte Kombinationsklasse allemal 
der Einheit gleich ist, 

eine Form, von welcher wir besonders Gebrauch machen werden. 

Vermittelst dieses Gesetzes nun hatten wir aus der Gleichung (4) 
die Endgleichung (5) dadurch abgeleitet, dass wir die Koefficienten der 
ersteren statt der Summe und des Produktes der Wurzeln in (1) sub- 
stituirt hatten; wobei q von selbst wegfiel. Wir werden also jetzt im 
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allgemeinen Falle statt der Gleichung (1) eine solche Gleichung an- 
nehmen müssen, welche nur von den Kombinationsklassen der Wurzeln 
aus (4) abhängt, und zwar so, dass, indem wir die Koefficienten von 
(4) statt dieser Kombinationsklassen in die neue Gleichung (1) substi- 
tuiren, g von selbst wegfalle. Nehmen wir an, dass in dieser Glei- 
chung (1) jede Potenz von g nur mit einer Kombinationsklasse der 
Wurzeln multiplicirt sei, so überzeugt man sich leicht, dass, damit g 
bei jener Substitution wegfalle, die Ordnungszahl dieser Kombinations- 
klasse den zugehörigen Exponenten von q zu n, der Gradzahl der Glei- 
chung, ergänzen müsse; wie sich dies bei der nachfolgenden Entwicke- 
lung noch deutlicher darlegen wird*). 
267 Wir haben nun f alle Elemente der beabsichtigten Verallgemeine- 
rung zur Hand, durch deren Zusammenstellung wir daher sogleich zu 
dem gesuchten Satze in seiner allgemeinsten Form gelangen werden. 

Es sei sonach von einem festen Punkte P durch eine feste Ober- 
fläche n-ter Ordnung eine bewegliche Gerade gezogen, welche dieselbe 
in den Punkten S^, ... 8n schneide. Man bestimme in dieser Geraden 
den Punkt Q durch die Gleichung 

•1 -2 

■ n~l ■ n 

[- 0^1 (s^ '"Sn) q + «0(^1 • • • s«) = 0, 

in welcher wieder, wie oben, statt P§, PS^, . . . gesetzt ist q, s^, . . ., 



(1) 



worin ferner (s^ •• - Sn) die r-te Kombinationsklasse aus den Entfernun- 
gen s^ , , . Sn in dem oben angegebenen Sinne bezeichnet, und worin 
an, . . ' cCq konstante Koefficienten sind. Um diese Gleichung kürzer 
schreiben zu können, bedienen wir uns der bekannten Summenbezeich- 
nung, und haben also 

(1) ^aa{s^-'Sn) g'' = 0, 

indem das Summenzeichen die Summe aller Glieder darstellt, welche 
man erhält, wenn man dem a nach und nach alle Werthe von n bis 
giebt**). 



*) Dieselbe Bedingung, dass g[ wegfalle_, lässt sich noch auf eine allgemeinere 
Weise realisiren, indem man in der Gleichung (1) jede Potenz von q mit einem 
Produkt aus mehren Kombinationsklassen der Wurzeln multiplicirt sich vorstellt: 
eine Verallgemeinerung, welche ich in der Schlussbemerkung versucht habe. 

**) Es ist hier keineswegs nothwendig, die Bedingung, dass a nur alle ganzen 

Werthe von bis n darstelle, noch als eine besondere Bedingungsgleichung hin- 

• a 
zuzufügen, indem der Ausdruck (s^ ... sj für alle andern Werthe von a von selbst 

verschwindet. 
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§ 2. Verallgemeinerung des Polarenbegriffs. 9 

Es sei ferner die Gleicliung der gegebenen Oberfläche, den Punkt 
P wieder zum Axendurcbscbnitt genommen^ 

Fn(x,y,0) + Fn-i(x,y,0) + ••• + F^{x,y,z) + F^{x,y,z) = 0, 
indem wir hier unter Fr(x,y^z) eine homogene {ganze} Funktion vom 
r-ten Grrade von x, y, 0, das heisst eine solche Funktion dieser drei 
Veränderlichen verstehen, deren Glieder in Bezug auf diese Veränder- 
lichen vom r-ten Grade sind, und wo also FQ^x^y^d) einer Konstanten 
gleichbedeutend ist. Indem wir wieder die Summenbezeichnung an- 
wenden, lässt sich jene Gleichung kürzer so schreiben: 

(2) :^F,{cc, y, d) = 0. 

Als Bedingungsgleichung für die Lage der Punkte P, 5, Q in einer 
Geraden haben wir wieder, wenn x\ y\ / die Richtstücke des Punktes 268 
Q in Bezug auf dieselben Rieht- Axen bezeichnen: 

X y z s 

x' y z' c[ 

oder 

/f>\ S f S f S f 

(ß) ^ = Y^' y^-^y\ ^ = 7^- 

Diese Werthe in die Gleichung (2) substituirt, geben 

(4) 3- "^;r -0- 

Wenn nun, wie wir voraussetzen, die Gleichung (2) vom ^^-ten 
Grade ist, so ist es auch diese Gleichung (4) in Bezug auf s. Die 
n Wurzeln dieser Gleichung s^, . . .Sn, oder vielmehr die daraus ge- 
bildeten Kombinationsklassen sind nun m (1) zu substituiren. Es ist, 
wenn man wieder für einen Augenblick den Koefficienten von s^ in 
dieser Gleichung durch ^a bezeichnet, 

•n — a a^ 

Substituirt man diesen Ausdruck in (1), multiplicirt dann die ganze 

F^{x\y\z) 
Gleichung mit a^, und setzt statt a^ seinen Werth •, so er- 

q 

giebt sich 

(O) _ :2aaFa(x, y, 0) (- 1)»-" = 0; 

das heisst 

anFn(x\y\0) — an-.iFn-i(x\y,0) -\ [- (—ly-^a^F^ix^y.^') + 

+ (-iya,F,(x,y\/) = 0, 
als Ortsgleichung für den Punkt Q. Diese Gleichung ist im allgemein- 
sten Falle vom ^-ten Grade-, aber ihr Grad kann sich beliebig ver- 
ringern, wenn irgend eine Anzahl von den Koefficienten a^, ccn—i^ -", von 
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10 I- Theorie der Centralen. C. J. 24. 

an an gereclinet^ Null wird. Werden zum Beispiel von den Koefficien- 
ten alle diejenigen, deren Zeiger grösser als m ist, gleich Null gesetzt, 
so sind die Gleichungen (1) und (5) nur noch vom m-ten Grade. 

Die Resultate der ganzen Entwickelung können wir in folgenden 
Satz zusammenstellen; 

Wenn man wn einem festen FimM P ans durch eine feste Ober- 
fläche n-ter Ordnung eine bewegliche Gerade ^ieht, ivelche dieselbe in den 
n Funkten 8-^, ... Sn schneidet, und dann auf dieser Geraden einen oder 
mehrere Funkte Q durch eine Gleichung (1) bestimmt, welche nach Töten- 
den von PQ in der Art fortschreitet, dass jede r-te Potenz von PQ mit 
der ergänzenden, das heisst (n — r)-ten Kombinationsklasse aus den Ent- 
2Qdfernungen f PS^, . . . PSn (die Elemente multiplicirt, die Kombinationen 
addirt) und einem ivillkürlichen konstanten Koefficienten ar multiplicirt 
ist: so ist der Ort des Punktes Q, sobald man P mm Durchschnittspunkt 
der Picht -Axen macht, durch eine Gleichung (5) bestimmt, welche man 
aus der ursprünglichen Gleichung (2) der Oberfläche dadurch gewinnt, 
dass man jedes Glied der letzteren mit demjenigen Koefficienten aus (1) 
multiplicirt, dessen zugehöriger Potenz -Exponent dem Grade dieses Gliedes 
gleich ist, das Zeichen aber unverändert lässt, oder entgegengesetzt nimmt, 
je nachdem der Grad dieses Gliedes einen geraden, oder ungeraden 
Werth hat"^). 

So sind wir nun zwar zu einem sehr allgemeinen Resultate ge- 
langt: dasselbe hat aber noch wegen der Unbestimmtheit der Koeffi- 
cienten a keine individuelle Bedeutung, und es fehlt ihm noch an dem 
wesentlichen Princip, welches jedes Allgemeine allein fruchtreich zu 
gestalten vermag. 

§ 3. 
Individuelle Grestaltung des allgemeinen ilesiiltats. 

Um das allgemeine Resultat fruchtbringend zu individualisiren, 
müssen wir eine Bestimmung der Koefficienten a versuchen, welche die 
wesentlichsten und einfachsten Beziehungen auffasst; wobei wir uns 
aber wiederum durch die Beziehung zwischen vier harmonischen Punk- 
ten leiten lassen. Nämlich sind S^ und S^, P und § ^i^ beiden har- 
monischen Punktenpaare, so liess sich die harmonische Beziehung der- 
selben ausdrücken durch die Gleichung 

PS, "» PS, 
Es ist klar, dass hier, wenn S^ und S^ in einen Punkt 8 zusammen- 



* Es versteht sich von selbst, dass der Satz ebenso für ebene Kurven gilt. 
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fallen, die Gleichung in QS == sich verwandelt-, das heisst, Q fällt 
alsdann in denselben Punkt S. Halten wir nun diese Beziehung auch 
für den allgemeinen Fall fest, dass nämlich, wenn die Punkte S^, . , . Sn 
alle in einen Punkt S zusammenfallen, dann auch die Punkte Q, deren 
Anzahl m sein mag, alle in denselben Punkt 8 fallen, so gelangen wir 
sogleich zu einer Bestimmung sämmtlicher Koefficienten cc, sobald die 
Anzahl m der Punkte Q gegeben ist; und in der That lässt sich kaum 
eine einfachere Beziehung zwischen jenen Punkten denken*). 

Die Gleichung (1) verwandelt sich für den Fall, dass alle Punkte 
Äj, ... Sn in einen Punkt 8 zusammenfallen, in 

^aafi . PS^-'^ . PQ^ == oder ^aafi s^'-^q^ = 0, 

WO n die Anzahl der Kombinationen aus n Elementen zur a-ten Klasse, 270 

also die Zahl 

n{n — 1) • • • (^ — ö + 1) 
1-2 ... a 

bezeichnet. Nämlich da s^ = S2 = - -- = Sn = s ist, so verwandelt sich 

-n—a • n — a • n—a • a 

{s-^ ... Sr) in n s^~^, WO statt n das ihm gleiche n gesetzt 
werden kann. Soll es nun m Punkte Q^ das heisst m Werthe von 
TQ oder q geben, so muss die letzte Gleichung in Bezug auf q vom 
m-ten Grade, das heisst a^ muss, so lange a grösser als m ist, gleich 
Null sein. Sollen ferner diese m Punkte Q alle in 8 fallen, das heisst, 
sollen die m Wurzelwerthe für q alle gleich s sein, so können wir 
wieder von der Relation zwischen den Koefficienten einer Gleichung 
und den Kombinationsklassen der Wurzeln Gebrauch machen. Bezeich- 
nen wir wieder für einen Augenblick den Koefficienten von q^ in obiger 
Gleichung durch a^, so ist, da der Grad der Gleichung m ist, die 

(m — a)-te Kombinationsklasse der Wurzeln gleich — ( — l/^"~^. Da 

hier alle m Wurzeln gleich s sein sollen, so ist die (m — a)-te Kom- 

•m — a • a 

binationsklasse der Wurzeln gleich m s'^~^ oder gleich m s^'^—^. Sub- 
stituiren wir nun auch die Werthe von a^ und a^ aus obiger Gleichung, 
so ergiebt sich 

• a _ 
• a an s^ ^ 
m s^*-«^ = — ^ (— ly-^j 

das heisst 



*) Auch ist dies offenbar die einzige Annahme, bei welcher Projektivität 
stattfinden kann (vgl. § 4). 
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• a 
m 

• a 

n 



a^n (— 1)^-^- 



wodurch die Koefficienten der Gleichung (1) bestimmt sind. Substituirt 
man nämlich den gefundenen Werth in die Gleichung (1), und dividirt 

mit dem gemeinschaftlichen Faktor a^n ^ so erhält man 

• a 

n 
und substituirt man denselben Werth in die Endgleichung (5), so er- 
hält man^ nachdem man dieselbe wieder mit a^n ( — l)w+w dividirt hat^ 

• a 

(Va) ^^~F,{x,y,z)^^. 

n 

Wir sind also zu dem Resultate gelangt^ dass^ wenn die Gleichung 
(la) die Lage der Punkte Q in der yon P aus durch die Oberfläche 
gezogenen Geraden bestimmt, dann die Gleichung (Va) die Ortsgleichung 
des Punktes Q ist. 

Ist insbesondere m==l, so haben wir in (la) nur zwei Werthe 
271 für a, nämlich a == 1 und a == anzunehmen, indem für jeden andern 

• a • a 

Werth von a die Kombinationszahl m, das heisst hier 1, gleich Null 
wird. Man hat also für diesen Fall 

^ • n — 1 • n 

~(s^'"S,) q — {s^...sn) =0. 

.1 '^ 

Dividirt man diese Gleichung mit — (^^ • • • Sn) , so erhält man 

i = l + l J lI 



das heisst 



, PQ PS, ^ PS, ^ ^ PS^ 



Es ist sonach der Punkt Q für diesen Fall nichts anderes, als was 
Poncelet das Centrum der harmonischen Mitten der Punkte S^, . . . Sn 
in Bezug auf den Punkt P nennt*). 

Wir ändern diese Benennung, um sie auf den allgemeinen Fall 
anwenden zu können, dahin ab, dass wir Q die harmonische Mitte zwi- 
schen S^j ... Sn in Bezug auf P nennen; fällt insbesondere P ins Un- 
endliche, so nennen wir jenen Punkt Q schlechthin di^ Mitte zwischen 



*) In seinem Memoire sur les centres de moyennes harmoniques, welches im 
dritten Bande dieses Journals abgedruckt ist. 
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§ 3. Centralen von Flächen n-ter Ordnung. 13 

den Punkten S^, ... 8n*). Für den allgemeineren Fall nun nennen wir 
die durch die Gleichung (la) bestimmten Punkte Q die harmonischen 
Mitten m-ter Ordnung zwischen jenen Punkten S-^^ . , . 8n in Bezug auf 
Py und bemerken nur noch, dass die wesentliche Bedeutung dieser 
Punkte Qj welche in der Gleichung (la) noch yerhüUt liegt, erst im 
folgenden Paragraphen ans Licht treten wird**). Nehmen wir nun 
einen Punkt P und eine Oberfläche an, und ziehen von P beliebige 
Strahlen, so nennen wir die auf den Punkt P bezüglichen harmonischen 
Mitten zwischen den Durchschnittspunkten eines jeden solchen Strahles 
und der Oberfläche, zugleich die zu der Oberfläche gehörigen harmo- 
nischen Mitten m-ter Ordnung in Bezug auf P, und den geometrischen 
Ort derselben die m-te Centrale der Oberfläche in Bemg auf P. Ver- 
mittelst dieser Benennungen, welche der ganzen folgenden Abhandlung 
zu Grunde liegen, lässt sich das allgemeine Resultat in folgendem Satz 
aussprechen: 

Die m-te Centrale einer Oberfläche n-ter Ordnung in JBemg auf einen 272 
festen PunU P, das heisst der Ort eines PunUes Qj welcher in einer 
von P aus gezogenen, die Oberfläche in den Punkten 8^, ... 8n schnei- 
denden, beweglichen Geraden dergestalt liegt, dass der Gleichung (la) 

• a _ 

V ^ {P8„ . . ; P8„) \ PQ^ . {- 1)™-" = 






n 



genügt wird, ist eine Oberfläche m-ter Ordnung; und ßivar ist, ivenn die 
gegebene Oberfläche (P mm Äxendurchschnitt genommen) durch die Glei- 
chung (2) 

^Fa(oo, 2/, ^) = 

dargestellt wird, die Gleichung (Va) der m-ten Centrale folgende: 

■ a 

n 
Die specielle Form dieses Satzes für m = 1 wird, da dann (Va) in 



'•') Dieser Punkt ist, wie sich s^Däter zeigen wird, der Punkt der mittleren 
Entfernung zwischen jenen Punkten. Wenn wir ihn hier die Mitte nennen, so 
gewinnen wir den für die Yerallgemeinerung unerlässlichen Vortheil einer kürzeren 
Bezeichnung, ohne den einer unzweideutigen und sprachgemässen Benennung auf- 
zugeben. 

**) Danach würde also für jenen Fall, wo m = 1 war, noch der Zusatz „erster 
Ordnung" hinzukommen müssen: doch kann dieser Zusatz, wenn es nicht auf den 
Gegensatz ankommt, um so eher weggelassen werden, da die erste Ordnung auch 
meist schon durch die Singularform angedeutet wird. 
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F^{x, y, 0) + nF^{x, y, 0) = 
sich, verwandelt, folgende sein: 

Die erste Centrale einer Oberfläche n-ter Ordnung in Bemg auf 
einen festen Tunkt P, das lieisst der Ort eines Punktes Q, welcher in 
einer von P aus gezogenen, die Oberfläche in den Punkten S^, . . . Sn 
schneidenden beiveglichen Geraden dergestalt liegt, dass der Gleichung 

genügt wird, ist eine Ebene; und 0war wird die Gleichung derselben 
(wenn P mm Axendurchschnitt gemacht ist) aus der der gegebenen Ober- 
fläche dadurch gefunden, dass man in der letzteren alle Glieder von einem 
höheren Grade als dem ersten ^üeglässt und das konstante Glied mit n 
muUipUcirt 

Da man jedes System von n Ebenen als Oberfläclie n-ter Ordnung 
ansehen kann, so ist eine specielle Folgerung dieses speci eilen Satzes 
der von Poncelet in dem angeführten Memoire aufgestellte Satz, näm- 
lich, dass, wenn man von einem festen Punkt durch ein System von 
Ebenen beliebige Strahlen zieht und auf jedem Strahl zwischen seinen 
Durchschnittspunkten mit jenen Ebenen die harmonische Mitte (erster 
Ordnung) in Bezug auf jenen festen Punkt nimmt, diese Mitten alle 
in einer und derselben Ebene liegen. Und auch die übrigen in jenem 
273 Memoire aufgestellten Sätze erscheinen als f specielle Fälle jenes Satzes, 
wenn man auf ihn das Princip der Reciprocität anwendet; wie sich 
späterhin (§ 8) zeigen wird. Auch deutet Poncelet in jenem Memoire 
(p. 253)*) darauf hin, dass die dort mitgetheilten Beziehungen einer 
Uebertragung auf die Theorie der Kurven und Oberflächen fähig seien. 
Diese Uebertragung ist nun in dem vorhin aufgestellten speciellen 
Satze vollzogen. Aber dieser specielle Satz selbst zeigt sich erst in seiner 
vollen Bedeutung, und die Menge der Beziehungen, welche er darbietet, 
tritt erst hervor, wenn er als specieller Fall jenes allgemeinen Satzes 
aufgefasst wird. Doch müssen wir, um alle diese Beziehungen und 
Folgerungen auf die leichteste und einfachste Weise ableiten zu kön- 
nen, den allgemeinen Satz dadurch vereinfachen, dass wir die Gleichung 
(la), welche für den Fall, dass m==l war, eine so einfache Gestalt 
annahm, auch für den allgemeinen Fall auf eine gleich einfache Form 
bringen. 



*) [Traite des proprietes projectives, Bd. II, S. 39 der 2. Ausgabe.] 
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§4. 

Darstellung des Hauptlehrsatzes für die Theorie der Centralen 
in seiner einfachsten Form. 

Zu der beabsichtigten Vereinfacbung mag folgende Bemerkung 
leiten/ welche auch an sich nicht ohne Interesse ist. Schon Poncelet 
hat gezeigt, wie die durch die Gleichung (la) für den Fall m = l dar- 
gestellte Relation eine projektivische ist, d. h. durch beliebige Projektion 
der Punkte, auf welche sie sich bezieht, nicht geändert wird. Daraus 
lässt sich, wie aus manchen anderen Umständen, yermuthen, dass jene 
Relation auch im allgemeinen Falle eine projektivische sein werde. Um 
diese Vermuthung zur Gewissheit zu bringen, und dabei zugleich zu 
der bezweckten Vereinfachung zu gelangen, wollen wir die allgemeine 
Form solcher Gleichungen, welche eine projektivische Relation darstellen, 
ausmitteln, und dann nachweisen, dass die Gleichung (la) diese Form hat. 
Wir setzen als bekannt voraus, dass, wenn man in einer Ebene 
von einem festen Punkte A aus beliebige feste Strahlen a^, , . . an zieht 
und durch dieselben eine bewegliche Gerade legt, welche jene Strah- 
len beziehlich in den Punkten B^^ ... Bn schneidet, allemal folgendes 
Doppelverhältniss zwischen beliebigen vier Punkten, zum Beispiel B^^ 
B.2, JBg, B^y konstant ist: 

Daraus folgt, dass auch jede Funktion dieses Doppelverhältnisses in der 
Projektion konstant bleiben muss; und auch umgekehrt, dass, wenn 274 
irgend eine Funktion der Entfernungen zwischen den Punkten einer 
Geraden in der Projektion konstant bleibt, jene Funktion sich als 
Funktion solcher Doppelverhältnisse darstellen lassen muss; nämlich so, 
dass sie ausser diesen Doppelverhältnissen nur konstante Grössen ent- 
hält. Es seien nun P, Q^ S-^^ . . . 8n Punkte einer Geraden, zwischen 
denen eine projektivische Relation stattfindet. Dann muss sich die 
Gleichung, welche diese Relation ausdrückt, wenn wir, was immer mög- 
lich ist, P, Qj 8^ jedesmal als drei von den vier Punkten annehmen, 
zwischen welchen das Doppelverhältniss stattfindet, in der Form dar- 
stellen lassen: 



/( 



PS, ' PS, ' PS, 'PS,' ' "' PS^ ' PSj ~~ ^' 



wo / das Zeichen einer beliebigen Funktion ist. Es sei diese Funktion 
eine algebraische vom m-ten Grade, so wird man durch Multiplikation 

mit (p^) eine homogene Funktion vom m-ten Grade aus den ein- 
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fachen Quotienten erhalten; also wird jene Gleichung sich in der Form 
darstellen lassen: 



F {9A ... 93i\^o 



wo wieder Fm das Zeichen einer homogenen Punktion vom m-ten Grade 
ist. Um alle Entfernungen von P aus zu haben^ kann man statt QS^ 
den Werth QF -f- T8^, oder F8^ — FQ, oder^ mit der schon früher 

gebrauchten Abkürzung^ s^ — C[ setzen: also ist ~~ = ~ =1 ~ 

und man erhält 



Fm 



Ö'-'( 



l^^Ä 



:0. 



Soll also die Gleichung (Ja) eine projektivische Relation darstellen^ so 
muss sie sich, da sie zugleich in Bezug auf q vom m-ten Grade ist, 
auf diese Form bringen lassen. Da aber (la) zugleich eine Funktion aus 
den Kombinationsklassen der n Entfernungen S-^^ , , , Sn ist, so muss 
sie sich auch in einer Reihe von Gliedern darstellen lassen, deren jedes 
ein Produkt aus den Kombinationsklassen der Elemente 



C-t)'-. C-i) 



ist, multiplicirt mit irgend einem konstanten Koefficienten, und zwar 
muss die Summe der Klassenzahlen in jedem Gliede m sein. Dass dies 
für den ersten Grad stattfindet, ist unmittelbar klar; denn die erste 
275 Kombinationsklasse f aus jenen Elementen ist 

oder 

g^ g q 

Dies giebt, gleich Null gesetzt und mit q dividirt, die Gleichung 

7 "~ ^ + ^ "1 ^ 7; ■ 

Für den ersten Grad ist also die Projektivität der Gleichung (la) nach- 
gewiesen. Um sie auch für den w~ten Grad nachzuweisen, ist zuerst 
irgend eine, zum Beispiel die r-te Kombinationsklasse jener Elemente 

/l ~\ u. s. w., nach Potenzen von q zu entwickeln. Es findet sich 

Denn, um bei der Entwickelung jener Kombinationsklasse den Koeffi- 
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cienten von q^ zu erhalten, muss man aus — ,•••,— die Kombinationen 

zur r-ten Klasse, und aus jeder wieder die zur a-ten nehmen; wobei man 

die Kombinationen aus — , • --, — zur a-ten Klasse und zwar jede so oft 

erhält, als es Kombinationen aus (7^ — a) Elementen zur (r — a)-ten 
Klasse giebt: letzteres nämlich deshalb, weil jede Kombination zur a-ten 
Klasse so oft vorkommen muss, als es verschiedene Arten giebt, diese 
Kombination zu einer der r-ten Klasse zu ergänzen, und dies offenbar 
auf so viele Arten geschehen kann, als es Kombinationen aus den noch 
übrigen (n — a) Elementen zu der ergänzenden, d. h. (r — a)-ten Klasse 
giebt, Dass das Zeichen durch den Paktor ( — l)'^ dargestellt wird, ist 
an sich klar. Aus der soeben geführten kombinatorischen Entwicke- 
lung ergiebt sich zugleich unmittelbar für die kombinatorischen Zahlen 
das Gesetz 



•r • a 



also ist 

•r — a 

{n — a) = 



n r == 7'^ (n — a) 



■ r ■ a 

n r 



Substituirt man den letzteren Ausdruck in den gefundenen Aus- 
druck für die r-te Kombinationsklasse, so ergiebt sich 

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Gleichung (la), so zeigt sich 
leicht die vollkommene Uebereinstimmung, wenn man in jenen Aus- 
druck m statt r einführt und ihn gleich Null setzt. In der That: mul- 
tiplicirt man die Gleichung 



• a 

276 



§1 . So . 



mit ~~~T~-^ , so erhält man die Gleichung (la) unmittelbar, nämlich 

• a 

,.^-, All -n — a 



Daraus folgt, dass die Gleichung (la) in der That eine projektivische 
Relation darstellt, und dass sie durch die Gleichung 

Grass mann, Werke. II. 2 
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O S' 
ersetzt wird, statt welcher man, indem man wieder ^^^ u. s. w. statt 

1 — u. s. w. setzt, auch, schreiben kann: 

eine Gleichung, welche höchst einfach ist, und welche sich für m^=l in 

PS, "1" PS^ ' 1" P;^^ "~ ^ 

verwandelt. 

Noch ist zu bemerken, dass sich auch der Gleichung (Va) eine in 
vielen Fällen bequemere Form geben lässt. Multiplicirt man dieselbe 



• m ■ a 

n m 



mit n , so kann man statt , nach dem vorher erwiesenen kombi- 



n 

•rn — a 



natorischen Gesetz, auch (n — a) setzen und erhält dann 

(V) 2{n - af"" F, {x', y, /) = 0, 

als die einfachste Form der Ortsgleichung für Q. Das ganze Ergebnis 
der bisherigen Untersuchung lässt sich nun in dem folgenden Satze 
aufstellen, welcher die grösste Einfachheit mit der grössten Allgemein- 
heit verbindet und den Hauptsatz unserer Theorie bildet: 

Wenn man von einem festen Punht P durch eine feste Ober- 
fläche n-ter Ordnung eine bewegliche Gerade ^ieht, welche die 
Oberfläche in den PimMen S^...Sn schneidet^ und auf dieser 
Geraden einen PiinM Q so annimmt^ dass die Summe aus 
sämmtlichen ProdiMen 0u m Fahtoren, ^velche sich aus den 
Quotienten der Entfernungen jedes BurchschnittspunlUes von 
dem PimlUe P einerseits und dem Punhte Q andrerseits bilden 
lassen^ gleich Null ist, so ist der geometrische Ort des Punhts 
Q eine Oberfläche m-ter Ordnung; und 0war erhält man, wenn P 
"^1^ zum Axen durch schnitt f gemacht ist, die Gleichung derselben aus 
der der Oberfläche dadurch, dass man jedes Glied der letztern 
mit einer Kombinationszahl multiplicirt, deren Elementenzahl 
den Grad dieses Gliedes zu n, und deren Klassenzahl denselben 
zu m ergänzt. 

Es wäre leicht gewesen, diesen Satz sogleich an die Spitze zu 
stellen und ihn unmittelbar zu beweisen. Wir hätten zu dem Ende 
nur den rückgängigen Weg einschlagen und von der Gleichung (I), 
welche zur Definition der harmonischen Mitten m-ter Ordnung dient, auf 
(Ib) und dann auf (la) zurückgehen und vermittelst dieser Gleichung 
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den Beweis nach, der in § 2 befolgten Methode führen dürfen. Wir 
haben den freilich etwas weitläuftigeren, aber, wie es scheint, frucht- 
reicheren Weg der Schritt für Schritt fortgehenden Entwickelmig vor- 
gezogen, indem es ja weniger auf das einzelne Ergebniss, als auf die 
Darstellung allgemeiner und fruchtbarer Erweiterungsmethoden an- 
kommt. 

Wir gehen nun zu den Polgerungen aus diesem Satze über, und 
werden zuerst den Zusammenhang der verschiedenen Centralen, welche 
zu derselben Oberfläche und demselben Punkte P gehören, darstellen, 
und dann die besonderen Fälle ins Auge fassen. 

§ 5. 

Znsamnaenhang zwischen den Centralen eines Systems 

und zwischen Centrale und Polare. 

Nimmt man die sämmtlichen auf einen Punkt bezüglichen Cen- 
tralen einer Oberfläche n-ter Ordnn.ng, wobei sich diese Oberfläche selbst 
als n-te Centrale ansehen lässt*), so bilden dieselben ein System von 
Centralen, welches eine Reihe merkwürdiger und einfacher Beziehungen 
darbietet, von welchen wir die wesentlichsten hervorheben wollen. 

Nämlich, stellt man die Gleichungen zweier solcher Centralen, z. B. 
der m-ten und r-ten, in der Form (Va) auf, so erhält man: 

• a 

n 
für die m-te Centrale und 

•a 

n 

für die r-te Centrale; f wenn nämlich der Punkt P zum Axendurchschnitt 278 
gemacht wird und die Gleichung der gegebenen Oberfläche 

ist. Vergleicht man jene beiden Gleichungen, so leuchtet sogleich ein, 
dass, wenn r kleiner ist als m, die r-te Centrale zugleich Centrale der 
durch die m-te dargestellten Oberfläche ist, und zwar in Bezug auf 



*) Setzt man nämlicli in der Gleichnng (V) m = n^ so erhält man, da dann 



•m—a 



{n — a) =1 ist, die ursprüngliclie Gleichung der Oberfläche wieder; auch ist 

aus der Gleichung (I) klar, wie dann die n Punkte Q mit den 7i Punkten S zu- 
sammenfallen. 



Hosted by 



Google 



20 I. Theorie der Centralen. C. J. 24. 



denselben Punkt P, weil nämlicli — • — r == — r ist. Nimmt man also 

m n n 

in Bezug auf einen Punkt die m-te Centrale einer Oberfläclie ^^-ter 
Ordnung^ und von dieser Centrale wieder in Bezug auf denselben Punkt 
die r-te^ so ist die letztere zugleicb die r-te Centrale der gegebenen 
Oberfläclie in Bezug auf denselben Punkt^ oder: 

In jedem System von Centralen^ in Bezug auf einen PunM, ist jede 
derselben zugleich Centrale aller höheren Centralen ^ in Bezug auf den- 
selben PunU. 

Da ferner ein System von Centralen in Bezug auf einen Punkt P 
von jeder durch, diesen Punkt gezogenen Geraden in Punkten geschnitten 
wird^ welche in demselben Sinne ein System harmonischer Mitten bil- 
den^ so ergiebt sich zugleich folgender Satz: 

Nimmt man die harmonischen Mitten aller Ordnungen zwischen 
n Pmikten einer Geraden] in Bezug auf einen PunM P derselben Ge- 
raden, so sind die harmonischen Mitten irgend einer Ordnung nicht nur 
dergleichen für die gegebenen n PunMe, sondern auch für jede Beihe von 
PunMen, welche harmonische Mitten höherer Ordnung zivischen denselben 
n Punlüen sind; und zivar wiederum alles in Bezug auf denselben PunM 
genommen. 

Es entsteht nun die Aufgabe: wenn der Punkt Q fest ist^ den Ort 
des Punktes P, welchen wir Pol nennen^ zu finden; oder zunächst die 
Aufgabe: zwischen n Punkten S^.,.Sn einer Geraden, in Bezug auf 
einen Punkt Q derselben Geraden, den Pol m-ter Ordnung P, d. h. den- 
jenigen Punkt P zu finden, in Bezug auf welchen Q eine harmonische 
Mitte m-ter Ordnung ist. 

Man hatte für die Beziehung zwischen P und Q die Gleichung 

Multiplicirt man dieselbe mit -p^—- • -p^ • • • -t^tt , so erhält man un- 

... .. V'^i ^^^2 y\ 

mittelbar 

-n—m 

^^ ^\ _o 

279 Es giebt also, da diese Gleichung in Bezug auf P, oder vielmehr in 
Bezug auf QP, von der (n — m)-ten Ordnung ist, (^n — m) Pole m-ter 
Ordnung zwischen S-^^ . . . Sn in Bezug auf P- namentlich giebt es zwi- 
schen n Punkten einer Geraden [n — 1) Pole erster Ordnung in Bezug 
auf einen Punkt Q (worauf schon Poncelet hingedeutet hat*)), aber 

*) In dem mehrfacli citirten Memoire. 
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nur einen Pol (n — l)-ter Ordnung. Da ferner die zuletzt entwickelte 
Gleichung, wenn man P und Q yertauscht^ die Gleichung für die har- 
monischen Mitten (n — m)-ter Ordnung ist^ so hat man folgenden inter- 
essanten Satz : 

Die Pole m-ter Ordnung zwischen einer gegebenen Beihe von n Punk- 
ten in einer Geraden, in Bemg auf einen PunM in derselben Geraden, 
sind identiseh mit den harmonischen Mitten (n — myter Ordnung zwischen 
denselben Punlden und in Bezug auf denselben PunM, 

Ziehen wir nun von einem festen Punkt Q durch eine feste Ober- 
fläche ^-ter Ordnung eine bewegliche Gerade, und nehmen auf derselben 
die Pole m-ter Ordnung zwischen ihren n Durchschnittspunkten mit 
jener Oberfläche^ in Bezug auf den festen Punkt Q, so soll der geo- 
metrische Ort dieser Pole die m-te Polare der gegebenen Oberfläche in 
Bezug auf Q heissen. Wir sind demnach zu folgendem wichtigen Re- 
sultate gelangt: 

Bie m-te Polare einer Oberfläche n-ter Ordnung, in Bezug 
auf einen PunM, ist identisch mit der (n — m^-ten Centrale der- 
selben Oberfläche in Bezug auf denselben Punkt. 

Ist daher die Oberfläche von der Ordnung 2n, so ist ihre ^^-te 
Polare mit ihrer n-ten Centrale, beide in Bezug auf denselben Punkt 
genommen, identisch; also ist für Oberflächen oder Curven zweiter Ord- 
nung die erste Polare mit der ersten Centrale, beide in Bezug auf den- 
selben Punkt genommen, oder schlechtweg die Polare mit der Centrale, 
identisch, da es für solche Oberflächen oder Curven in Bezug auf einen 
Punkt nur eine Centrale und Polare giebt*). Es stimmt also, was nach 
dem Princip der obigen Entwickelung Polare genannt wurde, in Bezug 
auf einen Kegelschnitt, mit dem üblichen Begriff der Polare überein. 

Für die erste Centrale und die erste Polare lassen sich aus dem 
letzten Satze leicht folgende Beziehungen ableiten, wenn man sich für 
das Verständniss derselben daran erinnert, dass jeder Centrale ein Pol, 
in Bezug f aufweichen sie genommen ist, und in demselben Sinne jeder 280 
Polare eine harmonische Mitte zugeordnet ist. 

1. Jede Ebene hann als erste Centrale einer gegebenen Oberfläche 
n-ter Ordnung angesehen werden und hat als solche (n — ly ihr zuge- 
ordnete Pole. 

Denn nimmt man einen Punkt Q in derselben an, so ist der Ort 
aller Pole, in Bezug auf welche jener Punkt eine der Oberfläche ange- 
hörende harmonische Mitte erster Ordnung ist, die erste Polare der 



*) Die Curven haben wir bei den vorhergehenden Sätzen weggelassen, da für 
sie stets dasselbe ffilt, wie für die Oberflächen, 
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Oberfläclie in Bezug auf Q. Nimmt man nun drei solche Punkte in 
jener Ebene an, so erhält man auch in Bezug auf sie drei erste Po- 
laren^ welche sich^ da jede derselben eine Oberfläche (n — l)-ter Ord- 
nung ist, in (n — 1)^ Punkten schneiden. Diese Durchschnittspunkte sind 
also die einzigen, in Bezug auf welche die drei Punkte zugleich har- 
monische Mitten erster Ordnung sind-, und da zugleich der Ort dieser 
Mitten in Bezug auf jeden der genannten Durchschnittspunkte eine 
Ebene, diese aber durch drei Punkte bestimmt ist, so ist die gegebene 
Ebene erste Centrale der Oberfläche in Bezug auf jeden der erwähnten 
(n — 1)^ Durch Schnittspunkte; aber auch in Bezug auf keinen anderen 
Punkt. 

2. Ebenso ergiebt sich Folgendes für ebene Kurven: 

Jede Gerade in der Ebene einer Kurve n-ter Ordnung Imnn cds erste 
Centrale derselben angesehen iverden und hat als solche {n — 1)^ mge- 
ordnete Pole. 

3. Aus der ersten Beziehung (1.) folgt wieder unmittelbar: 

Alle ersten Polaren einer Oberfläche n-ter Ordnung schneiden sich, 
ivenn die ihnen zugeordneten harmonischen Mitten in einer und derselben 
Ebene liegen, in denselben (n — 1)^ PunMen, ^velche die jener Ebene zu- 
geordneten Pole sind. 

4. Und ebenso folgt aus der zweiten Beziehung: 

Alle ersten Polaren einer Kurve n-ter Ordnung schneiden sich, tvenn 
die ihnen zugeordneten harmonischen Mitten in einer und derselben Ge- 
raden liegen, in denselben (n — 1)^ Punläen, %velclie die jener Geraden 
zugeordneten Pole sind. 

5. Aus jener ersten Beziehung lässt sich endlich noch Folgendes 
darthun : 

Alle ersten Polaren einer Oberfläche n-ter Ordmmg haben, ivenn die 
ihnen zugeordneten harmonischen Mitten in einer und derselben Geraden 
liegen, eine gemeinschaftliche JDurchschnittsJmrve , ivelche der Ort der Pole 
ist, die den durch jene Gerade gelegten Ebenen zugeordnet sind. 
281 Man nehme in der That zwei Punkte jener Geraden. Die Durch- 
schnittskurve, in welcher sich die jenen beiden Punkten zugeordneten 
ersten Polaren der gegebenen Oberfläche schneiden, wird der Ort sein 
für alle jenen Punkten in Bezug auf die gegebene Oberfläche zugeord- 
neten Pole erster Ordnung, und wir haben also nur zu zeigen, dass 
die einem solchen Punktenpaare auf diese Weise zugeordneten Pole 
mit den jedem andern Punktenpaare derselben Geraden auf gleiche 
Weise zugeordneten Polen identisch sind, d. h. dass die ersteren Pole 
zugleich es sind in Bezug auf alle Punkte dieser Geraden. Betrachtet 
man nun in der That die sämmtlichen Pole erster Ordnung, welche 
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zweien Punkten jener Geraden zngleicli zugeordnet sind, so werden die 
ersten Centralen aller dieser Pole durch die beiden angenommenen 
Punkte gehen und werden also, da die ersten Centralen Ebenen sind, 
jene Gerade zur gemeinschaftlicben Durcbsclinittslinie haben; d. h. alle 
jene Pole werden, als Pole erster Ordnung, allen Punkten dieser Ge- 
raden zugeordnet sein; was noch zu zeigen übrig blieb. 

Diesem Satze, welcher für Tangentialebenen einer Oberfläche, wie 
sich später zeigen wird, wichtig ist, entspricht kein Satz für ebene 
Kurven. 

6. Dem ersten und zweiten Satze steht in Bezug auf die erste 
Polare parallel der Satz: 

Jede einer Oberfläelie oder Kurve n-ter Ordnung angehörige erste 
Polare hat mir eine ihr zugeordnete harmonische Mitte. 

Denn betrachten wir z. B. auf dieser Polare, wenn sie eine Ober- 
fläche ist, drei Punkte, so wird der Ort der harmonischen Mitten erster 
Ordnung in Bezug auf jeden dieser Punkte eine Ebene sein. Der 
Durchschnittspunkt Q dieser drei Ebenen wird also der einzige Punkt 
sein, welcher in Bezug auf jene drei Punkte zugleich harmonische Mitte 
erster Ordnung ist. Ist daher die Oberfläche, auf welcher jene drei 
Punkte genommen sind, wirklich eine erste Polare der gegebenen Ober- 
fläche, so muss auch jener Punkt Q, und zwar er allein, die dieser 
Polare zugeordnete harmonische Mitte sein. 

7. Hieraus folgt ferner, 

dass alle ersten Centralen einer Oberfläche oder Kurve ^ tvenn die 
ihnen mgeordneten Pole in einer ersten Polare derselben Oberfläche oder 
Kurve liegen, sich in einem Punkt schneiden, welcher die jener Polare 
mgeordnete harmonische Mitte ist 

8. Auch geht daraus zugleich hervor, dass auch die erste Polare, 
wenn die Oberfläche gegeben ist, zu welcher sie gehört, durch drei 282 
Punkte vollkommen bestimmt wird; wie solches für die erste Centrale, 
da diese eine Ebene ist, an sich klar ist. 

Statt diese Beziehungen auf die höheren Ordnungen der Centralen 
und Polaren auszudehnen, wollen wir sie nur noch auf Kurven und 
Oberflächen zweiter Ordnung anwenden; wo sie das bekannte Gesetz 
der ßeciprocität darstellen. Da hier nämlich die Ausdrucke Polare und 
Centrale, Pol und harmonische Mitte, vertauscht werden können, so 
verwandeln sich hier die oben dargestellten Beziehungen in folgende 
bekannte Sätze: 

„Alle Polaren eines Kegelschnittes, deren Pole in einer Geraden 
liegen, schneiden sich in einem und demselben Punkte, dem Pole dieser 
Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt,^^ und 
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„Alle Polaren einer Oberfläclie zweiter Ordnung, deren Pole in 
einer Ebene liegen, schneiden sich in einem und demselben Punkte, 
dem Pole jener Ebene in Bezug auf die Oberfläche." 

Und endlich: 

„Alle Polaren einer Oberfläche zweiter Ordnung, deren Pole in 
einer Geraden liegen, schneiden sich in einer und derselben Geraden, 
welche wiederum zugleich der Ort der Pole für alle durch die erste 
gelegten Ebenen ist." 

372 § 6. 

Besondere Beziehungen, wenn der Pol im Unendlichen liegt. 

Unter den besonderen Fällen, welche daraus hervorgehen, dass von 
den Punkten P, S, Q einer in unendlicher Entfernung liegt, oder zwei 
zusammenfallen, zeichnen sich besonders drei Fälle als Quellen reich- 
haltiger Polgerungen aus; nämlich erstens wenn der Pol P in eine 
unendliche Entfernung rückt; zweitens wenn P mit einem der Punkte 
S, und drittens, wenn einer der Punkte Q mit einem der Punkte 8 
zusammenfällt. Wir behandeln in diesem Paragraphen nur den ersten 
Fall, wenn P unendlich weit entfernt ist, während wir zugleich voraus- 
setzen, dass alle Punkte S-^, ,.. Sn in endlicher Entfernung liegen. Dann 
verwandelt sich die Gleichung 

• m 



PS, PSJ ~^' 
welche die Punkte Q bestimmt, in die Gleichung 

■ m 

IQS,...QS:) =0. 
Setzt man nämlich PS^ = P/S^ -{- S^S^, so fällt S^, S^^ als endliches 
Stück, gegen das unendliche PS^ weg; man kann also PS^ und alle 
anderen Entfernungen PSg, ... PSn gleich PS^ setzen, und erhält dann 
durch Multiplikation mit (PS^)^ die obige Gleichung, durch welche die 
harmonischen Mitten m-ter Ordnung Q zwischen den in einer Geraden 
liegenden Punkten S^, . . . Sn in Bezug auf den unendlich entfernten 
Punkt dieser Geraden, oder die Mitten m-ter Ordnung zwischen jenen 
Punkten schlechthin, bestimmt werden. Für den ersten Grad hat man 
0^1+ 0^2 + • • * + QSn = 0'^ also ist Q dann das Centrum der mitt- 
leren Entfernungen, oder kurzweg, die Mitte zwischen den Punkten 
8-^, ... 8ny oder der Schwerpunkt derselben, wenn alle gleich an Ge- 
373 wicht gedacht werden. Da nun die aus f einem unendlich entfernten 
Punkte gezogenen Geraden alle unter sich parallel sind, so lässt sich 
der allgemeine Satz für diesen Fall wie folgt aussprechen; 
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§ 6. Polaren zu unendlich fernen Polen. 25 

Zieht man durch eine Oberfläche eine bewegliche Gerade 
von 'konstanter 'Richtung, %üelche die Oberfläche in den Punkten 
S-^, ... Sn schneidet, und set^t in ihr einen Punkt Q so, dass die 
Summe sämmtlicher Produkte ^u m Faktoren, ^velche sich aus 
seinen Entfernungen von den n Durchschnittspunkten bilden 
lassen, gleich Null ist, so ist der Ort dieses Punktes eine Ober- 
fläche m-ter Ordnung, 

Wir nennen dieselbe die jener (konstanten) Richtung zugeliörige 
m-te Centrale der Oberfläche. Ist insbesondere der Pnntt Q die Mitte 
(s. oben) zwischen den n Durchschnittspunkten ^ so ist sein Ort eine 
Ebene j und in Bezug auf Kurven eine Gerade. Diese Ebene ist die 
jener Richtung zugehörige Durchmesserebene der Oberfläche; die Gerade 
ist der ihr zugehörige Durchmesser der Kurve. Beide sind also nichts 
anderes, als die jener Richtung zugehörigen ersten Centralen der Ober- 
fläche oder Kurve. Um nun die Gleichung der zu einer Richtung ge- 
hörigen m-ten Centrale aufzustellen^ lässt sich nicht unmittelbar die in 
dem allgemeinen Satz angegebene Methode anwenden^ indem der Axen- 
durchschnitt ^ der dort immer in P angenommen wurde ^ nicht füglich 
in unendlicher Entfernung angenommen werden kann. Man kann zu 
dem Ende die eine der Richtaxen, etwa die ^-Axe^ der gegebenen Rich- 
tung, für welche die Centrale gesucht wird, parallel annehmen und nun 
einen zwiefachen Weg einschlagen. Entweder man wandelt zunächst 
die Gleichung der gegebenen Oberfläche n-ier Ordnung so um, dass der 
Axendurchschnitt nach dem unendlich entfernten Punkte der ^-Axe ver- 
legt wird, dass man dann nach dem allgemeinen Satze die Gleichung 
für die m-te Centrale dieses Punktes ableitet und dann wieder die so 
gefundene Gleichung so umwandelt, dass der Axendurchschnitt wieder 
nach dem ursprünglichen Punkte zurück versetzt wird: oder man ent- 
wickelt die Gleichung dieser Centrale, ganz unabhängig von dem all- 
gemeinen Satze, nach der Analogie des für den Beweis dieses Satzes 
selbst angewandten Verfahrens. Da das erste Verfahren, welches auf 
eine blosse Anwendung allgemein bekannter analytischer Operationen 
hinausläuft, kein weiteres Interesse darbietet, so wählen wir das zweite; 
wodurch wir zugleich den Vortheil gewinnen, eine Reihe von Schlüssen 
im f Zusammenhange verfolgen zu können, welche bei der Bntwicke-374 
lung des allgemeinen Satzes nur sehr zerstreut und stückweise gegeben 
waren. 

Die Aufgabe ist hier diese. Es ist eine Oberfläche ^^-ter Ordnung 
und ein Axenkreuz gegeben: man ziehe mit der ^-Axe desselben par- 
allel eine bewegliche Gerade, welche die Oberfläche in den Punkten 
S^j, .,, Sn schneidet: es soll der Ort des durch die Gleichung 
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26 I. Theorie der Centralen. C. J. 24. 

•m 

[I] {Q8,...QS:) =0 
bestimmten Punktes Q gesucht werden. 

Es seien wieder x, y, 2 die Richtstücke des Punktes 8 und x\ y\ z 
die des Punktes Q. Die Gleichung der Oberfläche sei 

[II] ^^Y«-a(a;,J/) = 0, 

wo /k— a 61116 Punktion vom {n — a)-ten Grrade bezeichnet. 

Der Durchschnitt der beweglichen Geraden mit der ^i/- Ebene sei 
ü^ so ist^ da die Gerade mit der ^-Axe parallel ist, 

[III] BQ == 0j BS = ^^ y = y\ ^ = ^'• 

Durch Substitution dieser Ausdrücke verwandelt sich zuerst, da 

QS^ = QB-\- BS, = BS^ — BQ = 0, — z 
ist, die Gleichung [I] in 

• m 

Dies nach Potenzen von / entwickelt, erhält man wieder 

• »2 — a • a 

[la] ^(— Xf{n — a) (^1 • • • z^) /'«-" = *). 

Die Gleichung [II] aber verwandelt sich in 

[IV] ^^v;-a(^',2/')==o. 

Die hieraus sich ergebenden Wurzelwerthe ^^ , ... Zn sind dann in die 
Gleichung [la] zu substituiren. Es ist aber 

Dies also in [IV] substituirt und dann die Gleichung mit f^(x^ y) mul- 
tiplicirt, ergiebt sich 

-m — o. 

[V] ^(n-a) /;(^>')/"'-» = 0, 

als Ortsgleichung für Q. Also: 

Die Gleichung für die einer Bichkmg mgehörige m-te Centrale einer 
375 Oberfläche n-ter Ordnung findet man, ^venn eine der Bichtaxen der f ge- 
gebenen Bichtung parallel angenommen tvird, aiis der Gleichung der gegebe- 
nen Oberfläche dadurch, dass man den Exponenten des mit der gegebenen 
Bichtung parallelen Bichtstüches {ß) überall um n — m verringert, und 
jedes Glied mit einer Kombinationszahl miütiplicirt, deren Elementenmhl 
dem alten und deren Klassenmhl dem neuen Exponenten dieses Bicht- 
stüches gleich ist. 



*) lieber die Ableitung dieser Formel vergleiche man § 4. 
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§ 6. Polaren zu unendlicli fernen Polen. 27 

Es ist klar, dass hierbei jedes Glied, in welchem der anfängliche 
Exponent von z kleiner ist als {n — m)^ wegfällt, weil dann bei der 
Erniedrigung um {n — m) der neue Exponent von ^, also auch die ihm 
gleiche Klassenzahl, negativ, die Kombinationszahl selbst also null wird. 
Somit ist die Gleichung der einer Richtung zugehörigen 7?^ten Centrale 
einer Oberfläche nur von den Gliedern der m -\- \ höchsten Grade in 
der Gleichung dieser Oberfläche abhängig; z. B. die der ersten Centrale 
nur von den Gliedern der beiden höchsten Grade, d. h. des ^-ten und 
{n — l)-ten. Daraus folgt, dass, wenn die Gleichungen zweier Ober- 
flächen in den Gliedern der m -(- 1 höchsten Grade übereinstimmen, 
dass dann auch die zu den Richtaxen gehörigen Centralen beider Ober- 
flächen vom ersten bis zum m-ten Grade identisch sind. Da nun, wenn 
die Richtaxen beliebig verändert werden, die neuen Richstücke immer 
nur lineare Punktionen der alten sind, und umgekehrt, also durch Sub- 
stitution der neuen statt der alten in irgend einem Gliede der Grad 
dieses Gliedes nie erhöht werden kann: so folgt, dass, wenn die Glei- 
chungen zweier Oberflächen für irgend ein Axenkreuz in den Gliedern 
der m-\-\ höchsten Grade übereinstimmen, dieselbe TJebereinstimmung 
auch noch fortbestehen wird bei beliebiger Aenderung der Lage des 
Axenkreuzes; dass also dann auch die zu allen Richtungen gehörigen 
Centralen, von der ersten bis zur m-ten, in Bezug auf beide Oberflächen 
identisch sein werden. Wir nennen dann die beiden Oberflächen lion- 
central im m-ten Grade, und zwar in Bezug auf alle unendlich ent- 
fernten Punkte. Was den letzten Zusatz betrifft, so ist klar, dass zwei 
Oberflächen auch koncentral sein können in Bezug auf eine in end- 
licher Entfernung liegende Ebene, oder vielmehr auf alle Punkte der- 
selben, wovon man sich leicht überzeugt, wenn man zu den zwei in 
Bezug auf die unendlich entfernten Punkte koncentralen Oberflächen 
ein kollineares System bildet, von der Art, dass alle unendlich ent- 
fernten Punkte ins Endliche rücken, wobei sie bekanntlich eine Ebene 
bilden. Es werde jedoch, was jenen Zusatz betrifft, nach dem allge- 
meinen Princip unserer f Benennung festgesetzt, dass, wenn zwei Ober- 376 
flächen schlechtweg koncentral heissen, dies sich allemal auf die un- 
endlich entfernten Punkte beziehen soll. Es lässt sich somit der Satz 
aufstellen : 

Zivei Oberflächen sind koncentral im m-ten Grade, wenn 
die Glieder der m-{-l höchsten Grade in den Gleichungen hei- 
der Oherflächen in Besiig auf irgend ein Äxenlcreuz überein- 
stimmen. 

Es versteht sich von selbst, dass diese koncentrale Beziehung bis 
zum {]% — l)-ten Grade gehen kann*, in welchem Fall sich beide Glei- 
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chungen nur durch das konstante Glied unterscheiden. Wären sie 
im n-teii Grade koncentral, so würden beide Oberflächen selbst iden- 
tisch, sein. 

Der Begriff von Kurven, welche im ersten Grade koncentral sind, 
stimmt überein mit dem von Kurven, welche gleiche Asymptoten haben. 
In der That ist das System der n Asymptoten als dasjenige System 
von n Geraden anzusehen, welches der gegebenen Kurve (im ersten 
Grade) koncentral ist; wie sich sogleich daraus ergiebt, dass die Glei- 
chung für das System der 7^ Asymptoten mit der Gleichung der Kurve 
selbst die Glieder der beiden höchs^ten Grade identisch hat. Doch ist 
hier wiederum der Begriff allgemeiner; auch schon insofern, als er sich 
auf Oberflächen ausdehnen lässt. Für koncentrale Oberflächen haben 
wir, um eine leichte Anwendung zu geben, die Relation, dass, wenn 
irgend eine Gerade hindurchgezogen wird, welche die eine in den Punk- 
ten a^ , ... ünj die andere in ö^ , ... hn schneidet, 

ist, wo Q die Mitte zwischen den n Durchschnittspunkten bezeichnet, 
welche für beide Oberflächen identisch sein soll. Also da 

ist, so hat man 

oder, in Worten ausgedrückt: 

Zielit man durch zivei Iwncentrale Oberflächen (oder Kurven) eine 
beliebige Gerade, so ist die Summe aller Abschnitte, deren Änfangspunlde 
auf der einen, und 0war dann stets auf derselben, und deren Endpunlde 
auf der andern liegen, wenn man diese Abschnitte so tvählt, dass jeder 
DurchschnittspunM einmal, aber auch mir einmal, vorlwmmt, gleich Null. 
Sind die Oberflächen in höheren Graden koncentral, so finden, 
ausser dieser Beziehung, vermöge der Identität der harmonischen Mitten 
377 höherer f Ordnungen, noch andere Beziehungen statt, welche sich aber 
nicht mehr so einfach darstellen lassen. 



§ ?• 

Besondere Beziehungen für den Fall, wo der Pol oder eine 
der harmonischen Mitten in .die Oberfläche fällt. 

Es falle zuerst der Pol P in die Oberfläche, also in einen der 
Punkte 8^, ,.. 8n, z. B. in S^. Dann ist PS', = 0, Die Gleichung 
der harmonischen Mitte m-ter Ordnung ^ ist 
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§ 7. Die Polaren zu einem Punkte der Fläche n. 0. 29 

Man multiplicire mit P/S^, so erhält man 

'^'^1 \P8, ' ' ' psj "1- ^'^1 [ps, ■ ' psj "~ "■ 

Ist nun PS^ = 0, so fällt der zweite Theil weg und man behält 

. r.q /QS, QSn\ _^. 



also ist entweder 

ÖÄi = 0, 

oder 

d. li. einer der Puntte Q fällt zugleich, in P oder in S^^; die andern 
m — 1 Punkte Q sind harmonisclie Mitten (m — l)-ter Ordnung zwi- 
schen den n — 1 übrigen Punkten in Bezug auf P*). Man liat also 
den Satz: 

Nimmt man einen FunM in einer Oberfläche n-ter Ord- 
nung als Fol an, so geht die zugehörige m-te Centrale durch 
denselben Punht und hat die Eigenschaf t^ dass, ivenn man 
durch jenen Punht eine beliebige Gerade zieht, tvelche also die 
gegebene Oberfläche noch in n — 1, die Centrale noch in m — 1 
Funhten schneidet, die m — 1 letzteren harmonische Mitten 
{m — \)-ter Ordnung zwischen den n — 1 ersteren in Bezug auf 
den Fol F sind. 

Und umgekehrt: 

Wenn man von einem Funht einer Oberfläche (oder Kurve) 
n-ter Ordnung beliebige Strahlen zieht und aitf jedem derselben 
in Bezug auf jenen Funlct die harmonischen Mitten m-ter Ord- 
nung zwischen den n — 1 übrigen BurchschnittspunMen jenes 
Strahles nimmt, so liegen diese f harmonischen Mitten auf einer 37s 
Oberfläche (oder Kurve) {^m -\-l)-t er ' Ordnung, der {m-\-V)-ten 
Centrale der gegebenen Oberfläche (oder Kurve) in Bezug auf 
jenen FunM, 

Zieht man^ um eine specielle Anwendung zu geben^ von einem 



*) Hieraus folgt zugleich, dass, wenn r Punkte S^,--- S^ zugleich mit P zu- 
sammenfallen, dann auch r Punkte Q in denselben Punkt fallen, während die 
übrigen Punkte Q harmonische Mitten (m — r) -ter Ordnung zwischen den n — r 
übrigen Punkten S in Bezuff auf denselben Pol P sind. 
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festen Punkte einer Kurve dritter Ordnung einen beweglichen Strahl 
und bestimmt auf ihm zu den drei Durchschnittspunkten desselben den 
vierten^ jenem festen Punkte zugeordneten harmonischen Punkt^ so liegt 
dieser jedesmal auf einem und demselben festen Kegelschnitt. 

Noch ist zu bemerken^ dass^ wenn man insbesondere von P eine 
Gerade zieht, welche die Oberfläche in diesem Punkte berührt, so dass 
also zwei Punkte S^ und S^ mit P zusammenfallen, dann auch zwei 
Punkte Q in denselben Punkt fallen müssen. Die Gerade berührt also 
dann zugleich die Centrale, und da dasselbe von allen an P gezogenen 
Tangenten gilt, so haben alle zu P gehörigen Centralen mit der ge- 
gebenen Oberfläche an diesem Punkt eine gemeinschaftliche Tangential- 
ebene, und diese Tangentialebene ist die erste Centrale in Bezug auf 
ihren Berührungspunkt P. Ebenso ist die erste Centrale einer Kurve 
in Bezug auf einen Punkt derselben die Tangente an diesen Punkt. 

Es falle zweitens einer der Punkte §^ , . . . ^^ in einen der Punkte 
8-^, ... 8n, z. B. in 8^, so muss P, 8-^ statt Q substituirt, noch der 
Gleichung 

[ps, ■■■ psj-'' 

genügen. Man hat also, da 8^8-^ = ist, 



f8^ ^\_0. 

yp8,"'P8j ''' 



d. h. der Punkt 8^ muss dann ein Centrum m-ter Ordnung zwischen 
den n — 1 übrigen Punkten sein, in Bezug auf denselben Pol P. 

Nun sind die Durchschnitte der m-ten Centrale mit der gegebenen 
Oberfläche solche Punkte, und zwar die einzigen, in welchen eine har- 
monische Mitte m-ter Ordnung mit einem Punkte 8 zusammenfällt. 
Also findet sich zuerst für die Kurven, da sich zwei Kurven, von denen 
die eine m-ter, die andere ^-ter Ordnung ist, in 7^ . m Punkten schnei- 
den, nachstehender Satz: 

Durch eine Kurve n-ter Ordnung lassen sich von einem 
PunU in der Ebene derselben n.m Gerade ziehen, ivelche die 
Beschaffenheit haben, dass einer ihrer DurchschnittspunMe 
S79 mit der Kurve die harmonische Mitte f 7n-ter Ordnung zivischen 
den (n — 1) übrigen in Beziig auf den gegebenen Punkt ist; und 
0war bilden diese harmonischen Mitten die Burchschnittspun'kte 
der gegebenen Kurve mit ihrer auf jenen Piinkt bezüglichen 
m-ten Centrale. 

Dieser Satz lässt sich wiederum für die erste Centrale und für die 
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erste Polare (die {n — l)-te Centrale) specialisiren. In Bezng auf jene 
würde er wie folgt lauten: 

Durch eine Kurve n-ter Ordnung lassen sich von einem Funläe P 
n Gerade von der Art ziehen, dass einer ihrer Durchschnittsptmläe mit 
der Kurve die harmonische Mitte (erster Ordnung) zivischen den iibrigen 
in Bezug auf P ist, %md diese Mitten liegen in einer geraden Linie, der 
ersten Centrale der Kurve in Bezug auf P. 

Namentlich lassen sich an eine Kiirve dritter Ordnung von einem 
PunUe P drei solche Strahlen ziehen, deren drei DurchschnittspunUe mit 
der Kurve in Verbindung mit P vier harmonische Punhte bilden; und 
zwar liegen die jenem Punläe P zugeordneten harmonischen PunMe in 
einer geraden Linie, der Centrale u. s. ^v. 

TJm den Satz auch, für die (^n — l)-te Centrale aussprechen zu kön- 
nen ^ ist nur zu bemerken, dass, wenn einer der Durchsclinittspunkte 
harmonisclie Mitte {n — l)-ter Ordnung zwischen den n — 1 übrigen 
Durcbscbnittspunkten sein soll, dies nichts anderes beisst, als dass von 
diesen n — 1 Punkten noch einer in jenen ersten Punkt fallen, dieser 
also Berührungspunkt einer Tangente sein muss*). Somit ergiebt sich 
folgender Satz: 

Aus jedem PunU lassen sich an eine Kurve n-ter Ordnung n (n — 1) 
Tangenten ziehen, und zwar bilden die BerührungspunMe derselben die 
DurchschnittspunUe der gegebenen Kurve mit ihrer auf jenen PunU be- 
züglichen ersten Polare. 

Für die Oberflächen würde der allgemeine Satz also lauten: 
Wenn man aus einem PunUe P durch eine Oberfläche n-ter Ord- 
nung die sämmtlichen Geraden zieht, ivelche in der Art möglich sind, dass 
jedesmal einer der DurchschnittspunUe harynonische Mitte m-ter Ordnung 
zwischen den übrigen in Bezug auf P ist, so liegen diese Mitten zugleich 
in einer Oberfläche m-ter Ordnung, der m-ten Centrale der f Oberfläche in 380 
Bezug auf P und bilden also die Durchschnittslinie der Oberfläche mit 
ihrer m-ten Centrale. 

Lnsbesondere liegen die Berührung spunUe der Tangenten, ivelche 
von einem PunU P an eine Oberfläche n-ter Ordnung gezogen sind, zu- 
gleich in einer Oberfläche (^n — V)-ter Ordnung, der ersten Polare der gegebenen 
Oberfläche in Bezug a%if jenen PunU, und bilden also die Durchschnitts- 
linie der Oberfläche mit ihrer ersten zu jenem PunUe gehörigen Polare. 

Nimmt man in Bezug auf zwei Punkte P und P' die ersten Po- 
laren einer Oberfläche 7^-ter Ordnung, so werden sich diese drei Ober- 



*) Weil nämlicli die harmonischen Mitten r-ter Ordnung zwischen r Punkten 
mit diesen zusammenfallen. 
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fläclien in n(n — 1)^ Punkten schneiden^ und jeder dieser Punkte^ aber 
auch kein anderer, wird Berülirungspunkt einer von P und zugleicli 
einer von P' an die Oberfläche gezogenen Tangente, d. h. also auch 
einer durch die Gerade PP' an die Oberfläche gelegten Tangentialebene 
sein. Somit hat man folgenden Satz: 

Durch eine Gerade lassen sich cm eine Oberfläche n4er Ordnung 
n-in — 1)^ Tangentialebenen legen; und ^ivar hilden die Berührungs- 
punkte die DurchschnittspunMe der Oberfläche mit ihren a%if die Punkte 
jener Geraden bezüglichen ersten Polaren"^). 

Es liessen sich noch manche interessante Beziehungen hier ab- 
leiten, deren Aufsuchung ich aber, um nicht zu weitläufig zu sein, dem 
Leser überlasse. Vorläufig mögen die gewonnenen Resultate genügen, 
um die Fruchtbarkeit und Wichtigkeit des oben aufgestellten allge- 
meinen Satzes anzudeuten, welchen wir nun noch auf zwei reciproke 
Systeme übertragen wollen. 



57 



Uebertragung des Hauptsatzes und seiner Polgerungen 
auf Linien- und Ebenensysteme. 

Es ist bekannt, dass sich aus jedem geometrischen Satze ein zwei- 
ter, ihm paralleler Satz dadurch ableiten lässt, dass man statt der Ebe- 
nen Punkte und statt der Punkte Ebenen setzt, während die geraden 
Linien bleiben was sie sind. Enthält dabei der Satz noch bestimmte 
Abhängigkeiten, so lassen sich auch diese stets nach einer allgemeinen 
Regel umgestalten. Diese gegenseitige Beziehung, welche man bekannt- 
lich Reciprocität nennt, lässt sich auch auf den allgemeinen Lehrsatz 
(§ 4) und auf die daraus abgeleiteten Folgerungen anwenden. Doch 
können wir uns hierbei nicht auf das Princip der Reciprocität als auf 
ein schon bekanntes berufen, indem dieses Princip, so weit mir bekannt 
geworden, in Bezug auf den Raum noch nicht umfassend und genügend 
dargestellt wurde. Es giebt nämlich im Räume ausser jenen beiden 
reciproken Systemen noch ein drittes von nicht geringerer Wichtigkeit, 
was aber bisher noch übersehen zu sein scheint, indem nämlich den 
Punkten des einen und den Ebenen des andern Systems in dem letztern 
gerade Linien entsprechen, so dass in Bezug auf den Raum jeder Satz 
dreifach erscheint (in Bezug auf die Ebene zweifach). Diese reciproken 



*) Um diesen Satz richtig aufzufassen, erinnere man sich, dass die auf die 
Punkte einer Geraden bezüglichen ersten Polaren stets eine gemeinschaftliche 
Durchschnittskurve haben. (S § 5.) 
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Beziehungen werde ich hier zugleich in der Art ableiten, wie sie sich 
für die beabsichtigte Umwandlung des obigen Satzes von selbst er- 
geben, und so werden vermöge dieser speciellen Abzweckung auch die 
schon bekannten reciproken Beziehungen in einer neuen, vielleicht auch 
an sich nicht uninteressanten Form auftreten. 

In der bisherigen Entwickelung wurde jede Oberfläche als geome- 
trischer Ort eines Punktes (S) betrachtet, zwischen dessen veränder- 
lichen Richtstücken x, y, ^ eine Grleichung vom ^^-ten Grade stattfand, 
und wir nannten eine solche Oberfläche eine Fläche ^'^-ter Ordnung. 
Man kann nun zweitens jede Oberfläche als die von einem System von 
Ebenen Umhüllte ansehen, indem wieder zwischen den veränderlichen 
Bestimmungsstücken f der Ebene eine Gleichung stattfindet; und wenn 58 
man unter dem geometrischen Ort einer in ihrer Lage nach einem be- 
stimmten Gesetz veränderlichen Ebene wiederum die von sämmtlichen 
Ebenen, welche vermöge des Gesetzes dieser Veränderlichkeit möglich 
sind, Umhüllten versteht, so erscheint in diesem zweiten Falle die Ober- 
fläche als geometrischer Ort einer Ebene. Jedes Element einer Ober- 
fläche wird im ersten Falle durch den Punkt, welchen es einnimmt, im 
zweiten durch die Tangentialebene an dieses Element dargestellt. Im 
dritten Falle endlich soll die Oberfläche als von lauter Geraden um- 
hüllt, also als geometrischer Ort dieser Geraden (in dem vorhergegebe- 
nen weiteren Sinne) angesehen werden; das Element der Oberfläche 
wird also dann durch eine Tangente an dieses Element repräsentirt. 
Da es aber unzählig viele Tangenten an ein Element einer Oberfläche 
giebt, welche eben in ihrer Gesammtheit die Tangentialebene bilden, 
so muss man, um jedes Element durch eine Tangente zu repräsentiren, 
noch eine Bestimmung hinzufügen. Es giebt keine einfachere, als die, 
eine Axe im Räume anzunehmen, welche wir Hauptaxe nennen und 
von welcher aus jedesmal die Tangenten gezogen sein sollen. So ent- 
spricht dann jedem Elemente der Oberfläche nur eine Tangente, und 
alles ist jetzt dem Früheren analog. 

Um nun den allgemeinen Satz für diese beiden neuen Systeme, 
welche wir Ebenen- und Liniensysteme nennen wollen, umzuwandeln, 
kommt es nur darauf an, diejenigen Beziehungen, aus welchen wir dort 
jenen Satz ableiteten, auch hier festzuhalten. Es waren diese Be- 
ziehungen dargestellt durch die Gleichungen (1, 2, 3, 4, 5) in § 2, von 
denen (1) und (5) hernach noch eine individuelle Gestaltung annahmen. 
Die Gleichung (1) (späterhin I) bestimmte den Punkt Q^ die Gleichung 
(2) die Oberfläche, als Ort des Punktes 8, zwischen dessen Richtstücken 
eben die Gleichung stattfand, wobei ein fester Punkt P als der Ur- 
sprung der Richtstücke, d, h. als der Punkt angenommen wurde, dessen 

Grrassmaun, Werke. II. 3 
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ßiclitstücke null waren. Die Gleichungen (3) stellten die Bedingung 
dar^ dass P, Q, S in einer Geraden lagen ^ und aus diesen drei Glei- 
chungen wurden dann die Gleichungen (4) und (5) abgeleitet. Lassen 
wir also die Gleichungen (1) und (2)^ welche immer an sich noch will- 
kürlich sind^ auch für die beiden letzten Systeme bestehen^ so kommt 
es nur noch darauf an^ dass auch die Gleichungen (3)^ nämlich 

X y z s 

X y z q 

59 hier gelten^ und es müssen also die Richtstücke der Ebene oder der 
Geraden (deren Ort die Oberfläche darstellen soll) so gewählt werden^ 
dass die Gleichungen noch fortbestehen. Bei dem Ebenensysteme, wo 
also die Oberfläche als Ort einer Ebene angesehen wird^ wird man 
unter 8, also auch unter P und Q^ Ebenen verstehen müssen. Die 
Bedingung, dass die Punkte P, 8, Q in einer Geraden liegen mussten, 
wird also hier durch die Bedingung vertreten, dass die Ebenen P, 8, Q 
sich in einer Geraden schneiden sollen. Man nehme nun P zur Ebene 
zweier Richtaxen (X, Y) und nehme von dem Durchschnittspunkte der- 
selben aus eine dritte, nicht in der Ebene liegende Axe (Z), Nun 
seien die Stücke, welche die Ebene 8 von diesen drei Richtaxen ab- 
schneidet, X, y, z: alsdann schneidet Q^ da P, 8, Q sich in einer Ge- 
raden schneiden sollen, von den beiden in P liegenden Richtaxen X 
und T dieselben Stücke x und y ab; hingegen schneidet Q von der 
dritten Axe Z das Stück / ab. Wollte man nun die Stücke x, y, z, 
durch welche die Ebene 8 bestimmt ist, als Rieht stücke derselben an- 
nehmen, so würden die Gleichu.ngen (3) nicht mehr gelten; dagegen 
werden sie bestehen bleiben, wenn man zu Richtstücken einer Ebene 
8 die Grössen 9, il), z nimmt, von denen 

z ^ z f ^ 

f = -x'^ ^ = 75 (^ = ^) 

ist. Denn nennt man nun cp', ip\ z die Richtstücke der Ebene Q in 
demselben Sinne genommen, wo also 

^ 03 ' ^ y 

ist, so hat man unmittelbar 

qp ^ ' Z 

cp l\)' z' 

Um noch das Analogon von s u.nd g zu erhalten, ist nur zu erwägen, 
dass 8 und q nur von der gegenseitigen Lage von P und 8 einerseits 
und von P und Q andrerseits abhängig waren, und zwar so, dass man 

jene drei gleichgesetzten Ausdrücke gleich — setzen konnte. Dasselbe 
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erreiclit man hier auf eine sehr einfache Weise ^ wenn man die dritte 
Axe Z gegen P senkrecht annimmt. Alsdann ist offenbar 

z_ _ tang VS 
z tang P Q 

sobald man unter PS und TQ die Neigungswinkel der Ebenen ver- 
steht; wobei zu merken ist^ dass TQ und QF wieder entgegengesetzte 
Winkel sind. Bezeichnen wir also tang P/S durch s und tang PQ 

durch g^ so ist auch 

z s 

wie oben (§ 2), und wir können also wie oben substituiren : 

[3] (f^jcp'-, ^ = -J^'; ^ = ^~/, 60 

welche den Grleichungen (3) in § 2 entsprechen. 

Wir wollen^ ehe wir in der Entwickelung weiter gehen^ hier einen 
Augenblick verweilen^ um die Bedeutung der gefundenen Richtstücke 
festzuhalten. Wir nennen die Ebene P^ in welcher die Richtaxen X 
und Y angenommen waren^ die Hauptebene^ die darauf senkrechte Axe 
Z die Hauptaxe^ die übrigen Axen (X und Y) Nebenaxen^ und die 
beiden Ebenen^ welche durch die Hauptaxe einerseits und die beiden 
Nebenaxen andrerseits gelegt sind^ Nebenebenen. Die Richtstücke der 
veränderlichen Ebene S sind nun erstens das Stück ^ welches sie von 
der Hauptaxe abschneidet, zweitens und drittens die Tangenten des 
Winkels^ welchen die von der veränderlichen Ebene und der einen oder 
der andern Nebenebene gebildete Durchschnittslinie mit der Hauptaxe 
macht. Auch hier ist zu bemerken/ dass P der Ursprung der Richt- 
stücke, d. h, diejenige Ebene ist, deren Richtstücke null sind. 

Nimmt man nun eine Gleichung vom 7^-ten Grade 

[2] 2F,i(p,f,B)^0 

zwischen diesen variabeln Richtstücken der Ebene S an, so ist der 
geometrische Ort derselben eine Oberfläche, welche wir nach Analogie 
des von Gergonne für ebene Kurven eingeführten Sprachgebrauches 
eine Oberfläche ^^-ter Klasse nennen. Durch Substitution von [3] in 
[2] erhalten wir, wie oben, 

[4] ^'~^^ ^^' 

welche Gleichung also in Bezug auf s von demselben (^^-ten) Grade ist, 
wie die Gleichung [2], und welche also lehrt, dass an eine Oberfläche 
^'^-ter Klasse von einer gegebenen Geraden aus n Tangentialebenen mög- 
lich sind. Sobald man nun zur Bestimmung von g dieselbe Gleichung (I) 

3* 
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festhält^ so muss auch dieselbe Gleichung (V) daraus hervorgehen^ also 
derselbe Satz hier gelten. Die Gleichung (I) hatten wir in § 4 auf die 
Form (Ib)^ nämlich auf 



[ib] 



i__^\...(i_ 



s, \ s. 







gebracht. Im gegenwärtigen Falle bedeuten q und s^ u. s. w. die Tan- 
genten der Winkel PQ und PS^ u. s. w. 

Es lässt sich^ dem Obigen analog^ hieraus eine noch einfachere 
Gleichung von der Form [Ic] ableiten^ indem man 

. ö' ^ tang PO ^ sin PO cos PÄ 



tang PS^ cos Pö sin FS^ 

cos PQ sin PS^ — sinPgcosP^^, __ sin^PJ, -PQ)__ sin QS^ 



cos PQ sin PS^ cos PQ sin PS^ sin PS^ cos PQ 

setzt und dann^ nachdem auf entsprechende Weise auch statt der übri- 
gen Grössen in obiger Gleichung (Ib) substituirt worden ist^ dieselbe 
mit (cos PQy^^ multiplicirt^ woraus sich 

[le] (^||.,.iL|&)==0 

L -1 \sinP^^ sinPÄi/ 

als Gleichung der harmonischen Mitten (^) m-ter Ordnung zwischen 
den sich in einer und derselben Geraden schneidenden Ebenen S^^ ... 8n 
in Bezug auf die durch dieselbe Gerade gelegte Ebene P^ ergiebt. 
Demnach lässt sich der Hauptsatz für Ebenensysteme wie folgt aus- 
sprechen: 

Wenn man durch eine in einer festen Ehene P liegende be- 
wegliche Gerade an eine feste Oberfläche n-ter Klasse die n 
Tangentialebenen S^^ . . . S/^ legt und eine durch dieselbe Gerade 
gelegte Ebene Q so annimmt, dass die Siimme sämmtlicher Pro- 
dukte zu m Fahtoren, welche sich aus Brüchen bilden lassen, 
deren Zähler die Sinus der Neigungstüinkel zivischen einer der 
Tangentialebenen und der Ebene Q, und deren Nenner die 
Sinus der Neigiingswinl^el stoischen derselben Tangentialebene 
imd der Ebene P sind, gleich Null tvird: so ist der geometrische 
Ort der Ebene Q (d. h, die von den sämmtlichen Ebenen Q IJmhüTlte) 
eine Oberfläche m-ter -Klasse; und zivar erhält man, tvenn P 
^um Ursprung der Richtstüche gemacht tvird, die Ortsgleichung 
für Q aus der Gleichimg der gegebenen Oberfläche dadurch, 
dass man jedes Glied der letzteren mit einer Kombinationszahl 
multiplicirt, deren Elementenzahl die Ordnung dieses Gliedes 
zu n und deren -Klassenzahl dieselbe z%i m ergänzt 
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Wir nennen liier wiederum die Ebenen Q die zu der gegebenen 
Oberfläche und der Polarebene P gehörigen harmonischen. Mitten m-ier 
Ordnung und ihren geometrischen Ort die m-te Centrale der gegebenen 
Oberfläche in Bezug auf die Ebene P. Ferner ist zu bemerken ^ dass 
die Oberfläche oder vielmehr das Gebilde erster Klasse ein Punkt ist^ 
so dass also auch der Ebene eines Punktsystems ein Punkt des Ebenen- 
systems entspricht. Nämlich die Gleichung ersten Grades würde sein: 

acp -\-'b'^ -\- c = z . 

Setzt man hier wiederum statt ^^ i) ihre Werthe — ? — ? indem x^y^ z ^'^ 

X y 

die durch die veränderliche Ebene von den drei Axen abgeschnittenen 

Stücke (die Axen'abschnitte derselben) bezeichnen^ so erhält man nach 

Division mit z die Gleichung 

a . 1) , c .. 

— -4- • — -4— — = i , 
X ^ y ^ z ^ 

welche bekanntlich die Relation zwischen den Richtstücken a, h, c eines 
Punktes und den Axenabschnitten x, y, s einer durch diesen Punkt 
gelegten Ebene ausdrückt. Also ist jene Gleichung ersten Grades die 
Gleichung eines Punktes^ dessen Richtstücke a, 1), c sind. Die erste 
Centrale ist somit ein Punkt ^ welchen man daher den harmonischen 
Mittelpunkt der Oberfläche in Bezug auf die Ebene P nennen kann. 
Ebenso wird ein System von n Punkten als Gebilde n-ter Klasse an- 
gesehen und die erste Centrale desselben wieder der harmonische Mittel- 
punkt zwischen den n Punkten in Bezug auf eine Ebene P genannt 
werden können. Liegt P in unendlicher Entfernung^ so wird dieser 
Punkt j wie leicht zu sehen ist^ zu dem Schwerpunkte zwischen jenen 
n Punkten (alle als gleich schwer betrachtet). 

Es bedarf kaum einer Erwähnung^ dass bei ebenen Kurven die 
Tangentialebene S durch eine Tangente S vertreten wird^ dass hier die 
Richtstücke dieser veränderlichen Geraden^ wenn dieselbe von den Axen 

{X. und y) die Stücke x und y abschneidet^ ^ und ^ = — sind, und 

dass für ebene Kurven bei Beobachtung dieser Bestimmungen ganz das- 
selbe gilt^ was für die Oberflächen bewiesen wurde. 



Wir gehen nun zu dem Liniensysteme im Raum über^ bei wel- 
chem eine in einer festen Hauptaxe bewegliche Gerade als erzeugendes 
Element betrachtet wird. Man bezeichne wieder die Hauptaxe durch 
Pj die veränderliche Gerade durch S, irgend eine andere durch P 
gehende Gerade, deren Lage später bestimmt werden soll, durch Q. 
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Die Gleiclmng^ welclie zwischen den veränderliclien Bestimmungsstücken 
der Geraden stattfindet^ bestimmt wiederum die Oberfläclie. Die Richt- 
stücke dieser Geraden sind so zai wählen^ dass wieder die Gleichungen 
(3) fortbestehen , für den Fall^ dass die Geraden P, S, Q in der ein- 
fachsten Beziehung stehen. Als einfachste Beziehung nehmen wir die 
an, dass P, S und () von demselben Punkt ausgehen und in derselben 
Ebene liegen. Nimmt man nun in einer gegen die Hauptaxe senk- 
63 rechten Ebene^ welche Hauptebene heissen f soll, zwei beliebige in der 
Hauptaxe Z zusammenlaufende Axen X und Y an, so lässt sich die 
Gerade S durch folgende drei Stücke bestimmen: erstens durch das 
Stück ^, welches sie yon der Hauptaxe abschneidet, und ferner durch 
die Richtstücke (x, y) des Punktes, in welchem sie die Hauptebene 
schneidet: diese Richtstücke nämlich in Bezug auf die Axen X und Y 
genommen. Die Gerade Q soll nach der angenommenen Bedingung 
die Hauptaxe in demselben Punkte schneiden, wie S, also auch das 
Stück z abschneiden- hingegen sollen die Richtstücke des Punktes, in 
welchem Q die Hauptebene schneidet, x und ij sein. Da nun P, Sy Q 
in einer Ebene liegen sollten, so wird x sich zu y' wie x zu y ver- 
halten oder y = ~ sein. Hingegen werden diese beiden Quotienten 
X y 

nicht gleich -r sein; man wird also nicht als drittes Richtstück der 

Geraden S annehmen können, wenn die Gleichung (3) noch fortbestehen 
soll. Vielmehr wird dann als drittes Richtstück 

—- ==z (p oder ~ == t 

anzunehmen sein; denn bezeichnet man dann die entsprechenden Stücke 
für Q mit 9' und 1/;', so ergiebt sich 

cp = ~T , also -V = — , und ebenso -^ = ^ 

^ X ^ (p X ^ ^i y 

und man erhält 

X y (p ^\b 

X ~~ y ~ 9' "" 'i 

Nimmt man nun s wiederum als Tangente des Winkels PS und setzt 
ebenso g = taug P§, so sind wiederum jene vier gleichgesetzten Aus- 
drücke ejleich — und es ist 

[3] x^~x^ ^=^7^^ 9^~9^] t=--j^' 

Es ist klar, dass man, da hier die Gleichungen [3] sich auf vier Ver- 
änderliche Xj y, 9, 1/^ beziehen (welche übrigens das Verhältniss haben, 
dass xiy == (pi-ijj), auch die Gleichung [2] der Oberfläche als Gleichung 
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vom n-ten Grade zwiKSchen diesen vier Veränderliclien v^ird annehmen 

können; also die Gleichung 

[2] ^F,(x,y,cp,t) = 0. 

Durch Substitution von [3] in [2] erhält man dann 

[4] 2 s' " ; = 0. 

9. 
Dann erhält man aus Gleichung (I), zu v^elcher wir die Form (Ib) 64 
wählen und aus [4] wiederum^ da die Anzahl der Veränderlichen keinen 
Unterschied machen kann^ dieselbe Gleichung (V)^ welche also lauten 
würde: 

-m — a 

[5] ^ (:n — a) Fa(x, y\ cp', f') = 0. 

Die Gleichung (Ib) gestaltet sich^ wie bei dem Ebenensystem, leicht 
in die Form (I c) um, da auch hier q und s die Tangenten der Winkel 
PQ und PS bedeuten, und man hat auch hier: 



/ sin QS^ sin QSn \ ^ 

V sin PS, ' ' ' sin PSn) ~ ' 



als Gleichung der harmonischen Mitten m-ier Ordnung Q zwischen den 
von einem Punkte ausgehenden und in einer Ebene liegenden Geraden 
Ä^, ... Sn in Bezug auf die durch denselben Punkt gehende und in 
derselben Ebene liegende Gerade P. Demnach wird der Hauptsatz für 
Liniensysteme im Räume folgendermassen lauten, wenn man nämlich 
die Oberfläche, welche durch eine Gleichung vom n-ien Grade zwischen 
X, y, (p, tlj bestimmt ist, eine Oberfläche n-ter Reihe nennt: 

Wenn man von einem in einer festen Geraden P liegenden 
hetuegliehen PiinM in einer um dieselhe Gerade hewegliehen 
Ebene die n Tangenten S^, ... Sn an eine Oberfläche n-ter Reihe 
zieht und eine ditrch denselben Punht gehende und in derselben 
Ebene liegende Gerade Q so annimmt, dass die Summe sämmt- 
licher Prodiilüe zu m Faktoren, ^velche sich aus den Quotienten 
der Sinusabstände jeder Tangente von der Geraden Q einer- 
seits und der Geraden P andrerseits bilden lassen, gleich Null 
ist, d. h, also, dass 

■ in 

/ sin QS^ sin QSn\ ^ 

K^n^'S^ ' ' * smPSn) ~~ 

ist: so ist der geometrische Ort der Geraden Q eine Oberfläche 
m-ter Reihe; und zivar erhält man^ ivenn P zum Ursprung der 
Richtstüclce'^) gemacht ist, u, s. iv. 

*) Nämlich die Hanptaxe heissfc hier wieder Ursprung der Richtstücke, weil 
die vier Richtstücke derselben alle gleich Null sind. 
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Die Benennungen sind hier dieselben^ wie früher^ nur dass wir P 
die Volaraxe nennen wollen. 

Es wurden hier vier Veränderliche zu Grunde gelegt^ welche unter 
sich eine Proportion bilden. Man kann natürlich vermittelst dieser 
65 Proportion sogleich eine der vier Veränderlichen herausschaffen; doch 
verschwindet dann die eigenthümliche Symmetrie in den Gleichungen. 
Um diese etwas abnorm scheinende Coordinatenbestimmung näher zu 
rücken und ihre Wichtigkeit vor die Augen zu stellen^ wollen wir noch 
folgende Beziehungen für dieselbe aufstellen: 

1. Jede Oberfläclie n-ter Beihe wird von einer dureJi die Haiiptaxe 
gelegten Ebene in einer Kurve n4er Klasse gesehniUen. 

Es sei in der That die Gleichung der Oberfläche n-iQY Reihe 

WO aa,B,c,b den zu den Exponenten a^ 6, C, b gehörigen Koefficienten 
andeutet^ der^ wenn die Gleichung vom ^^-ten Grade sein soll, null ist^ 
sobald a -j- 6 + C -f- b grösser als n ist. Man nehme an^ dass die durch 
die Hauptaxe (Z) gelegte Durchschnittsebene gegen die Ebene der 
beiden Axen Z und X den Winkel a bildet , nenne die Strecke vom 
Durchschnittspunkte der drei Axen bis zu dem Punkt^ in welchem eine 
in der Durchschnittsebene liegende ^ an die Oberfläche gezogene Tan- 
gente 8 die Hauptebene schneidet^ p^ und bezeichne — in dem obigen 
Sinne durch 'w, so hat man für S: 

^==pcosa; ^.= _psina, 
und hieraus durch Division mit z: 

2/ = To COS a] 1^ = ^ sin a. 

Substituirt man diese Ausdrücke in der gegebenen Gleichung^ so er- 
hält man 

.^<^a,B,c,b(cos o^)^+^(sin (^)^+^^<^+^c5'^ + ^ = 0; 

welches eine Gleichung vom ^^-ten Grade zwischen p und wT ist. Also 
ist die dadurch dargestellte Durchschnittskurve eine Kurve ^^-ter Klasse. 

2. Zieht man von einem Pimlde der Hauptaxe an eine Oberfläclie 
n-ter Beihe die sämmtlichen Tangenten, so bilden die Biirchschnittspimlde 
derselben mit der Haiiptebene eine Kurve n-ter Ordnung. 

Denn dann ist ^ konstant und kann gleich c gesetzt werden. Man 
substituire cp = — ^ ^ == ^ in der obigen Gleichung^ so erhält man 



V!2^^a + C^B + ^==0: 



^ c'+b 
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eine Gleichung^ welche in Bezug auf x und y vom )^-ten Grade ist, 
wenn die ursprüngliche Gleichung von diesem Grade war; es bilden 
also die Punkte^ deren Richtstücke x und \j sind^ eine ebene Kurve 
^^-ter Ordnung. 

Die weitere Diskussion übergehen wir und bemerken nur noch^ 66 
dass das Gebilde erster Reihe^ welches in der Form 

dargestellt werden kann^ eine Gerade ist. Dies folgt unmittelbar dar- 
aus^ dass^ wenn man aus jedem beliebigen Punkte der Hauptaxe die 
sämmtlichen tangirenden Geraden an das Gebilde erster Reihe zieht^ 
die dadurch entstehende Projektion desselben auf die Hauptebene nach 
dem vorher ausgesprochenen Satze jedesmal eine Linie erster Ordnung? 
also eine Gerade ist. Auch ergiebt sich^ da jene lineare Gleichung vier 
Konstanten hat^ dass jede Gerade im Räume in Bezug auf jedes Axen- 
system als Gebilde erster Reihe betrachtet werden kann. Auch ist 
klar^ dass sich jedes System von n Geraden im Räume als Gebilde '/^-ter 
Reihe zeigt: alles Resultate^ welche den für die beiden andern Richt- 
systeme aufgestellten ganz analog sind*). 

Die Folgerungen aus dem Hauptsätze^ welche in § 5^ 6 und 7 für 
Punktsysteme entwickelt wurden ^ können leicht in die beiden andern 
Richtsysteme übertragen werden; doch wollen wir diese Uebertragung 
nur da andeuten^ wo sie bedeutendere Abweichungen darbietet^ nicht 
da^ wo sie nur eine nach dem im Hauptsatze dargestellten Princip 
leicht ausführbare Uebersetzung aus der Sprache des einen Systems in 
die des andern enthält. Eigenthümlich gestaltet sich für Ebenensysteme 
insbesondere der Fall^ wo die Ebene P ins Unendliche rückt ^ indem 
es nur eine unendlich entfernte Ebene giebt, während der Punkt P, 
wenn er in unendliche Entfernung rückt ^ unendlich viele verschiedene 
Richtungen darstellen kann. 

Es liege also die Ebene P in unendlicher Entfernung^ die Ebenen 
S^^ ... 8n in endlicher. Da nun 8^^ ... Sn nnd Q die Ebene P alle in 
derselben Geraden schneiden sollen^ welche also hier unendlich ent- 
fernt istj so werden sie alle unter sich parallel sein. Die Bedingungs- 
gleichung .m 

/ sin Q S^ 55:_ö %\ a 

V sin PS, ' ' ' wPSn ) ■" 

*) Man sieht übrigens leicht, dass die Kurven dopj^elter Krümmung, als Ge- 
bilde n-ier Reihe, diu'ch eine einzige Gleichung dargestellt werden; was diesem 
Richtsysteme ein besonderes Interesse giebt. 
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ist hier nicht mehr anwendbar, da alle diese Sinus vermöge des Par- 
allelismus der Ebene verschwinden^ ihr Quotient also unbestimmt wird. 
67 Um f die Gleichung so zu gestalten, dass die Uebertragung für den Fall, 
wo P ins Unendliche rückt, ausführbar wird, denke man sich von irgend 
einem Punkte der Ebene S-^ zwei Lothe gefällt: eins auf die Ebene P 
und eins auf die Ebene Q^ und bezeichne für den Augenblick diese 
Lothe durch PS-^ und QS^. Dann ist offenbar 

sin QS, __ QS,__ 
sin PS, ""■ PS~ ' 

und indem man ebenso mit den übrigen Ebenen Äg ' ' * ^n verfährt, 
erhält man 

\PS, '" PSj ' 

welches sich für den Fall, dass F ins Unendliche rückt, in 

• in 

(QS,--. QS„) =0 

verwandelt; wie es sich schon oben (§ 6) zeigte. Für diesen Fall wer- 
den aber die Lothe QS^^ ... QSn alle einander parallel sein und können 
also als Abschnitte einer Geraden angesehen werden, und da jede andere 
durch die parallelen Ebenen gelegte Grade mit jener ähnlich getheilt 
sein wird, so wird die Gleichung (Ic) hier durch die Gleichung 

• m 

{Q8, ... QS.) =0 

vertreten, wo QS^ u. s. w. die gegenseitigen Abstände der Ebenen Q und 
und S^ u. s. w. oder auch die Stücke bezeichnen, welche die Ebenen Q 
und S^ u. s. w. aus einer beliebig hindurchgelegten Geraden herausschnei- 
den. Hiernach würde denn für diesen Fall der allgemeine Satz fol- 
gende Gestalt annehmen: 

Legt man an eine Oherfläehe n-ter Klasse n unter sicli par- 
allele Tangentialebenen S^^ ... Sn von veränderlieher Riehtitng, 
und nimmt mit ihnen parallel eine Ebene Q so an^ dass die 
Summe sämmtlieher Produhte von m Fahtoren, lo eiche sich aus 
den Abständen der Ebene Q von den n Tangentialebenen bilden 
lassen, gleich Null ist, so umhüllt die Ebene Q eine Oberfläche 
m-ter Klasse. 

Es heisse dieser Ort der Ebene Q, dem Princip unserer Benennung 
gemäss, die m-te Centrale der Oberfläche schlechthin, d. h. ohne Be- 
ziehung auf eine noch zu bestimmende Ebene. Ist insbesondere m = 1, 
also Q die Mitte zwischen S^, -•■ Sn, so ist der Umhüllungsort ein 
Punkt, welcher schlechthin Mittelpunkt der gegebenen Oberfläche heissen 
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soll. Es ist dieser Mittelpunkt in Bezug auf ebene Kurven identisch 
mit dem^ was Steiner sehr passend Krümmungsschwerpunkt derselben 
nennt*); wie es f sich sehr leicht ergiebt, wenn man die Tangenten an 6^ 
zwei unendlich nahe aneinander liegende Punkte der Kurve nimmt. 
Zieht man nämlich die mit einer Richtung parallelen Tangenten 
S-^y ... Sn und die ihre Mitte bildende Linie ()? ^^i^^ dann die Tangen- 
ten >SY, . . . Sn\ welche mit einer von der vorigen unendlich wenig ab- 
weichenden Richtung parallel sind^ und die ihre Mitte bildende Linie 
Q\ so schneiden sich Q und Q' in einem Punkt^ welcher die Mitte 
zwischen den n Punkten ist^ in welchen sich die Tangenten S^ und S^"^ 
S2 und S2 u. s. w. schneiden^ d. h. welcher der Schwerpunkt jener n 
Punkte ist-, alle als gleich schwer betrachtet. Es schliessen aber diese 
Tangenten S^ und S-^'^ S2 und S^ u. s. w. vermöge des angenommenen 
Parallelismus gleiche Winkel ein^ d. h. es werden hier solche Elemente, 
welche gleiche Krümmung haben, gleich schwer angenommen. Da nun 
alle Geraden Q dieser Art sich in demselben Punkt schneiden, so ist 
derselbe der Schwerpunkt der Kurve unter der Voraussetzung, dass alle 
Elemente derselben, welche gleiche Krümmung haben, als gleich schwer 
betrachtet werden; d. h. er ist der Krümmungsschwerpunkt derselben. 
Ebenso verhält es sich bei Oberflächen, bei denen man nur statt der 
zwei Systeme paralleler Tangenten drei unendlich nahe aneinander lie- 
gende Systeme paralleler Tangentialebenen zu setzen hat, während die 
übrigen Schlüsse ganz dieselben bleiben. 

Will man hier für die m-te Centrale einer Oberfläche ^^-ter Klasse 
(in Bezug auf die unendlich entfernte Ebene) die Gleichung suchen, so 
ergiebt sich eine merkwürdige Analogie mit der entsprechenden Auf- 
gabe bei Punktsystemen. Wenn man nämlich dort den unendlich ent- 
fernten Punkt, wie es oben geschah, in der ^-Axe annimmt, so hat 
man nur statt x und y überall q) und ip zu setzen; alle Formeln bei 
dem Gange des Beweises bleiben dieselben. Die Gründe, aus welchen 
sich die verschiedenen Formeln ergeben, sind zwar hier andere, aber 
so einfach, dass es nicht nöthig ist, sie besonders zu entwickeln. Nur 
das Resultat möge noch einmal ausgesprochen werden: dass nämlich, 

die Gleichung der Oberfläche ist, die ihrer m-ien Centrale (in Bezug 
auf die unendlich entfernte Ebene) 



•') Vgl. dessen Abhandlung über den Krümmimgsscliwerpunkt ebener Kurven 
im 1. und 2. Hefte des 21. Bandes dieses Journals, [Steiners Ges. Werke, Bd. II 
Nr. 12, S. 97.] Dass dieser Punkt hier schlechtweg Mittelpunkt heissen soll, ist 
nicht willkürlich, sondern nach dem Princip unserer Benennung nothwendig. 
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69 sein wird. Ist z. B. m = 1^ und es sind die Glieder der beiden ersten 
Grade in der Gleichung für die gegebene Oberflacbe 

^^ + {acp + 5t/; + c)^^~\ 
so hat man als Gleichung für die erste Centrale derselben^ also für 
ihren Mittelpunkt oder ihren Krümmungsschwerpunkt^ die Gleichung 
n0 -\- acp -\- hij -{- c =^ 0'^ 

d. h, die Richtstücke des Krümmun^'sschwerpunktes sind , , 

T' Wenn also in jener Gleichung die Glieder vom {n — l)-ten 

Grade wegfallen^ so ist der Durchschnittspunkt der drei Richtaxen der 
Krümmungsschwerpunkt der Kurve. 

Die Uebertragung der in § 5 und § 7 entwickelten Polgerungen in 
die beiden andern Richtsysteme bleibt dem Leser überlassen. Ich will 
nur noch diejenigen Folgerungen verbunden darstellen^ welche dazu dienen 
können^ den Zusammenhang der verschiedenen Richtsysteme zu übersehen. 
Es wurde oben (§ 7) folgender Satz abgeleitet: Von einem Punkt 
in der Ebene einer Kurve n4&r Klasse lassen sich an dieselbe n (n — 1) 
Tangenten ziehen. Hier haben wir folgenden entsprechenden Satz: 
Eine ebene Kurve {^'^--ter Klasse} wird von einer durch sie gelegten Ge 
raden in n (n — 1) Punkten geschnitten ; und hieraus folgt der bekannte 
Satz: Eine Kurve ^^-ter Ordnung lässt sich im Allgemeinen als Kurve 
n(^n — l)-ter Klasse und eine Kurve n-ier Klasse als Kurve n[n — l)-ter 
Ordnung betrachten. Für Oberflächen ^^-ter Ordnung fand sich, dass 
sich aus einer Geraden an dieselbe n{n — 1)^ Tangentialebenen legen 
lassen: also entsteht hier der entsprechende Satz^ dass eine Oberfläche 
n-ier Klasse von einer Geraden in n(^n — 1)^ Punkten geschnitten wird. 
Demnach ist auch im Allgemeinen eine Oberfläche 7^ter Klasse von der 
Ordnung n{n — 1)^^ und eine Oberfläche n-ier Ordnung von der Klasse 
n(n — 1)^. Eine Oberfläche zweiter Ordnung z. B. wird also auch von 
der zweiten Klasse sein und umgekehrt; wie dieselbe auch von zweiter 
Reihe ist^ da ihr Durchschnitt mit jeder Ebene^ wie auch ihre Tangen- 
tialprojektion auf jede Ebene^ ein Kegelschnitt, d, h. eine Kurve zweiter 
Klasse und zugleich zweiter Ordnung ist. Im Uebrigen ist jedoch der 
Gegenstand für Liniensysteme im Räume nicht so einfach, wie für die 
beiden anderen Systeme. Wir können hier nicht die weitere Erörte- 
rung dieses Gegenstandes geben, weil dazu eine selbstständige Erörte- 
rung der Liniensysteme erforderlich sein würde, welche zu einer eigenen 
Abhandlung von nicht geringerem Umfange, als die gegenwärtige, an 
70 wachsen würde, -f Wir begnügen uns also damit^ die Idee dieses Richt- 
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Systems aufgestellt^ den Hauptsatz für dasselbe abgeleitet und die dar- 
aus fliessenden Folgerungen angedeutet zu haben. 

Um noch schliesslich die drei Formen^ in welchen der Hauptsatz 
vermöge der drei Richtsjsteme sich zeigte^ in einen Wortausdruck zu- 
sammenfassen zu können^ sind noch folgende Benennungen nöthig. 
Der Punkt^ die Gerade^ die Ebene sollen einfache Gebilde oder Elemente 
heissen; die Gerade zwischen zwei Punkten deren Kombination; ebenso 
die Durchschnittskante zweier Ebenen; zwei Geraden endlich^ welche 
derselben Ebene angehören^ haben zu ihrer Kombination diese Ebene 
und ihren gegenseitigen Durchschnittspunkt ^ beides in eins zusammen 
angeschaut. Ueberhaupt verstehe man unter Kombination zweier Ele- 
mente das Element^ welches durch die beiden vollkommen bestimmt 
ist. Was unter Rieht stücken eines Punkt es^ einer Ebene^ einer Geraden 
verstanden wird, ist im Vorigen erörtert. Es ist nur zu erinnern; 
dass, dem Obigen gemäss, das Element, dessen ßichtstücke alle null 
waren, das Urspnmgselement heisst. Wenn nun zwischen den ßicht- 
stücken eines variabeln Elements eine Gleichung ^^-ten Grades statt- 
findet, so heisst der geometrische Ort dieses Elements Ort n-ten Grades. 
Dieser ist also, wenn • das Element ein Punkt ist, ein Gebilde ^^-ter 
Ordnung; wenn eine Ebene, ein Gebilde ^^-ter Klasse; wenn eine Ge- 
rade, ein Gebilde ^-ter Reihe. Endlich unter Entfermmgsqiiotient eines 
Elementes 8 von zwei andern Q und P, deren Kombinationen mit S 
einander decken, wird, wenn Q und P Punkte sind, der Quotient der 
beiden Entfernungen QS und TS verstanden*); wenn hingegen Q und 
P Gerade oder Ebenen sind, der Quotient der Entfernungen irgend 
eines Punktes in S von den Elementen Q und P, oder, was dasselbe 
ist, der Quotient der beiden Sinus des Winkels QS und des Winkels 
P/S; wobei jedesmal die erstgenannte Grösse als Dividendus zu be- 
trachten ist. Diesen Benennungen gemäss ist nun folgender Satz die 
Zusammenfassung aller früheren Sätze: 

Wenn ein festes Element P %ind ein Ort n-ten Grades eines 
mit P gleichartigen Elementes S gegeben sind, und man hom- 
binirt P 7nit dem beiveglichen Element S^ und zugleich mit 
allen, übrigen Elementen S, f deren Kombinationen mit P jene 71 
Kombination PS^ decken, Sg, ... Sn, und bestimmt dann ein 
dieser Kombination gleichfalls angehöriges Element Q so, dass 
die Su7nme aus sämmtlichen Prodithten von m Faktoren, ivelehe 



*) D. h. also, wenn es Punkte sind, müssen alle drei, P, S^ Q^ in emer Ge- 
raden liegen; wenn Ebenen, müssen sie sich in einer Geraden sclineiden; wenn 
Gerade, müssen sie in einer Ebene liegen und durch denselben Punkt gehen 
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sich aus den Entfermingsquotienten eines jeden der Elemente 
S^j . . . Sn von den beiden Elementen Q und P bilden lassen, 
gleich N%M ist: so ist der Ort des Elementes Q ein Ort m-ten 
Grades, ivelcher die a%if das Element P he^ügliche 7n-te Cen- 
trale des gegebenen Gebildes heisst; und zwar findet man, ^venn 
P zum Ursprungselement gemacht ist, die Gleiehimg dieses 
Ortes aus der des gegebenen, wenn man jedes Glied des letzte- 
ren mit einer Kombinations z ahl miütiplicirt, deren Elementen- 
zahl den Grad dieses Gliedes zu n, und deren Klassenzahl den- 
selben zu m ergänzt. 



ScMussbemerkung. 

Als ich den in § 2 angedeuteten Weg einer noch grösseren Ver- 
allgemeinerung verfolgte^ gelangte ich zu folgendem Satze^ welcher eben 
so einfach als allgemein und von welchem der in der vorhergehenden 
Abhandlung vorgelegte Hauptsatz wiederum nur ein specieller Fall ist. 
Da vielleicht dieser Satz einiges Interesse haben möchte^ so will ich 
ihn hier wenigstens aufstellen und seinen Beweis geben ^ ohne auf die 
daraus etwa hervorgehenden Folgerungen einzugehen. Nämlich: 

Zieht man aus einem festen Piinht P an eine feste Ober- 
fläche n-ter Ordnung eine beivegliche Gerade, tvelche die Ober- 
fläche in den Punkten S^^ ... Sn schneidet, und bestimmt auf 
ihr einen Punht Q so, dass der. Gleichung 

•0 



0, 



^^^ ^ \ps, ' ' ' ~PSj [PS, ' ' ' psj 

unter der Bedingung, dass die Summe der Werthe a^ b; . . . kon- 
stant und gleich m ist, genügt ^vird: so ist der geometrische Ort 
des Punktes Q eine Oberfläche m-ter Ordnung; und zwar erhält 
man, ivenn für den Äxenchirchschnittspiinkt P die Gleichung 
der gegebenen Oberfläche 

(B) 2Fa{x, y,z)^0 

istf als Ortsgleichung des Punktes Q 



'7 



(C) ^{rn — r) Fa{x, y, z) F^{x,y, z) ^-^ ^0, 

^vo a -f- B + • * • ^^^^ Kürze ivegen mit x bezeichnet ist und ivo r 
72 die -^ Anzahl der Faktoren, d.h. also aiich die Anzahl der Grössen 
a, b, ... sowohl in dieser als in der ersten Gleichung (A) be- 
zeichnet 



Hosted by 



Google 



Schlussbemerkimg, 47 

Man kann nämlicli die Gleichung (A) zunächst nach § 4 dadurch 



statt 



umwandeln^ dass man (1 —\ statt ^^ setzt u. s. w.^ und dann 

irgend einer ^ z. B. der r-ten Kombinationsklasse aus den Elementen 
(1 ^1 • • • (1 —j j den oben (§ 4) gefundenen Werth, nämlich 



oder 



2{-mn-a) "(^...^ 



•n — a 



(% • • • \) 

substituirt. Nun entwickelt man aus (B)^ dem Früheren ganz analog^ 
die Gleichung 

deren n Wurzeln eben die vorher durch s^^ ••• Sn bezeichneten Grössen 
sind und deren Koefficienten man statt der Kombinationsklassen dieser 
Wurzeln einführen kann^ nämlich 

Dies in den obigen Ausdruck für die r-te Kombinationsklasse gesetzt^ 

giebt für dieselbe 

^, ■^-'<^F^{:x,y,z) 

Wenn man diesen Ausdruck für die Kombinationsklassen in (A) sub- 
stituirt und dabei nur alle die deutschen Buchstaben^ welche Verschie- 
denes ausdrücken, auch verschieden bezeichnet , so erhält man, nach 
Multiplikation mit F^^x, y^ df^y die Gleichung 

-a' — a -B' — D 

2(n — a) {n — b) • • • F^ix, y, s) F^{x, ^, ^) . • . =: 0, 
mit der Bedingungsgleichung 

a' + b' + ••• = m, 
oder auch 

2A^\-F^{x,y,i2)F-^{x,y,z)^"^0, 

wo nämlich der Koefficient J.«,&... (indem man für a, 6, ••• irgend eine 
Reihe bestimmter Werthe a, h, • • • gesetzt hat) folgende Summe 



*) Da keine Verwechselung zu befürcMen ist, so sind die Untersclieidungs- 
striche über x^ y, z weggelassen. 
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-a' — a ■'h' — b 

^a,b, - == ^(n — a) {n — h) • • •, 
73 mit der Bedingungsgleichung a' + b' -[-••• = m darstellt. Um diese 
Summe zu finden, wende man folgendes Summationsgesetz an: 

• a • B • m 

•a -b 

welches Gültigkeit hat, sowohl wenn a^ ß^ ... Zahlen, also a , ß ^ ... 
Kombinationszahlen, als auch, wenn a, /3, ... verschiedene Elementen- 

■a -b 

reihen, also cc , |3 , . . . wirkliche Kombinationsklassen sind, das Produkt 
derselben aber die Verbindungen von jeder Kombination der einen 
Klasse mit jeder der andern darstellt. Denkt man sich das Letztere, 
so zeigt sich sogleich die Richtigkeit des Gesetzes aus dem Begriff der 
Kombination; folglich gilt es auch für die Kombinationszahlen. Hier- 
nach ist nun: 

-a'—a -B' — I) -m—a—h 

Aa,h,^-. oder ^{n — a) (n — h) "•^^(rn — a — h ) 

[a' + b' + • • ' "= '^'^j 
Substituirt man diesen Ausdruck für ^a,o, •■• i^ die obige Gleichung^ so 
erhält man 

was die zu erweisende Gleichung (C) ist. 

Es ist klar, dass sich dieser Satz für r = 1 in den oben darge- 
stellten Hauptsatz verwandelt. Die Gleichung (A) wird nämlich dann 

\ps, ■ ■ ■ PSJ 
und die Gleichung (C) wird: 

• m — a 

welche Gleichungen mit den früher entwickelten (Ic und V) iden- 
tisch sind. 



Hosted by 



Google 



IL 



(jrundztige zu einer rein geometrischen Theorie derm 
Kurven, mit Anwendung einer rein geometrisclien 

Analyse. 



Von 

H. Grassmann, 

Ijehrer der Matliematik zu Stettin. 



Grelles Journal Bd. 31, Heft II, S. 111—132 (1846). 



§ 1. 
Hauptsatz über die Erzeugiing algebraischer Punktgebilde. 

Dnrcli Anwendung einer neuen Analyse^ welche ich in einem un- 
längst erschienenen Werke*) in ihren Grundzügen dargestellt habe^ 
bin ich zu einer neuen Theorie der algebraischen Kurven und Ober- 
flächen gelangt^ welche sich von allen bisherigen Theorien über diesen 
Gegenstand dadurch unterscheidet ^ dass sie alle algebraischen Kurven 
und Oberflächen auf rein geometrische Weise behandelt^ in demselben 
Umfange^ wie solche Behandlung den Kegelschnitten zu Theil geworden 
ist. Versucht man das Princip der projectivischen Erzeugung^ welches 
Steiner mit so glänzendem Erfolge auf die Behandlung der Kegel- 
schnitte angewandt hat^ auch auf Kurven höherer Ordnungen auszu- 
dehnen^ so gelangt man nur zu besondern Kurvengattungen, nämlich 
zu denjenigen, welche Mob ins in seinem barycentrischen Calcul be- 
handelt hat und welche, wenn sie von 5^-ter Ordnung sind, im Allge- 
meinen durch dn — 1 Punkte bestimmt werden, während die allge- 
meinen Kurven ^^^-ter Ordnung bekanntlich j n (n -{- 3) Punkte zu ihrer 



*) Die Aiisdehnungslelire, erster Theil; enthaltend die lineale Ausdehnungs- 
lehre. Leipzig 1844. {Ges. Werke I, 1.) 

Gras smann, Werke. 11. 4 
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Bestimmung erfordern*). Jene Kurven haben das Eigenthümliche; 
dass sie sich durch blosses Ziehen von geraden Linien konstruiren 
lassen**). Da nun diese konstruirbaren Kurven, wenn sie von dritter 
Ordnung sind, durch 3.3 — 1, das heisst durch 8, hingegen die all- 
gemeinen Kurven dritter Ordnung durch 9 Punkte bestimmt werden, 
während die Kurven zweiter Ordnung beiderseits durch 5 Punkte 
bestimmt sind, so sieht man, wie die projektivische Erzeugung zwar 
112 zur allgemeinen Behandlung der Kurven zweiter f Ordnung, aber keines- 
weges zu der allgemeinen Behandlung der Kurven höherer Ordnungen 
ausreicht. Diesem Mangel soll die neue Theorie abhelfen, indem sie 
auch diejenigen algebraischen Kurven einer rein geometrischen Behand- 
lung zugänglich macht, welche sich nicht durch blosses Ziehen von 
geraden Linien erzeugen lassen. Der Hauptsatz, auf welchen ich die 
Theorie gründe, findet sich schon in meiner Ausdehnungslehre (§ 145 
bis 148, {Ges. Werke I, 1. S. 245 — 249}), ohne dass ich jedoch dort 
hätte Raum finden können, um über die Fruchtbarkeit dieses Satzes 
mehr als blosse Andeutungen zu geben. Um indess nicht zu weit- 
läuftig zu werden, will ich mich hier nur auf Kurven in der Ebene 
beschränken. 

Der Satz, dessen Beweis ich weiter unten geben werde, ist 
folgender : 

Hauptsatz: Wenn die Lage eines heweglichen PunMes x in der 
Ebene dadurch ieschränM ist, dass ein Funkt und eine Gerade, welche 
durch KonstruMionen vermittels des Lineals aus jenem PunMe x %md 
einer Beihe fester Punkte und Geraden hervorgehen, msammenliegen 
sollen (das heisst der Punkt in der Geraden liegen soll), so beschreibt der 
Punkt X ein algebraisches Punktgebilde, und 0war vom n-ten Grade, 
tvenn bei jenen Konstruktionen der bewegliche Punkt n-mal angewandt 
ist^^^). 

Wenn man nämlich den Punkt x mit einem festen Punkte durch 
eine Gerade verbindet, so wird man sagen müssen, dass der Punkt x 
zur Konstruktion dieser Geraden einmal angewandt sei; wenn ferner 



*) Ich werde in dieser Abhandlung auf diese besondern Kurven, auf ihre 
projektivische Erzeugung oder ihre Erzeugung durch Ziehen von geraden Linien, 
zurückkommen. 

**) Yergl. Möbius barjcentr. Calcul § 69 und 70. 
***) Ich nenne ein Punktgebilde ^^-ten Grades ein solches, welches durch eine 
Gleichung ^i-ten Grades zwischen den Koordinaten des veränderlichen Punktes 
dargestellt ist. Die Ausdrücke Kurve oder Linie w-ter Ordnung, und selbst der 
Ausdruck geometrischer Ort n-ten Grades, lassen nicht diese allgemeine Auf- 
fassung zu. 
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ein Punkt als Durchschnitt zweier Geraden erzeugt ist, zu deren Kon- 
struktion der Punkt x beziehlich c^-mal und /3-mal angewandt ist, so 
wird man sagen müssen, dass zur Konstruktion dieses Punktes der 
Punkt X (a + /3)-mal angewandt sei; ebenso wenn ein Punkt, zu 
dessen Konstruktion der Punkt x a-mal, und ein Punkt, zu dessen 
Konstruktion er /3-m.al angewandt ist, durch eine Gerade verbunden 
sind, so wird zu der Konstruktion dieser Geraden der Punkt x 
(a A- ^)-mal angewandt sein; und endlich, wenn die Bedingung, durch 
welche nach dem angeführten Satze die Lage von x beschränkt wird, 
von der Art ist, dass ein Punkt, zu 
dessen Konstruktion x a-mal angewandt 
ist, in einer Geraden liegen soll, zu deren 
Konstruktion x /3-mal angewandt ist, 
so wird man sagen müssen, dass der 
Punkt X im Ganzen {a -\- j3)-mal an- 
gewandt sei, und der Satz sagt aus, 
dass dann x ein Gebilde {a -\- /3)-ten 
Grades konstruire. Es seien zum Bei- 

Pig. 1. 

spiel (Fig. 1) f a, c, e feste Punkte, H iis 

und D feste Gerade; man verbinde den Durchschnittspunkt der beiden 
Geraden xa und ^ mit dem Durchschnittspunkte der beiden Geraden 
xe und D durch eine gerade Linie und setze die Bedingung fest, dass 
diese gerade Linie durch den Punkt c gehen soll, so sieht man, dass 
bei diesen Konstruktionen x zweimal angewandt wird, also dass nach 
dem Satze x ein Gebilde zweiten Grades, das heisst einen Kegelschnitt, 
konstruiren müsste, oder mit andern Worten, dass eine Ecke {x) eines 
Dreiecks, dessen zwei andere Ecken in festen Geraden B und D und 
dessen Seiten um feste Punkte a, c, e sich bewegen, einen Kegelschnitt 
beschreiben müsste, was bekanntlich der Fall ist. 

§ 2. 
Mnltiplikationsb egriff . 

Ich werde den allgemeinen Satz, dessen reciproke Umwandlung 
sich übrigens leicht von selbst ergiebt, ableiten, ohne eine Kenntniss 
der in meiner Ausdehnungslehre niedergelegten Resultate vorauszu- 
setzen. Da derselbe jedoch durch die in jener Schrift entwickelte neue 
Analyse aufgefunden ist und sich eng an sie anschliesst, so werde ich 
diejenigen Yerknüpfungs weisen aus jener Analyse, welche für die Auf- 
fassung und Anwendung des Satzes nothwendig scheinen, hier auf- 
führen. Dadurch erreiche ich zugleich den Zweck, die Fruchtbarkeit 

4* 
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Aer Analyse^ welclie^ wie icli hoffen darf^ eine durcligängige Umgestal- 
tung der Geometrie und aller auf sie gestützten Wissenschaften (Statik^ 
Mechanik^ Optik etc.) herbeifüliren wird^ an einem einzelnen Beispiele 
zur Anschauung zu bringen. Das Eigenthümliclie jener Analyse ist^ 
dass die räumlichen Gegenstände (Punkte , Linien^ Ebenen etc.) nicht 
bloss vermittels irgend eines Maasses in Zahlen ausgedrückt und ihrer 
Lage nach durch Koordinaten bestimmt werden, sondern dass die räum- 
lichen Gegenstände selbst zugleich ihrem metrischen Werthe und ihrer 
Lage nach aufgefasst und so als räumliche Grössen analytischen Ver- 
knüpfungen unterworfen werden*). 

An jeder räumlichen Grösse erscheint dabei ein Zwiefaches: erstens 
der metrische Werth derselben (die Länge einer Linie ^ der Flächen- 
lliraum einer Figur etc.) und zweitens die f Stellung derselben im Räume 
(die Lage der Linie oder Ebene , die Richtung der Linie etc.). Der 
metrische Werth ist zu dem Begriff der Grosse ebenso unumgänglich 
nöthig wie der der Stellung im Räume zu dem Begriffe der räum- 
lichen Grösse. Daher erscheinen die Punkte nur dann als Grössen, 
wenn an ihnen zugleich gewisse Koefficienten haften, welche den me- 
trischen Werth darstellen. Diese Koefficienten, die natürlich auch der 
Einheit gleich werden können, sind auch für Anwendungen auf die 
Natur (indem sie Gewichte oder andere Intensitäten darstellen) von 
wesentlicher Bedeutung. Die Verknüpfungen dieser räumlichen Grössen, 
wie sie in der neuen Analyse hervortreten , entsprechen nun den alge- 
braischen Verknüpfungen (der Addition, Multiplikation, dem Potenziren 
und den zugehörigen aufhebenden Verknüpfungsweisen) und unterliegen 
denselben allgemeinen Verknüpfungsgesetzen ; zugleich aber gehen sie 
den geometrischen Konstruktionen in der Art zur Seite, dass jede geo- 



*) Der Erste, welcher eine ähnliche Idee aufgefasst hat, scheint Leihniz ge- 
wesen zu sein , welcher (s. Hugenii alionirnque excercitationes math. et phil. ed. 
Uylenbroek fasc. II. p. 6) die Wichtigkeit einer rein geometrischen Analyse (wie 
er sie auch nennt) vollkommen erkannte {vgl. Ges. Werke 1,1. S. 416}; aber die 
geometrisch analytische Methode, welche er befolgt, besteht nur darin, dass er 
unbekannte Punkte als solche bezeichnet, ohne die analytischen Verknüpfungen, 
welchen diese Punkte unterworfen sind, auszudrücken. Der Erste, welcher wirklich 
räumliche Grössen analytischen Verknüpfungen unterwarf, war Möhius, indem er 
in seinem barycentrischen Calcul Punkte addiren lehrte. Späterhin hat Möhius 
in seiner Mechanik des Himmels (Leipzig 1843) und in einer Abhandlung in 
gegenwärtigem Journal (Band XXYIIl) auch die Addition gerader Linien und 
Ebenen behandelt. Ganz unabhängig von ihm ist die Analyse entstanden, welche 
ich in meiner Ausdehnungslehre dargelegt habe und von welcher ich hier Proben 
mittheile, obgleich mich der Gang meiner Untersuchungen zu denselben Additions- 
weisen »eführt hatte. 
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metrische Konstruktion diircli eine analytische Verknüpfung ausgedrückt 
und diese durch, jene dargestellt wird. 

Zu dem hier vorliegenden Zwecke genügt es, den Multiplikations- 
begriff aufzustellen, und auch dieser braucht hier nur theilweise und 
nur ohne Rücksicht auf den besondern metrischen Werth der ver- 
knüpften Faktoren und des entstehenden Produkts aufgefasst zu werden. 
Denn ich werde hier nur solche Gleichungen betrachten, in welchen 
ein Produkt räumlicher Grössen gleich Null gesetzt wird; wobei offenbar 
die besondern metrischen Werthe der einzelnen Faktoren und ihrer 
Produkte gleichgültig sind, wenn nur feststeht, ob sie Null sind 
oder nicht. Wollte ich jene Beschränkung nicht machen, so würden 
sich bald die festzustellenden Begriffe so häufen, dass das vorgesteckte 
Ziel verfehlt werden würde. Ich verstehe, abgesehen von den besondern 
metrischen Werthen und vorausgesetzt, dass Alles in derselben Ebene liege, 

(Definition 1.) 1. unter dem Produkte ah zweier verschiedener 
Punkte a und & die durch sie hindurchgelegte gerade Linie a6-, 

(Definition 2.) 2. unter dem Produkte AB zweier verschiedener 
gerader Linien A und B ihren Durchschnittspunkt*); 

(Definition 3.) 3. unter dem Produkte Ah oder hA einer Linie A 
in einen Punkt &, der nicht in ihr liegt, verstehe ich einen Flächen- 
raum, welcher, f mit einer andern Grösse multiplicirt, nur dann NuUlio 
giebt, wenn diese andere Grösse selbst Null ist*''^); 

und ich setze diese Produkte dann und nur dann Null, wenn die 
Faktoren zusammenliegen, das heisst: - 

(Definition 1.) 1. wenn die Punkte a und h zusammenfallen; 

(Definition 2.) 2. wenn die geraden Linien A und B (als unend- 
liche gedacht) zusammenfallen, 

(Definition 3.) 3. wenn der Punkt 6 in die Gerade A (diese als 
unendlich gedacht) fällt; und indem ich diese Produkte Null setze, will 
ich damit zugleich ausdrücken, dass sie, mit irgend einer beliebigen 
Grösse multiplicirt, das so entstehende Produkt gleich Null machen **'^). 



*) Ich werde in dieser Abhandlung die Punkte mit kleinen lateinischen, die 
Linien mit grossen lateinischen und die Zahlgrössen im Allgemeinen mit griechi- 
schen oder kleinen deutschen Buchstaben bezeichnen; nur die Buchstaben m und 
n werde ich auch für Zahlgrössen gebrauchen. 

**) Es stellt nämlich ein solches Produkt bloss einen metrischen Werth dar; 
die Besonderheit dieses Werthes ist hier gleichgültig; es kommt nur darauf an, 
wann ein Produkt, welches diesen Werth als Faktor enthält, Null wird; und in 
dieser Beziehung verhält sich jener metrische Werth wie eine Zahlgrösse, die 
nicht Null ist; worin dann die im Texte angegebene Bestimmung liegt. 

***) Hierbei ist festzuhalten, dass der Ausdruck J^- nie als Grösse verstanden 
werden darf, sondern als blosse Grenzform. Hält man dies niclit fest, so ver- 
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Die genauere Bestimmung dieser drei Multiplikationsarten, in 
welcher auch die metrischen Werthe berücksichtigt sind, habe ich in 
meiner oben angeführten Schrift gegeben und dort zugleich diese Ver- 
knüpfangsarten auf streng wissenschaftlichem Wege als Multiplikations- 
arten nachgewiesen. Doch hoffe ich auch, dass die in dieser Abhand- 
lung sich ergebenden Resultate schon hinreichen werden, um die 
Auffassung jener Verknüpfungsweisen, als multiplikativer , wenigstens 
zweckmässig erscheinen zu lassen. 

Da bei den hier zu betrachtenden Produkten aus mehreren Fak- 
toren, wie ich hernach zeigen werde , die Ordnung der Faktoren und 
die Art, wie sie zu besondern Produkten verbunden sind, nicht gleich- 
gültig ist, so halte ich stets fest, dass, wenn die Faktoren eines Pro- 
duktes durch keine Klammern zusammengefasst sind, die Multiplikation 
stets von der Linken zur Rechten fortschreiten soll, d. h. also der 
erste (am weitesten links stehende) Faktor mit dem zweiten multiplicirt 

werden soll, das so gewonnene Pro- 
dukt mit dem dritten und so fort 
bis zum letzten (am weitesten rechts 
stehenden) Faktor hin. Man betrachte 
beispielsweise das Produkt ahCdEf) 
so drückt dasselbe eine Linie aus, 
welche dadurch konstruirt wird, dass 
(Fig. 2) der Punkt a mit & gerad- 
linig verbunden wird; der Durch- 
Pig. 2. schnitt dieser Verbindungslinie und 

der Linie C mit dem Punkte d und 
116 der Durchschnitt dieser Verbindungslinie f und der Linie E mit dem 
Punkte f verbunden wird; dann wird die zuletzt gezogene Verbindungs- 
linie durch das Produkt ahCdEf dargestellt. Es leuchtet ein, dass 
man zwar die zu einer geraden Linie verbundenen Punkte (hier a 
und h) oder die in einem Punkte sich schneidenden Linien als Fak- 
toren vertauschen kann, ohne das resultirende Gebilde (abgesehen von 
se.inem metrischen Werthe) zu ändern, aber dass man sonst im All- 
gemeinen keine Vertauschungen vornehmen darf, ohne Aenderung des 
Ergebnisses: denn wird z. B. C und E vertauscht, so liefert die Kon- 
struktion eine ganz andere Linie, wie man sogleich aus der Figur 
sieht, in welcher die Konstruktion, durch welche das Produkt ahEdCf 
erfolgt, durch punktirte Linien angedeutet ist. 

scliwindet die Allgemeingültigkeit der meisten algebraischen Sätze. Hingegen 
kann das Imaginäre allerdings als Grösse genommen werden, indem es denselben 
Verkmlpfungsgesetzen unterliegt wie alle Grössen, 
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§ 3. 
Beweis des Hauptsatzes. 

Bezeichnet x einen bewegliclien Punkte X eine bewegliche Gerade^ 
so ist 

(1) Äx = oder ahx = 

die Gleichung einer geraden Linie ^ indem sie nach der Definition 3 
ausdrückt^ dass der Punkt x in der geraden Linie A oder ah liegt; 

(2) aZ=0 oder ABX = 0, 

ist die Gleichung eines Punktes als eines von der beweglichen Geraden 
X umhüllten Gebildes^ indem sie nach derselben Definition ausdrückt^ 
dass die Gerade X durch den Punkt ci oder durch den Durchschnitt 
der geraden Linien A und B geht. Hiernach wird also sowohl das 
Punktgebilde ersten Grades als auch das Liniengebilde ersten Grades 
durch eine geometrische Gleichung ersten Grades ausgedrückt. 

Für die Gebilde^ die ein Punkt beschreibt^ dessen Bewegung auf 
die in dem oben aufgestellten Satze angegebene Weise beschränkt ist^ 
lässt sich gleichfalls in jedem besondern Falle die Gleichung leicht 
aufstellen. Denn es sei Ax irgend eine gerade Linie ^ welche durch 
lineale Konstruktionen (d. h. durch Konstruktionen vermittels des 
Lineals) aus x und gewissen festen Punkten und Geraden hervorgeht^ 
und es sei x bei diesen Konstruktionen Ci^-mal angewandt , so wird A^ 
als ein geometrisches Produkt erscheinen^ in welchem x o^-mal als 
Faktor vorkommt; und ebenso^ wenn h^ ein Punkt ist^ welcher gleich- 
falls durch lineale Konstruktionen aus x und gewissen festen Punkten 
und Geraden hervorgeht^ und 'x dabei ^-mal angewandt ist, so wird h^ 
als geometrisches Produkt erscheinen, in welchem x /3-mal als Faktor 
erscheint. Die Bedingung, dass der Punkt h^ in der Geraden Ax liegen 
soll, wird dann dargestellt durch die Gleichung 
(3) , Ax . hx = 0, 

auf deren linker Seite x (a -\- /3)-mal als Faktor vorkommt. Der Satz 
sagt dann aus, dass das von x konstruirte Gebilde vom Grade a-\- ß ist. 

Es bleibt uns somit nur zu beweisen, dass, wenn eine geometrische 117 
Gleichung von der Form (3), als geometriscM ^ vom i^-ten Grade ist, 
das heisst x n-mal als Faktor darin vorkommt, dann das von ihm kon- 
struirte Gebilde gleichfalls vom ^^-ten Grade ■ ist, das heisst, dass dann die 
algebraische Gleichung zwischen den Koordinaten von x gleichfalls vom 
)^-ten Grade sei. 

Um dies zu beweisen, nehme ich. zwei feste Richtaxen (Koordinaten- 
axen) A und B an, gleichviel, ob rechtwinklige oder schiefwinklige, 
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und ein Maass, durch welches die Koordinaten gemessen werden*). 
Wenn man nun nach diesem Richtsysteme (Koordinatensysteme) die 
Koordinaten eines Punktes bestimmt und durch das angenommene 
Maass misst, so nenne ich die Quotienten dieser Messung, nebst der 
Zahl Eins^ oder irgend drei Zahlen^ welche diesen dreien proportional 
sind^ die drei Zeiger des Punktes**). Sind nun ^> ^ i\}\ 1 in diesem 
Sinne die Zeiger eines Punktes^ so müssen, wenn der Punkt in einer 
festen Geraden liegen soll, die Zeiger^ wie bekannt, einer Gleichung 
von der Form 
(4) a^' + /3t^' + 7 = 

genügen. Wir nennen hier a, /3, y die Zeiger der durch diese Glei- 
chung dargestellten geraden Linie. Ueberhaupt wird^ wenn zwischen 
^) und t/^' eine Gleichung n-ten Grades stattfindet, der Ort des Punkts, 
dessen Zeiger 9?', ^', 1 sind^ ein Gebilde ^^-ten Grades sein. Wird 
cp' = (pi'j^^ und ijj' = ij^'.x gesetzt und die Gleichung mit %^ multiplicirt, 
so erhält man eine homogene Gleichung n-teii Grades zwischen den 
veränderlichen Zeigern (fp ip, % (welche mit (p\ f'j 1 proportional sind), 
das heisst eine Gleichung, deren Glieder in Bezug auf diese drei Ver- 
änderlichen alle vom ^^-ten Grade sind, und wir können somit und 
wollen das Punktgebilde ^^-ten Grades als ein solches definiren, für 
welches die Zeiger des konstruirenden Punkts einer homogenen Glei- 
chtmg n-ten Grades genügen. Die Gleichung (4) geht dann über in 
(5) a(p + ßi) + rz = ö, 

welche ausdrückt, dass der Punkt, dessen Zeiger (p, ijjj % sind, in der 
lisGeraden f liege, deren Zeiger a^ ß, y sind. 

Ebenso können wir als Liniengebilde ^^-ten Grades solche Gebilde 
definiren, für welche die Zeiger der umhüllenden geraden Linie einer 
homogenen Gleichung ^'^-ten Grades genügen. So zum Beispiel wird 
die Gleichung (5), wenn, cp^ ^, % konstant und cc, ß, y variabel sind, 
ein Liniengebilde ersten Grades darstellen, und man sieht, dass dasselbe, 



*) Man kann auf jeder Richtaxe ein eignes Maass annehmen, durch welches 
die ihr angehörigen Koordinaten gemessen werden; und die den beiden Richt- 
axen angehörigen Maasse können verschieden sein (s. meine Ausdehnungslehre 
§ 87 und 89 {Ges. Werke 1, 1, S. 151—152}). Der Einfachheit wegen nehme ich 
jedoch beide Maasse als gleich an, wie es gewöhnlich geschieht. 

**) Wenn man unter Koordinaten bald Linien, bald Zahlen (die Quotienten 
der im Texte angegebenen Messungen) versteht, so kann dies nur Verwirrung 
hervorbringen, weshalb ich mich gezwungen sah, hier einen neuen Namen (Zeiger) 
einzuführen; weshalb ich aber drei Zeiger eines Punktes annehme, dafür ist der 
Grund in meiner Ausdehnungslehre § 116 und 117 { a, a. 0. 1,1, S. 191 — 193 } zu finden. 
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wie gehörig j einen von der veränderlichen Linie nmhüllten festen, 
Punkt darstellt; nämlich den Punkt, dessen Zeiger (p^ ip, % sind. 

Um nun zu dem Beweise des obigen Satzes zu gelangen, kommt es 
zunächst daranf an^ zwei Anfgaben zu lösen, nämlich die Aufgaben: ,,aus 
den Zeigern zweier Punkte diejenigen der hindnrchgelegten geraden 
Linie" und ^^aus denen zweier gerader Linien diejenigen ihres Durch- 
schnittspunktes zn finden". Die Zeiger der beiden Punkte in der 
ersten Aufgabe seien a^ h, c und a', b', c', die gesuchten Zeiger der 
Verbindungslinie seien a, ß, y: so erhält man aus der Gleichung (5) 
die beiden Gleichungen 

/^v j aa -\-hß ~{- cy = und 

durch welche die Verhältnisse der Zeiger a^ ß^ y bestimmt sind; 
nämlich es findet sich 

(7) a:ß:y==(bt' — Vc): (ca^ — c'a):{aV ~- a'b). 

Hiermit ist zugleich die andere Aufgabe gelöset, nämlich: wenn 
a, b, C und a', b', c die Zeiger zweier gerader Linien und a^ ß, y die 
ihres Durchschnittspunkts sind, so findet man genau auf dieselbe Weise 
für a, ßy y dieselben Ausdrücke (7). Sind nun a, b, C homogene 
Funktionen m-ten Grades von drei Veränderlichen cp, t^ % ^^iid a\ b', c' 
homogene Funktionen n-ten Grades von denselben Veränderlichen, so 
sieht man, dass die Ausdrücke für a, ß, y in (7) homogene Funk- 
tionen (m -j- ^^)-ten Grades von denselben Veränderlichen sind. Daraus 
folgt, dass, wenn in einem Produkte räumlicher Grössen, in welchem 
nur die beiden ersten Multiplikationsarten vorkommen, nämlich die 
Multiplikation zweier Punkte und die zweier Linien, die Zeiger einer 
jeden veränderlichen Grösse homogene Funktionen dreier Veränder- 
lichen g), ^, X sind, das entstehende Prodnkt gleichfalls zu Zeigern 
homogene Funktionen derselben Veränderlichen hat, und dass der Grad 
dieser Funktionen die Summe aus den Graden der einzelnen Funk- 
tionen ist, welche die Zeiger der in dem Produkte vorkommenden Fak- 
toren ausmachen. Wenn namentlich nur eine Veränderliche x vorkommt, 
deren drei Zeiger 9, t/?, ^ selbst sind, so wird ein räumliches Produkt 
Ä^^ welches x a-msl als Faktor und ausserdem nur konstante Faktoren 
enthält, homogene Funktionen a-ten Grades von 9, t^, % zu Zeigern 
haben; und f ebenso wird b^ in der Formel (3) homogene Funktionen 119 
/3-ten Grades von cp^ ijj, ^ zu. Zeigern haben. Dasselbe würde auch 
gelten, wenn statt des Punktes x eine Gerade X gesetzt würde. Die 
Bedingung nnn, dass der Punkt h^ in der Geraden Ä^ liegen soll. 
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wird, wenn a, 6; C die Zeiger von fe^; sind und a\ V, t' die von Ä^, nacli 
der Gleichung (5) durch die Gleichung 

(8) aa' + BF + cc' = 

dargestellt^ und es ist klar, dass, wenn ü, h, t homogene Funk- 
tionen vom Grade a und a', V, c' homogene vom Grade ß sind, wie 
Avir gezeigt haben, dann die Gleichung (8) eine homogene Gleichung 
vom Grade (a + ß) ist, also das dadurch dargestellte Gebilde ein Ge- 
bilde vom [a -\- j3)-ten Grade. Der Grad der Gleichung könnte sich 
nur dadurch vermindern, dass .sämtliche Koefficienten Null würden; 
dann würde derselben durch beliebige Werthe von cp, ip, %^ das heisst 
durch jeden Punkt genügt und somit die Bewegung des Punktes durch die 
hinzugefügte Bedingung gar nicht beschränkt; was der in dem Satze 
gemachten Voraussetzung entgegen ist. 

Damit ist denn der obige Satz bewiesen. Auch sieht man, dass, 
wenn man statt des Punktes x eine Linie X setzt, in dem Beweise 
nichts geändert wird; und somit ist der Satz zugleich in seiner reci- 
proken Form bewiesen, in welcher wir ihn hier noch einmal aufstellen 
wollen; nämlich: 

Wenn die Lage einer heivegliclien Geraden X in der Ebene dadurch 
beschränkt ist, dass ein PunM und eine Gerade, tvelche durch Konstruk- 
tionen vermittels des Lineals aus jener Geraden X und einer Beihe 
fester Funkte und Geraden hervorgehen, msammenliegen sollen (d. h. der 
Punkt in der Geraden liegen soll), so umhüllt die Gerade X ein alge- 
braisches Liniengebilde, und sivar n-ten Grades, ivenn bei jenen Kon- 
struktionen die beivegliche Gerade n-mal angeivandt ist. 

Dass diese Sätze hier in so bestimmter Form ausgesprochen werden 
durften, ohne zu solchen, in der Mathematik viel zu häufig angewandten 
Zugaben wie „im Allgemeinen" u. s. w. seine Zuflucht zu nehmen, liegt 
in der allgemeinen Auffassung eines Gebildes n-ten Grades. Wir hätten 
jener, alle Wahrheiten ins Unbestimmte zerstreuenden Zugabe bedurft, 
wenn wir uns der gewöhnlichen Ausdrücke Kurve oder Linie n-iev 
Ordnung oder Klasse, und selbst auch, wenn wir uns des allgemeineren 
Ausdrucks geometrischer Ort n-ten Grades hätten bedienen wollen. 
Unter diesen Ausdrücken ist der der Kurve der engste, weil er nicht 
einmal die gerade Linie umfasst; weiter schon ist der der Linie n-ter 
Ordnung, doch umfasst dieser wiederum nicht einzelne Punkte; der 
120 letzte Ausdruck geometrischer Ort umfasst zwar beides, auch f wird der 
Verein zweier Linien m-ter und n-ier Ordnung (wenn sie nicht ganz 
oder theilweise zusammenfallen) als geometrischer Ort (m -f- n)-tev 
Ordnung aufgefasst werden können, aber dennoch giebt es Gebilde 
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n-ten Grades^ welche als geometrisclie Oerter von niederen Graden sind. 
Dies wird nämlich, dann der Fall sein, wenn die gleich Null gesetzte 
Funktion ^^-ten Grades^ durch welche das Gebilde n-ien Grades dar- 
gestellt ist, sich in Faktoren zerlegen lässt, welche wieder ganze rationale 
Funktionen sind, und von welchen zwei oder mehrere einander gleich sind. 
Setzt man dann diese einander gleichen Faktoren gleich Null, so wird 
dadurch offenbar der gegebenen Gleichung genügt, und von den Partial- 
gebilden, in welche das ganze Gebilde zerfällt, fallen also zwei oder 
mehrere zusammen. Will man nun aber nur den geometrischen Ort 
des veränderlichen Punktes haben, so hat man jenes Partialgebilde nur 
einmal zu setzen, wodurch sich der Grad des geometrischen Ortes 
verringert. 

§4. 
Anwendung auf Kegelsclinitte. 

Ich will nun einige specielle Fälle des allgemeinen Satzes hervor- 
heben, um ihn der Anschauung näher zu bringen und um zugleich 
bestimmter darauf hinweisen zu können, wie auf ihm eine allgemeine 
Kurventheorie aufgebaut werden kann. Doch will ich mich nur auf 
Punktgebilde beschränken, indem die Uebertragung auf Liniengebilde 
zu sehr auf der Hand liegt, als dass ich sie hier auszuführen 
nöthig hätte. 

Ich habe schon oben gezeigt, wie aus jenem Satze hervorgeht 
dass, wenn die Seiten eines Dreiecks um drei feste Punkte a, c, e sich 
drehen und zwei Ecken desselben sich in festen Geraden jB, D be- 
wegen, dann die dritte x einen Kegelschnitt konstruirt (Fig. 1). Die 
Bedingung, durch welche hier die Bewegung beschränkt ist, kann auch 
so ausgedrückt werden, dass die Gerade axBcBx durch den Punkt e 
gehen soll; die Gleichung des Kegelschnittes ist daher 

(9) axBcDxe = oder auch exBcBxa == 0. 

Man überzeugt sich leicht {davon}, dass in diesem Kegelschnitte 
folgende fünf Punkte liegen: a, e, BB, acB, ecB] denn fällt x in a, 
so wird ax Null (Definition 1), also auch das ganze Produkt Null, 
also wird der Gleichung genügt, das heisst a ist ein Punkt des Kegel- 
schnittes, und aus demselben Grunde e, ferner auch BB^ das heisst (Def.2) 
der Durchschnitt der Geraden B und D; denn es sei li^ dieser Durch- 
schnittspunkt, so fällt ahBcB wieder in h zurück, und da hh Null 
ist, so wird, wenn in (9) Tc statt x gesetzt wird, ahBcBh gleich Null, 
also auch das ganze Produkt NuU^ mithin ist h ein Punkt des Kegel- 
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Schnitts. Ferner ist aucli acB, was gleich, d gesetzt werde (Fig. 3)^ 

ein Punkt des Kegelschnitts; denn es fällt adJBcD zurück in d, also 

I2list adBcDdl!^iill^ folglich auch adBcDde, f das heisst dist ein Punkt 

des Kegelschnitts^ und endlich aus dem- 
selben Grunde auch ecJBj was gleich h 
gesetzt werde; denn es fällt wieder 
ehDcB in h, also ist elBcBh Null, 
also auch ehBcBha Null, das heisst h 
ist ein Punkt des Kegelschnitts. Da 
^ nun durch diese fünf Punkte (Fig. 3) 
leicht die fünf in der Gleichung (9) 
vorkommenden Konstanten ausgedrückt 
werden können, indem B durch fe/v, 
B durch dh, c durch (ad)(be) aus- 
gedrückt werden kann, so hat man zugleich die Gleichung eines Kegel- 
schnitts, welcher durch fünf gegebene Punkte gehen soll, nämlich 




Mg. 3. 



(10) 



ax{bh)[(ad)Q)ey]{d'k)xe = 0. 



Wir können den obigen Satz für Kegelschnitte noch erweitern, 
indem wir sagen: 

Wemi die sämtlichen Seiten eines n-JSc'ks um feste PunMe sich 
drehen und n — 1 EcTien in festen Geraden sich bewegen^ so heschreiU 
die n-te Ecke x einen Kegelschnitt. 

Denn stellt man sich die festen Punkte und Geraden gegeben vor, und 
den Punkt x in irgend einer Lage, so ergeben sich dadurch nicht nur 
die Seiten und Ecken des ivEcks der Reihe nach durch blosses Ziehen 
von geraden Linien, sondern es tritt auch, wenn x in der That eine 

Ecke desselben sein soll, die Bedingung hinzu, 
dass die letzte, durch jene Konstruktion er- 
folgende Seite des ^^-Ecks wieder durch x 
gehen muss; und da bei diesen Konstruk- 
tionen X zweimal angewandt ist, so folgt, 
das X ein Gebilde zweiten Grades, das heisst 
einen Kegelschnitt konstruirt. Es seien, um 
dies noch mehr zu veranschaulichen, t\ , a^,.,.an 
die festen Punkte, um welche sich der 
Reihe nach von der Ecke x aus, etwa nach rechts herum ge- 
rechnet, die Seiten des r^-Ecks drehen (Fig. 4, wo n = A: an- 
genommen ist), und B^j B.2J . . • -B«— i seien die festen Geraden, in 
welchen sich ebenfalls von x aus in derselben Reihenfolge ge- 
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nommen die übrigen Ecken ausser x bewegen: so wird die Gleichung 
des Kegelsclinitts 

(11) xa^B^a^B^ . . . an—iBn—ia^x = 0^ 
zum Beispiel^ wenn n = 4 ist, zu 

(12) xa^B^a^^B^a.^B^a^x = 0. 

§ 5- 
Anwendung auf die Kurven dritten Grades. 

Um die folgenden Specialsätze noch, unmittelbarer aus dem Haupt- 
satze ableiten zu können^ will ich denselben noch zuvor in einer etwas 
andern Form darstellen^ nämlich wie folgt: 

Wenn in einem gleich Null gesetzten Froduläe rmimliclier Grössen 
derselben Ebene nur eine veränderliche Grösse als Fcüäor vorliommt^ und 
zwar diese n-mal^ und ^venn alle übrigen midtiplihativen Verknüpfungen, 
welche in dem f ProdiiMe vorkommen, ausser der letzten^), zu den beideni22 
ersten Arten (Def. 1 und 2) gehören , die letzte aber zu der dritten 
Art (Def, 3) gehört, so beschreibt die veränderliche Grösse (wenn sie 
nicht etiva in jeder Lage das Prodttht zu Nidl machen sollte^^), ein 
bestimmtes Gebilde n-ten Grades. 



*) Es muss nämlich nach der Art, wie wir das Produkt schreiben, stets eine 
bestimmte multiplikative Verknüpfung als die letzte, das ganze Produkt bildende 
erscheinen. 

**•) Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn ein Punkt x mit den drei Ecken a^ &, c 
eines Dreiecks verbunden wird 
und die Punkte, worin diese 
drei Verbindungslinien die 
gegenüberliegenden Seiten Ä^ 
B^ C schneiden, paarweise 
verbunden werden, und wenn 
dann die Bedingung hinzu- 
gefügt wird, dass die drei 
Punkte, in welchen diese drei 
letzten Verbindungslinien die 

jedesmalige dritte Seite 
schneiden, in gerader Linie 
liegen sollen; denn dieser Bedingung wird bekanntlich für jeden Punkt x genügt 
(Fig. 5). Die Gleichung würde dann 

[xaA{xhB)C][x'bB{xcC)A][xeC{xaA)B]==0 
sein, welche den Punkt x somit ganz unbestimmt lässt, obgleich sie beim ersten 
Anblick ein bestimmtes Grebilde sechsten Grades zu liefern scheint. Bei einer aus- 
geführten Kurventheorie würden solche Fälle eine besondere Beachtung verdienen. 
Um jedoch durch solche Fälle nicht beschränkt zu werden, wollen wir dann das 
Gebilde ein unbestimmtes Gebilde n-ten Grades nennen. 




■JFig. 5. 
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Ich gehe nun zu den Gebilden vom dritten Grade über. Wenn 
ein Punkt x der Gleichung 



(13) 



axBcDxD^c^B^xa^ = 




Mg. 6. 



unterliegt, so beschreibt er nach dem angeführten Satze ein Gebilde 
dritten Grades, das heisst (Fig. 6): 

Wenn die Winhel an der Spitze zweier DreiecTie stetig an einem 
PunUe X { mit einem Schenhel zusammen ] liegen und die Gnmdseiten ivie 

auch die äussersten Schenhel %mi 
feste Tunkte c, c^, a^ a-^ sich 
drehen^ die JEndpunläe der Grund- 
seiten aber in festen Geraden 
By Dy B^j I)^ sich hewegen, so 
heschreiht die gemeinschaftliche 
Spitze X ein Gebilde vom dritten 
Grade. 

Man kann, wie leicht zu 
sehen, den Satz zu folgendem 
Satze verallgemeinern: 
Wenn zivei veränderliche Vieleche eine Ecke x %md eine an dieser 
Ecke liegende Seite"^) gemeinschaftlich behalten, während die übrigen Ecken 
in festen Geraden und die übrigen Seiten um feste Tunkte sich bewegen, 
so beschreibt die gemeinschaftliche Ecke ein Punktgebilde dritten Grades 
und die gemeinschaftliche Seite ein Liniengebilde dritten Grades. 

Der Anblick von Figur 7 genügt, um diesen Satz auf den all- 
gemeinen zurückführen zu können. Es ist hier für die Theorie der 

Kurven dritten Grades von der grössten 
Wichtigkeit, zu zeigen, dass schon durch 
die in der f Formel (13) gegebene Glei- 
chung und durch die darauf gegründete 
Konstruktion vermittels der gemein- 
schaftlichen Spitze zweier stetig zu- 
sammenliegender Dreiecke jedes Punkt- 
gebilde dritten Grades erzeugt werden 
kann; auch dann noch, wenn man in 
(13) B und B^ zusammenfallen lässt; was ich nun beweisen will. Die 
in Fig. 6 dargestellte Konstruktion geht dann über in die von Fig. 8. 
Noch ist, ehe wir zur Diskussion übergehen, zu bemerken, dass 



123 




Mg. 7. 



*) Wir sagen, dass zwei Figuren eine Seite gemeinscliaftlicli haben, wenn 
eine Seite der einen mit einer Seite der andern in derselben geraden Linie liegt. 
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Fig. 8. 



man die Formel (13) umkehren kann^ ohne ihre Bedeutung zu ändern, 
wie man sogleich aus der Figur (Fig. 6 oder 8) ersieht-, sie ist also 

(13) axBcDxD^c^B-^xa-^ === oder 

(13*) a^xB^c^B^xBcBxa = 0, 

wo man dann auch B statt jB^ setzen kann, da wir annehmen (Fig. 8), 
dass beide zusammenfallen. Es 
lassen sich nun leicht neun Punkte 
der erzeugten Kurve finden. 

Erstens sind a und % Punkte 
der Kurve, weil, wenn x gleich a 
oder a^ wird, nach Formel (13) ^ 
oder (13*) schon die erste Multi- 
plikation Null giebt. Zweitens sind 
BB und B^B^ Punkte der Kurve, 
die wir mit h und \ bezeichnen* 
denn setzt man in (13) statt x 
den Punkt \ so giebt, wie man sogleich durch die ausgeführte Kon- 
struktion sieht, ahB wieder den Punkt Ä: und IccB giebt gleichfalls 
den Punkt ifc; also ist ahBcBh Null, folglich wird auch der ganze links- 
stehende Ausdruck in 
(13) zu Null, wenn 
man h statt x setzt, das 
heisst, h genügt, statt 
X gesetzt, jener Glei- 
chung (13) oder ist 

ein Punkt der Kurve. 

Ebenso ergiebt sich 

aus (13*) \ als Punkt 

der Kurve. 

Drittens sind acD 

und (^iC^B^ Punkte 

der Kurve, die wir 

mit d und d^ bezeich- 
nen. Denn setzt man 

in(13)istatt^(Fig.9), ^'^- ^• 

so fällt adBcB wieder in d zurück, also ist adBcBd schon Null, 

und d wird somit ein Punkt der Kurve sein-, ebenso d^ vermöge (13*). 
Viertens sind nun in B und D^ noch leicht die dritten Punkte 

zu finden, in welchen sie die Kurve schneiden {und} die wir e und e^ 

nennen w^oUen. Es sei x ein Punkt {der Kurve} in D, aber weder h 
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noch d, so wird^ da axJBcD stets ein Punkt in D ist und zugleich. 
^ in D liegtj axBcDx wieder die Linie D darstellen, und die Glei- 
chung (13) sagt dann aus, dass der Ausdruck DB^c^JB^xa-^ Null sein^ 
d. h. DD^c^B^ mit x und a^ in gerader Linie liegen muss, also wird 
X in der Linie BB^c^B^a^, aber nach der Voraussetzung auch in B 
liegen: es ist also x, was wir in diesem Falle durch e bezeichneten, 
gleich BB^c^B^a-^Bj und aus demselben Grunde wird B-^BcBaB^ 
ein Punkt e^ der Kurve sein. 

Endlich lässt sich zu den beiden Punkten fc und \ der dritte 
124Punkt { der Kurve } in B oder B^, vorausgesetzt, dass diese f beiden Linien 
zusammenfallen, leicht finden. Nämlich, liegt x in B, ohne in /i; oder 
\ zu fallen, so fällt axB wieder in x zurück, ;x:cD^ ist die Gerade ex. 
Es bleibt zu fordern: cxB^c^Bxa^ = oder, umgekehrt geschrieben: 
a^xBc^B^xc = 0. Nun fällt a^xB in x zurück; ferner ist xc^B-^x die 
Gerade xc^, also bleibt: xc^c = Oy was, da x in J5 liegt, nur möglich 
ist, wenn x in cc^B fällt*)-, wir bezeichnen diesen Punkt cc^B mit f^ 
Es liesse sich nun schon leicht zeigen, dass man in jeder Kurve 
dritten Grades neun solche Punkte annehmen kann, wie sie sich durch 

obige Konstruktionen ergeben haben; 
doch der grössern Einfachheit wegen 
will ich noch annehmen, dass die Punkte 
Ä; und e, und ebenso \ und e-^ (Fig- 9), 
zusammenfallen, wodurch also die Linien 
B und B^ Tangenten werden, welche 
die Kurve in e und e^ berühren. Fällt 
nun zuerst e in Ic, so sieht man aus 
Pig. 10. Fig. 9 sogleich, dass auch gleichzeitig 

e^ in B fällt, und ebenso wird e in B^ 
fallen, wenn e^ in fc^ fällt. Fig. 9 geht somit in Fig. 10 über. Hier- 
aus folgt nun sogleich, dass jede Kurve dritter Ordnung durch eine 
Gleichung von der Form (13) dargestellt werden kann. 

Denn es sei eine Kurve dritter Ordnung oder überhaupt ein Punkt- 
gebilde dritten Grades gegeben. Man ziehe an zwei Punkten e und e^ 
der Kurve die Tangenten B und D-^, welche die Kurve noch jede in 
einem Punkte schneiden müssen; diese Punkte seien d und d^] sodann 
verbinde man die Berührungspunkte e und e^ durch eine Gerade J5, 
welche die Kurve noch in einem Punkte schneiden muss; dieser sei /'. 
Dann ziehe man von / eine willkürliche gerade Linie, welche die 

*) Vorausgesetzt nämlich, dass a nicht in B (oder jB^) liegt; in diesem Falle 
wäre X unbestimmt, die Linie B wäre dann selbst ein Theil des Gebildes dritten 
Grades. 
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Tangenten D nnd D^ in den Punkten e und c^ sckneide, ziehe dann 
die Geraden c^d^ und cd, deren jede die Kurve im Allgemeinen noch 
in zwei Punkten schneiden wird; einen der Punkte^ worin c^d-^ 
sie schneidet j nenne man a-^^ einen der Punkte^ worin cd sie 
schneidet^ nenne man a. So hat man nun neun Punkte (in e und e^ 
fallen jedesmal zwei zusammen)^ durch welche die Kurve dritten Grades 
im Allgemeinen bestimmt ist. Die Kurve dritten Grades kann be- 
kanntlich durch neun Punkte, von denen sechs auf zwei geraden Linien 
liegen^ nur dann nicht bestimmt sein, wenn die übrigen drei Punkte^ hier 
a^ %, fj in gerader Linie liegen. Nun kann man aber von jenen vier neuen 
Punkten, in welchen die beiden zuletzt gezogenen geraden Linien die 
Kurve schneiden, da sie doch nicht alle vier in gerader Linie liegen können, 
stets wenigstens zwei, a und %, so auswählen, dass sie mit /' nicht in 
gerader Linie liegen; dann hat man also stets neun Punkte, durch f welche 125 
die Kurve vollkommen bestimmt ist. Da nun das Gebilde dritten Grades 
(13) axBcBxB^G^Bxa^ == 

jene neun Punkte mit der gegebenen Kurve gemeinschaftlich hat, so 
fallen beide zusammen. Also kann jede Kurve dritter Ordnung durch 
eine Gleichung von der Form (13) dargestellt oder durch die gemein- 
schaftliche Ecke zweier Dreiecke erzeugt werden, welche ausserdem 
noch eine an dieser Ecke lie- 
gende Seite (als unendliche Linie 
gedacht) gemeinschaftlich haben 
und deren andere Ecken in 
festen Geraden und deren andere 
Seiten um feste Punkte sich 
bewegen. Geht man also von 
dieser allgemeinen Eigenschaft 
der Punktgebilde dritten Grades 
aus, welche auch als Definition 
der Gebilde dritten Grades ge- 
braucht werden kann, so sieht man, wie diese Gebilde sich einer rein geo- 
metrischen Behandlung fügen; ja man sieht, wie sich leicht mechanische 
Vorrichtungen ersinnen lassen, durch welche ein Punkt gezwungen wird, 
irgend ein beliebiges Punktgebilde dritten Grades zu beschreiben. 

Um zunächst noch bei den Gebilden dritten Graden stehen zu 
bleiben, will ich einige andere Erzeugungsarten derselben aus dem 
Hauptsatze ableiten. Da die Gleichung 
(14) {xaÄ){xlB){xcC) = Q 

ein Gebilde dritten Grades liefert, so folgt (Fig. 11): 

GrrassmaiiTi, Werke. 11. 5 
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Wenn drei von einem hewegliehen Fimlüe x ausgehende Strahlen 
sieh um drei feste Punlde a, h^ e drehen und die TunMe, in ivelehen 
diese Strahlen von einer heivegliehen geraden Linie (X) getroffen werden, 
in drei Geraden A, B, C sieh hewegen, so heschreiht der PunM x ein 
PunMgehilde dritten Grades und die gerade Linie X ein Liniengebilde 
dritten Grades. 

Das letztere folgt aus der Gleichung 

(14*) {XÄa){XBb){XGe) = 0. 

Es ergeben sieb, leicbt folgende neun Punkte als Punkte jenes 
Punktgebildes dritten Grades: a, h, c; AB, BC, GA-.^ ahG, hcA, eaB, 
woYon man sich leicht durch Konstruktion überzeugt. Fügt man in 
(14) oder (14*) den beiden ersten in Klammer 
geschlossenen Faktoren noch paarweise beliebige 
Punkte und Gerade abwechselnd als Faktoren 
hinzu^so dassz.B. aus ^aJ. wird xaAa^A-^^...amAm, 
so gelangt man zu folgendem allgemeineren Satze: 
Zieht man von irgend einer Ecke x eines ver- 
änderlichen n-JEcks eine Linie nach irgend einer 
Seite X desselben, und nimmt an, dass alle übrigen 
Ecken in festen Geraden und alle übrigen Seiten 
desselben um feste Punkte sich bewegen, während 
zugleich die von der Ecke x nach der Seite X 
Yii^gezogene f Gerade um einen festen Punkt sich dreht und der Punkt, worin 
sie die Seite X trifft, in einer festen Geraden sich bewegt, so beschreibt 
der Punkt x ein Punkt-, die Linie X ein Liniengebilde dritten Grades. 
Ferner^ da die Gleichung 

(15) {xaAa^{xbBb^xc == 

ein Gebilde dritten Grades liefert^ so folgt (Fig. 12): 

Wenn die vier Seiten %ind eine Diagonale eines Vierecks sich um 
feste Punkte drehen und die beiden Ecken, ivelche nicht von der Diagonale 
getroffen werden, in festen Geraden sich bewegen, so beschreiben die von 
der Diagonale getroffenen Ecken jede ein Punktgebilde dritten Grades. 

Fügt man in (15) den beiden ersten Faktoren noch paarweise be- 
liebige Gerade und Punkte abwechselnd als Faktoren hinzu ^ sodass 
z. B. aus xaAw-^ wird xaAa^A^a^ . . . Am—iam^ so gelangt man zu dem 
allgemeineren Satze: 

Wenn die n Seiten und eine Diagonale eines veränderlichen n-Ecks 
sich um feste Punkte drehen und die von der Diagonale nicht getroffenen 
Ecken in festen Geraden sich bewegen, so beschreibt jede von den 




rig. 12. 
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heiden Ecken, die von der Diagonale getroffen ^verden, ein Punlägeiilde 
dritten Grades. 

Da endlicli die Gleichung 

(16) xaA'bCd(xa)\C^d^x = 

ein Gebilde dritten Grades liefert^ so folgt (Fig. 13): 

Wenn die Grundseiten ^^veier veränderlichen Dreieclce fortdauernd 

in gerader Linie stetig aneinander liegen, d. h. so liegen, dass, ivo die 

eine aufhört^ die andere anfängt, 

und wenn mgleich die Seiten um 

feste Punkte a, h, d, h^^ d^ sich 

drehen, die Spitzen aber %md der 

nicht gemeinschaftliche Endpunkt 

einer Grundseite in festen Geraden 

C, C^j A sich bewegen, so be- 
schreibt der nicht gemeinschctftliche 

Endpunkt der andern Grundseite ein Punktgebilde dritten Grades, ivelches 

in demjenigen festen Punkte a, um ^v eichen sich die gemeinschaftliche 

Grundlinie dreht, einen Doppelpunkt hat. 

Letzteres folgt leicht^ wenn man durch, a eine beliebige Gerade D 

zieht nnd in ihr einen Punkt a^ setzt, den man in (16) statt des 

zweiten Paktors a einführt, wodurch dann (16) übergeht in 

(16*) xaAbGd{xa^b^C^d^x =^0. 

Denn nimmt man nun an, dass der Punkt a^ sich dem Punkte a 
nähert, während er immer in der Geraden D bleibt, so nähert sich 
das durch (16*) dargestellte Gebilde f dem durch (16) dargestellten 
während a und a^ stets Durchschnittspunkte dieses Gebildes mit der 
Geraden D bleiben. In dem f Augenblicke, wo a-^ in a fällt, fallen 127 
somit zwei der Durchschnittspunkte der Geraden D und der Kurve (16) 
in a zusammen, und zwar geschieht dies, welche Richtung auch D 
haben mag, was die Idee des Doppelpunktes ist. Es leuchtet ein, dass 
man diesen Satz durch Hinzufügen von Faktoren zu (16) verallgemeinern 
kann, wodurch dann die Dreiecke in Vielecke übergehen. 

§6. 
Anwendung auf Kurven n-ten Grades. 

Für die Gebilde höherer Grade will ich nur noch ein Paar Sätze 
hinzufügen, indem ich durch die Behandlung der Gebilde dritten 
Grades schon glaube den Weg der Behandlung bezeichnet zu haben, 

5* 
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welcher die Gebilde höherer Grade zu unterwerfen sein möchten. Da 
die Gleichung 

(17) axBcDxB^c^B^xB^c^B^ . . . ex = 0, 

wenn x darin (n + l)-mal vorkommt^ ein Punktgebilde (^n -f- l)-ten 
Grades darstellt^ so folgt der Satz (vergl. Fig. 6 {S. 62}): 

Wenn n veränderliche Breieche fortdauernd eine gemeinschaftliche 
Spitze X haben, und ihre Winlcel an der Spitze stetig aneinanderliegend 
ivährend die übrigen Eclcen in geraden Linien fortschreiten^ die Grund- 
seiten aber und diejenigen 0wei Schenkel der Winkel an der Spit^e^ 
welche nicht zweien dieser Winkel gemeinschaftlich sind, um feste Punkte 
sich drehen, so beschreibt die Spitze x ein Punktgebilde {n + lyten 
Grades. 

Man kann den Satz noch allgemeiner fassen^ indem man statt der 
n Dreiecke n Vielecke setzt, welche eine gemeinschaftliche Ecke haben 
und deren an dieser Ecke befindliche Polygonwinkel stetig aneinander- 
liegend während alle übrigen Ecken in geraden Linien fortschreiten 
und alle Seiten ausser denen, welche in den gemeinschaftlichen Schenkeln 
der stetigen Winkel liegen, um feste Punkte sich drehen-, denn auch 
dann wird jene gemeinschaftliche Ecke ein Punktgebilde (n + l)-ten 
Grades beschreiben. Da ferner die Gleichung 

(18) xaAbGd{xa)b^G^d^{xa)b<r^C^d.2 . . . ex == 0, 

wenn x darin (n -j- l)-mal vorkommt, ein Punktgebilde (n + l)-ten 
Grades liefert und der Punkt a darin n-mnl als Punkt dieses Gebildes 
erscheint, so ergiebt sich (yergi. Fig. 13) der Satz: 

Wenn die Grundseiten von n veränderlichen Breiecken fortdauernd 
in gerader Linie, {die durch einen festen Punkt a geht,] stetig anein- 
anderliegen, während die sämtlichen Seiten um feste Punkte sich drehen, 
die Spitzen aber und eine von denjenigen zwei in der Grundlinie liegenden 
Ecken, ivelche nicht zivei Breiecken gemeinschaftlich sind, in festen geraden 
Linien sich bewegen, so beschreibt die andere dieser Ecken ein Punkt- 
gebilde (n -f- lyten Grades, welches in dem festen Punkte a, um welchen 
sich die Grundlinie dreht, einen n-fachen Punkt hat, 
128 Dass der Punkt a ein ^^-facher ist, folgt leicht. Dann zieht man 
durch a eine beliebige gerade Linie E und setzt in ihr ausser a noch 
{n — 1) feste Punkte % . . . cin—iy welche man nach der Reihe in (18) 
statt der n Faktoren a setzt, sodass man also erhält 

(18*) xaAbGd{xa^b-^^C-^d^{xa^b^Cc^d^ . . . ex == 0, 

so werden die n Punkte a, %, . , . a^—i Punkte des durch die Glei- 
chung (18*) dargestellten Gebildes (n -f- l)-ten Grades, und da sie zu- 
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gleich in der Geraden E liegen^ so bilden sie 7^ Durchsclmittspunkte 
dieser Geraden und jenes Gebildes. Rücken nun in (18*) die Punkte 
a...an—iy obne die Gerade E zu verlassen^ in einen Punkt a zu- 
sammen^ so gebt (18*) in (18) über^ und in der Geraden E fallen 
n Durchschnittspunkte derselben mit der Kurve in einen Punkt a zu- 
sammen, und zwar geschieht dies, wie auch die Gerade E angenommen 
werden mag, das heisst, der Punkt a ist ein ^-f acher Punkt. 

Die Gleichung (18) ist zugleich dadurch interessant, dass sie un- 
mittelbar die projektivische Erzeugung der Punktgebilde ^-ten Grades, 
welche einen (n — l)-fachen Punkt haben, vor Augen stellt. Denn 
denkt man sich den Punkt x in verschiedenen Lagen, so erscheinen 
überall um die festen Punkte Strahlenbüschel und in den festen Ge- 
raden Punkte, und setzt man diejenigen Strahlen dieser Büschel und 
diejenigen Punkte dieser Geraden, welche aus derselben Lage des 
Punktes x hervorgehen, als entsprechende, so erscheint jeder Punkt x 
der Kurve als Durchschnitt zweier entsprechender Strahlen (z. B. 
Fig. 13), und die ganze Kurve erscheint also als Durchschnitt zweier 
Strahlenbüschel, und es erhellt unmittelbar aus der Figur, wie man zu 
jedem Strahle (a^'), welcher dem um den (n — l)-fachen Punkte (a) 
liegenden Strahlenbüschel angehört, den entsprechenden Punkt (x) der 
Kurve durch das Ziehen von wenigen \ß{n — 1)] geraden Linien findet. 
Hingegen tritt in dem allgemeinen Falle nicht mehr die pro- 
jektivische Erzeugung hervor, indem im Allgemeinen in x mehr als 
zwei Strahlen 2iusammenlaufen. Jedoch giebt es ausser den Kurven 
n-ten Grades mit (n — l)-fachem Punkte noch andere, welche sich 
durch blosse Konstruktionen vermittelst des Lineals oder, was dasselbe 
ist, durch projektivische Erzeugung darstellen lassen. Um dies voll- 
ständiger darzulegen, will ich hier den allgemeinen Satz für die pro- 
jektivische Erzeugung der Kurven ableiten. Jede Konstruktion eines 
Punktgebildes*) vermittelst des Lineals allein kann nur, wie man leicht 
sieht, auf die Weise erfolgen, dass man entweder in einer Geraden 129 
einen beweglichen Punkt oder um einen Punkt eine bewegliche Gerade 
annimmt, und aus jenem beweglichen Punkt oder dieser beweglichen 
Geraden und aus festen Punkten und Geraden durch lineale Kon- 
struktionen den Punkt herleitet, welcher die Kurve erzeugt. In dem 
obigen Falle zum Beispiel der projektivischen Erzeugung von Punkt- 
gebilden n-ten Grades mit (n — l)-fachem Punkte war es die um den 



*) Ich werde mich hier nur auf Punktgebilde beschränken, indem die Sätze 
für Liniengebilde aus den entsprechenden für Punktgebilde unmittelbar abgelesen 
werden können. 
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{n — l)-faclien Punkt a sich, drehende Gerade ax^ welche der pro- 
jektivischen Erzeugung der Kurve zu Grunde lag. Lege ich nun über- 
haupt zunächst eine um einen festen Punkt a sich drehende Gerade 
(P) der Erzeugung zu Grunde und nehme diesen Punkt als Durch- 
schnitt der Koordinatenaxen an^ so wird^ wenn tp' und if^' die durch 
irgend ein Maass gemessenen Koordinaten eines Punktes jener Geraden P 
sind^ die Gleichung dieser Geraden Yon der Form acp' -\- ßip' = sein^ 
und es sind somit nacli der an Formel (4) sich anschliessenden Er- 
klärung a, ß die Zeiger der Geraden^ indem der dritte Zeiger Null 
ist. Diese Zeiger a^ ß sind aber, wenn die Gerade P beweglich ist^ 
als Veränderliche zu setzen; wir wollen ß:a mit v bezeichnen. Nun 
haben wir gezeigt^ dass jeder Punkt x, welcher durch lineale Kon- 
struktionen aus der beweglichen Geraden P und aus festen Punkten 
und Geraden hervorgeht^ wenn bei diesen Konstruktionen P ^-mal an- 
gewandt ist^ zu Zeigern homogene Funktionen ^^-ten Grades von den 
Zeigern der Geraden P hat^ also hier von a und ß^ oder, indem man 
mit a^ dividirt, Funktionen von v^ welche im Allgemeinen vom ^^-ten 
Grade sind und nur dann von einem anderen und zwar niederem 
Grade sind, wenn a in allen Gliedern jener Funktionen enthalten ist. 
Ebenso verhält es sich, wenn wir einen Punkt zu Grunde legen, 
welcher sich in einer der Koordinatenaxen bewegt, indem auch für ihn 
der dritte Zeiger Null ist; nennen wir dann a und ß die Zeiger des- 
selben und setzen ß:a==Vy so gelangen wir auf dieselbe Weise imd 
aus denselben Gründen zu demselben Resultate wie vorher. Nun hat 
Mob ins in seinem barycentrischen Calcul (§ 136 und § 137) dargethan, 
dass, wenn die drei Zeiger eines veränderlichen Punktes sich als ganze 
rationale Funktionen ^^-ten Grades einer Hülfsgrösse v darstellen lassen, 
dann der Punkt eine algebraische Kurve beschreibt, deren Ordnungs- 
zahl im Allgemeinen n ist und nie diese Zahl n übersteigt, dass aber 
(§ 138) diese Kurven nicht die allgemeinen Kurven ^-ter Ordnung 
130 sind, sondern vielmehr (§ 70) schon durch 5n — 1 f Punkte bestimmt 
sind, also von der dritten Ordnung an (s. o. {S. 50}) von einer ge- 
ringeren Anzahl von Punkten als die allgemeinen Kurven derselben 
Ordnung. Nehmen wir diese Resultate hier auf, so gelangen wir zu 
dem Satze: 

Wenn ein PunM {p) sich in einer festen Geraden he^vegt oder eine 
Gerade P sich iim einen festen Funkt dreht, und man durch lineale 
Konstruldionen aus diesem Punhte oder dieser Geraden und einer Beihe 
fester PunMe und Geraden einen (gleichfalls betveglichen) PimM x lion- 
striiirt, so 'beschreibt der PunM x ein algebraisches Punlügebilde, welches, 
ivenn p oder P bei jenen Konstruktionen n-mal angewandt ist, im Äll- 
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gemeinen vom n4en %md nie von einem höheren Grade ist; %md zwar sind 
die so Iwnstriiiriaren Gebilde n-ten Grades, vom dritten Grade an, be- 
sondere Gattungen der Gebilde n-ten Grades, indem sie im Allgemeinen 
durch (3n — 1) Punlde bestimmt sind. 

Setzt man die aus demselben Punkte p konstruirten Strahlen und 
Punkte bis zu x hin als entsprechende, so erhält man Strahlenbüschel 
und mit Punkten besetzte Gerade, welche sich einander entsprechen 
und von denen immer zwei nach einander entstehende so liegen, dass 
die Punkte in den entsprechenden Strahlen liegen, und welche also als 
perspektivische Gebilde aufgefasst werden können. Das Gebilde ^^-ten 
Grades wird dann schliesslich durch das gegenseitige Durchschneiden 
der entsprechenden Strahlen zweier Strahlenbüschel erzeugt (vergl. 
z. B. Fig. 13{S. 67 }). Somit drückt zugleich dieser Satz die allgemeine 
projektivische Erzeugbarkeit der Kurven aus. 

Ich will hier noch zum Schlüsse zwei Bemerkungen hinzufügen, 
nämlich erstens, dass es ausser der hier angeregten geometrischen Be- 
handlungsweise der Kurven, bei welcher nur auf das Ziehen von ge- 
raden Linien zurückgegangen ist, noch eine andere giebt, welche zu- 
gleich auf den Kreis zurückgeht. Schon bei den Kegelschnitten tritt 
diese verschiedene Behandlungsweise hervor, indem die Eigenschaft des 
mystischen Sechseckes oder, was dasselbe ist, die Konstruktion eines 
Kegelschnittes durch eine Ecke eines Dreiecks, dessen beide anderen 
Ecken in festen Geraden und dessen Seiten um feste Punkte sich be- 
wegen, die rein lineale Behandlung der Kegelschnitte bedingt, während 
die Erzeugung eines Kegelschnittes als Durchschnittes einer Ebene und 
eines Kegels auf den Kreis zurückführt. Diese zweite Behandlungs- 
weise der Kurven will ich jedoch bis zum Erscheinen des zweiten 
Theiles meiner Ausdehnungslehre verschieben, indem in dem ersten 
Theile, welcher die lineale f Ausdehnungslehre enthält, die Principienl3l 
nur für die lineale Behandlungsweise der Kurven sich vorfinden. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf eine neue Stufe der Ver- 
allgemeinerung, indem man nämlich statt der festen Punkte und Ge- 
raden Gebilde höherer Grade setzt und zwar statt der festen Punkte 
Liniengebilde und statt der festen Geraden Punktgebilde und dann 
statt des Durchschnitts einer durch Konstruktion gewonnenen (beweg- 
lichen) Geraden mit einer gegebenen festen Geraden die Durchschnitts- 
punkte der ersteren mit dem statt der letzteren eingeführten Punkt- 
gebilde setzt und statt der Verbindungslinie zwischen einem durch 
Konstruktion gewonnenen (beweglichen) Punkte und einem gegebenen 
festen Punkte die Tangenten setzt, welche von dem ersteren an das 
statt des letzteren eingeführte Liniengebilde gezogen werden können. 
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Führt man statt einer solchen festen Geraden ^ welche nur einmal bei 
der Konstruktion angewandt wird, (oder statt eines solchen festen 
Punktes) ein Punktgebilde (oder ein Linien gebilde) m-ien Grades ein^ 
so lässt sich leicht beweisen^ dass dadurch der Grad des nach dem 
Hauptsatze erzeugten Gebildes ver-m-facht wird^ d. h. wenn der Grad 
des erzeugten Gebildes ursprünglich n betrug^ so beträgt derselbe, 
nachdem statt einer festen Geraden^ welche einmal bei der Konstruktion 
angewandt wurde, (oder statt eines solchen festen Punktes) ein Punkt- 
gebilde (oder ein Liniengebilde) m-ten Grades eingeführt wird, nach 
dieser Einführung n . m. 

Doch will ich den Gang des Beweises nur andeuten. Es lässt 
sich jede den Hauptsatz auf besondere Weise darstellende Gleichung, 
wenn die feste Gerade Ä darin einmal vorkommt, stets sehr leicht auf 
die Form bringen, 

welche ausdrückt, dass der Punkt px in der Geraden Ä liegt, und 
welche, wenn p^ vom ^'^.-ten Grade ist, ein Punktgebilde n-ien Grades 
darstellt. Wird nun statt Ä ein Punktgebilde m-ten Grades gesetzt, 
so heisst das, es soll der Punkt p^ in diesem Punktgebilde liegen. Es 
sei nun dies Punktgebilde m-ten Grades, welches statt Ä gesetzt werden 
soll, ausgedrückt durch eine geometrische Gleichung von der Form, 
wie sie dem Hauptsatze genügt, in welcher also der dies Gebilde kon- 
struirende Punkt y m-mal als Faktor vorkommt* setzt man dann statt 
y den Punkt j)«;, so ist dadurch der Bedingung genügt, dass 2^x in 
diesem Gebilde m-ien Grades liegen soll. Da dann 2^x ^^-mal als 
i^aktor erscheint, p^ selbst aber x n-msl als Faktor enthält, so wird 
in der resultirenden Gleichung x im Ganzen (n . m)-mal als Faktor er- 
I32scheinen, f also der Punkt x ein Punktgebilde (n . m)-ten Grades be- 
schreiben. Es liegt am Tage, wie man auf diese Weise statt beliebig 
vieler fester Geraden nach und nach solche Punktgebilde und statt 
der festen Punkte nach und nach solche Liniengebilde einführen und 
dadurch den Satz in seiner allgemeinsten Form darstellen kann. Da 
jedoch die zuletzt hervorgehende Gleichung immer in einer Form er- 
scheint, welche dem zuerst aufgestellten Hauptsatze genügt, so bleibt 
dieser der eigentliche Mittelpunkt der neuen Theorie. 

Stettin, den 15. April 1845. 
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III. 



lieber die Erzeugung der Kurven dritter Ordnungi" 
durch gerade Linien und über geometrisclie 
Definitionen dieser Kurven. 



Von 

Prof. Dr. H. Grassmami^ 

Oberlehrer an der Friedricli-Wilhelm-Schule zu Stettiu, 



Grelles Journal Bd. 36, Heft II, S. 177—184 (1848). 



In einem Aufsatze über Kurven dritter Ordnung, im 34. Bande 
des Crelle'sclien Journals, behauptet Herr Professor Plücker, es gebe 
noch keine allgemeine geometrisclie Definition einer Kurve dritter Ord- 
nung, und scbliesst daraus, dass eine rein geometrisclie Behandlung 
dieser Kurven, und also um so mehr der höheren Kurven, gegenwärtig 
noch unmöglich sei. Nun habe ich im 31. Bande desselben Journals 
die Grundzüge einer rein geometrischen Behandlung der höheren 
Kurven zu geben versucht und habe dort, namentlich für die Kurven 
dritter Ordnung, eine geometrische Definition aufgestellt, deren Allge- 
meinheit ich dort nachgewiesen habe (S. 123 — 125 {hier S.63 — 65}); ich 
könnte daher den Gegenstand als abgemacht ansehen und mich damit be- 
ruhigen, dass Herrn Plücker jener Band des Journals nicht zu Gesichte 
gekommen sei, wenn ich. nicht befürchten müsste, dass durch die so 
entschieden ausgesprochene Behauptung mancher Leser irre geführt 
werden möchte. Ich werde daher den Gegenstand hier noch einmal, 
und zwar von einem umfassenderen Gesichtspunkte aus, aufnehmen. 

Die einfachsten geometrischen Definitionen der Kurven dritter 
Ordnung, deren jede diese Kurven in ihrer ganzen Allgemeinheit dar- 
stellt, würden folgende drei sein, zwischen denen man, um eine 
methodische Behandlung darauf zu gründen, wählen kann: 
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No, 1, Der geometrische Ort der gemeinschaftlichen Spitze ziveier 
Dreiecke, deren Winkel an der Spitze einen gemeinschaftlichen Schenkel 
haben, %vährend von den beiden nicht gemeinschaftlichen Schenkeln der- 
selben jeder durch einen gegebenen Tunkt geht und von den vier End- 
punkten der Grundseiten jeder in einer gegebenen geraden Linie liegt^ ist 
eine Kurve dritter Ordnung. 

No. 2. Wenn die Seiten eines veränderlichen Vierecks und eine 
Diagonale desselben um feste Funkte sich drehen und die von der Diago- 
nale nicht getroffenen Ecken in festen Geraden liegen, so ist der geo- 
11 s metrische f Ort jeder von der Diagoncde getroffenen Ecke des Vierecks 
eine Kurve dritter Ordnung. 

No. 3. Der geometrische Ort eines Funktes, dessen Verbindungslinien 
mit drei gegebenen Funkten drei gegebene Gerade so schneiden, dass die 
drei Durchschnittspunkte in gerader Linie liegen, ist eine Kurve dritter 
Ordnung. *) 

Von diesen drei Definitionen habe ich die erste in dem oben an- 
geführten Aufsatze als eine alle Kurven dritter Ordnung umfassende 

nachgewiesen^ und 
^ ich habe dem Be- 

weise nichts wei- 
ter hinzuzufügen. 
Dass der geome- 
trische Ort^ wel- 
cher in der zwei- 
ten und dritten 
Definition genannt 
ist^ gleichfalls eine 
^ Kurve dritter Ord- 
nung sei^ ist dort 
ebenfalls bewie- 
sen. Es bleibt nur 
übrige zu zeigen^ 
dass auch jede die- 
ser beiden letzten 
Definitionen alle 
Kurven dritter Ordnung umfasst. Für die zweite Definition will ich 
hier den Nachweis vollständig liefern^ während ich für die dritte nur 
den Gang des Beweises angeben werde. 

Es sei xu%ju^ (Fig. 14) das veränderliche Viereck^ dessen Seiten 

*) Ich verstehe hier unter Kurve dritter Ordnung (algebraisch gefasst) die 
Gesamtheit der Punkte, deren Koordinaten einer algebraischen Grleichung ge- 




Fig. 14. 
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XU, uy, yu^, ii^x und dessen Diagonale xy sich beziehlicli um die 
festen Punkte a, h^ h^^ % und d drehen und dessen Ecken u und it^ 
sich beziehlich in den festen Geraden C und C^ bewegen. Der Kürze 
wegen bezeichne ich^ wie im ersten Aufsätze^ die Verbindungslinie 
zweier verschiedener Punkte a und h durch ah und den Durchschnitt 
zweier verschiedener Geraden Ä und B durch AB] wenn mehrere 
solche Ausdrücke ohne Klammern neben einander geschrieben sind^ 
so soll die Konstruktion in der 
Ordnung fortschreiten^ wie diese 
Ausdrücke von links nach rechts 
hin folgen. Dann lässt sich nach- 
weisen^ dass die von dem Punkte 
X konstruirte Kurve dritter Ord- 
nung die neun Punkte 

a, a^, d, CC^, (<^&)(%M; 
dhCj d\C-^y ahC^, a^\C 

enthält^ die ich nach der Reihe 
beziehlich mit 

a, %, d, e, f\ g, g^, h, \ 

bezeichnen will. In der That: 
liegt X in einem der Punkte a^ 
a^ oder d, so kann die Verbin- 
dungslinie zwischen x und die- 
sem Punkte jede Richtung f an- 
nehmen, und es lässt sich daher 
dann leicht ein Viereck von der verlangten Art zeichnen. Liegt zum 
Beispiel (Fig. 15) x in a, so giebt xa^G^ den Punkt %, {u-J)^(xd) den 
Punkt y^ yhC den Punkt w^ und verbindet man nun noch u mit a, so hat 
das so konstruirte Viereck xit^yit die verlangte Eigenschaft, das heisst, 
a ist ein Punkt der von x konstruirten Kurve. Liegt x nicht in einem 
dieser drei Punkte, so haben die drei von x ausgehenden Geraden xa, 
xdy xa^ bestimmte Richtungen, und es werden alle diejenigen Punkte 
;r-Punkte der Kurve sein, für welche die drei Geraden 

xaCb, xa^C-^\, xd 




Fig. 15. 



179 



nügen, welche in Bezug auf diese Koordinaten vom dritten Grade ist; und zwar 
auch dann noch, wenn beliebig viele der Konstanten Null werden. Ich würde 
hiefür den Ausdruck PunlctgeMlde d/)'itten Grades vorziehen, wenn ich nicht be- 
fürchtete, dadurch undeutlicher zu werden. 
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durch denselben Punkt {y) gehen. Liegt nun ^ in C oder in ah^ so 
wird die erste jener drei Geraden gleich xh^ liegt x in C\ oder in 
a-J)^j so wird die zweite jener Geraden gleich x\. Liegt also x in 
dem Durchschnitt von C und C^ oder von ah und a^\ oder von C 
und a^h^ oder von C^ und ah, so gehen jene drei Geraden durch den- 
selben Punkt ^; das heisst^ es sind diese Durchschnitte Punkte der von 
X konstruirten Kurve^ das heisst^ es liegen e, f\ h, \ in dieser Kurve. 
Endlich: liegt x im Durchschnitt von dh und G, so wird die erste 
jener drei Geraden gleich xh^ während die dritte^ xd, mit xh zusam- 
menfällt: also gehen dann wieder die drei Geraden durch denselben 
Punkt; das heisst^ g ist ein Punkt der Kurve^ und aus demselben Grunde 
auch g^. Es sind daher alle neun oben genannten Punkte als Punkte 
der durch die Ecke x b,eschriebenen Kurve dritter Ordnung nach- 
gewiesen. 

Nach diesen Vorbereitungen hat es nun keine Schwierigkeit mehr^ 
die in No. 2 angegebene Erzeugung als eine allgemeine^ das heisst als 
eine solche nachzuweisen^ durch welche jede beliebige Kurve dritter 
Ordnung erzeugt werden kann. Li der That: ist irgend eine Kurve 
dritter Ordnung gegeben , so schreibe man ihr irgend ein Viereck 
f}te\ ein^ dessen Seiten fli, lie, e\j \f die Kurve zum dritten Male 
beziehlich in den Punkten a, g^, g, % treffen mögen, und ziehe von 
irgend einem andern Punkte d der Kurve, der aber nicht in dem 
Durchschnitt der beiden Linien ag und a-^g-^ liegt, nach zwei auf ein- 
ander folgenden der letztgenannten Punkte, zum Beispiel nach g^ und 
gy die Geraden, welche die gegenüberstehenden Seiten des Vierecks 
beziehlich in \ und 6 schneiden mögen; dann sind die neun so ge- 
wonnenen Punkte der Kurve zufolge der vorher gegebenen Entwickelung 
zugleich Punkte derjenigen Kurve dritter Ordnung, welche durch eine 
Ecke X eines Vierecks xuyn^ beschrieben wird, dessen Ecken %i und 
li^ sich beziehlich in den Geraden e\ und eh bewegen, während die 
180 Seiten xu^ tty, yu^^ %^ und die Diagonale xy f beziehlich um die 
Punkte a, &, J^, a-^^, d sich drehen. Diese so erzeugte Kurve hat mit 
der gegebenen neun Punkte gemein; und zwar, da d nicht in dem 
durch die übrigen acht Punkt schon bedingten Pimhte (nämlich in dem 
Durchschnittspunkte der Geraden ag und a^g^) liegt, neun solche 
Punkte, durch welche eine Kurve dritter Ordnung bestimmt ist. Somit 
fällt die durch die Ecke x erzeugte Kurve mit der gegebenen zu- 
sammen, und die Definition No. 2 ist als allgemein nachgewiesen. 
Hiermit ist zugleich gelegentlich der nachstehende Satz bewiesen: 

Wenn man einer Kurve dritter Ordnung ein Vierech (fhe\) ein- 
selireiM, dessen vier Seiten (fh^ he, e\j \f) die Kurve heziehlich in 
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vier neuen Tunkten (a^ g^^ g, a^ treffen ^ und man sieht von ziveien 
dieser letztgenannten vier Funkte^ die in gegenüberliegenden Seiten jenes 
Vierecks liegen (mm Beispiel von g und a oder von g^ und a^)^ die 
Geraden bedehlicli nach einem neunten und einem sehnten Punkte der 
Kurve (d und x)j was auf vier Arten möglich ist^ so geht jedesmal 
die Verbindungslinie derjenigen Pimkte (b und u oder b^ und u^)^ worin 
diese Geraden besiehlich die gegenüberliegenden Seiten des Vierecks treffen^ 
durch einen und denselben Funkt (y) der Verbinckmgslinie des neunten 
und sehnten Punkts, ^v eiche jener vier möglichen Arten der Verbindung 
man auch ivählen mag. 

Den Beweis dayon^ dass auch die dritte Definition allgemein sei^ 
will ich hier nur mehr andeuten als ausführen. Es sei x (Fig. 16) 
der veränderliche Punkt, dessen Verbindungslinien mit den festen Punkten 
a, b, c beziehlich die festen Geraden A, B, C ^o schneiden, dass die 
drei Durchschnittspunkte u, v, w in gerader Linie liegen. In dem ange- 
führten Aufsatze (S. 125 { hier S.65f. } )habe ich gezeigt, dass dann der geo- 
metrische Ort von 

X eine Kurve drit- ^^ 

ter Ordnung ist, 
welche durch fol- 
gende neun Punkte 
geht: 

a, b, c, JBC, CA, 

AB, bcAy caB, 

abCj 

die ich beziehlich 
mit 

a, 0, Cy a^t - o-i , Ci, 

^; ß, y 

bezeichnen will. 
Nun lässt sich 

leicht zeigen, dass man jeder Kurve dritter Ordnung Dreiecke ein- 
schreiben kann, deren entsprechende Seiten sich auf der Kurve schneiden. 
Es seien abc und a^b^c^ zwei solche, einer gegebenen Kurve dritter 
Ordnung eingeschriebene Dreiecke, deren entsprechende Seiten sich be- 
ziehlich in den Kurvenpunkten y, a, ß schneiden. Dann sind diese 
neun Punkte zugleich Punkte der Kurve dritter Ordnung, welche durch 
einen Punkt x beschrieben wird, dessen Verbindungslinien mit a, &, c 
die Geraden f b^c-^, ^i%? ^i\ beziehlich in dreien in gerader Linien lie-i8l 
genden Punkten schneiden-, und zwar sind es neun solche Punkte, durch 




Mg. 16. 
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welche die Kurve dritter Ordnung bestimmt ist; folglich, fällt die durch 
X erzeugte Kurve mit der gegebenen zusammen^ und die Definition 
No. 3 ist als allgemein nachgewiesen. 

Um den Gegenstand endlich noch von einem allgemeineren Ge- 
sichtspunkte aus zu betrachten^ werde ich den allgemeinen Satz über 
die Art^ wie Kurven dritter Ordnung und Kurven dritter Klasse durch 
Bewegung von geraden Linien erzeugt werden können^ aufstellen^ aus 
welchem man dann beliebig viele rein geometrische Definitionen der 
Kurven dritten Grades ableiten kann. 

Um diesen Satz in leicht fasslicher Form aussprechen zu können^ 
will ich mich des Begriffs der offenen (nicht geschlossenen) Figur be- 
dienen. Die offene Figur besteht aus einer Reihe von Punkten und 
geraden Linien^ in der Art, dass auf jeden Punkt eine durch ihn 
gehende Gerade und auf jede Gerade ein in ihr liegender Punkt folgt, 
bis endlich die Reihe entweder mit einem Punkte oder einer Geraden 
schliesst; wie sie denn auch entweder mit einem Punkte oder mit 
einer Geraden beginnt. Punkt und Gerade will ich zusammen Elemente 
nennen; das Element, mit welchem jene Reihe beginnt, will ich 
Anfangselement, das, womit sie schliesst, Endelement, beide zusammen 
Grenzelemente der offenen Figur nennen; alle Punkte der Reihe, die 
nicht Grenzelemente sind, nenne ich Ecken, alle Geraden der Reihe, 
die nicht Grenzelemente sind, Seitenlinien oder kurzweg Seiten der 
offenen Figur. Es sind hiernach also drei Fälle möglich: entweder 
beide Grenzelemente sind Punkte; dann hat die Figur eine Seite mehr 
als sie Ecken hat; oder beide Grenzelemente sind Gerade; dann hat 
sie eine Ecke mehr, als sie Seiten hat; oder endlich: Ein Grenzelement 
ist ein Punkt, das andere eine Gerade; dann hat sie ebenso viele 
Ecken als Seiten und verwandelt sich, wenn der Grenzpunkt in der 
Grenzlinie liegt, in eine geschlossene Figur. Wenn die offene Figur 
sich stetig verändert, so können bei dieser Veränderung in besonderen 
Uebergangsf allen zwei aufeinander folgende Gerade der Reihe oder 
zwei aufeinander folgende Punkte derselben zusammenfallen; alsdann 
kann man dori^ jeden Punkt der zusammenfallenden Geraden als zwischen- 
liegende Ecke, hier jede durch die zusammenfallenden Punkte gelegte 
Gerade als zwischenliegende Seitenlinie der offenen Figur auffassen. 
Der Satz von Erzeugung der Kurven dritten Grades wird sich nun in 
folgender Gestalt darstellen lassen: 

Wenn in einem Verein dreier offener Figuren, deren Anfangs- 
elemente und deren Endelemente zusammenfallen , alle Seiten der- 
\S2 seihen um f feste Punhte und alle Ecken derselben in festen Geraden 
sieh hewegen, so heschreiU jedes Grenzelement ein Gebilde dritten 
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Grades^); und ausser dieser giebt es Mine durch Uosse gerade Linien 
bedingte Erzeugung der Gebilde dritten Grades. 

Der Beweis des ersten Theils dieses Satzes ist in dem oben an- 
geführten Aufsatze gegeben , in welchem der Satz für höhere Kurven 
aufgestellt ist, Dass es ausserdem keine andere lineale Erzeugungs- 
weise der Gebilde dritten Grades giebt, folgt leicht aus demselben 
allgemeinen Satze für höhere Kurven, indem sich leicht zeigen lässt, 
dass alle andern Erzeugungsarten entweder höhere oder niedere Gebilde 
liefern. Der Satz, den ich hier aufgestellt habe, bietet drei wesentlich 
verschiedene Fälle dar, nämlich: erstens, wenn die drei offenen Figuren 
Punkte. zu Grenzelementen haben, so beschreiben beide Punkte, jeder eine 
Kurve dritter Ordnung; oder zweitens, wenn die Grenzelemente gerade 
Linien sind, dann umhüllen diese Geraden jede eine Kurve dritter Klasse ; 
oder endlich, wenn von den Grenzelementen eins ein Punkt, das andere 
eine Gerade ist, so wird von jenem eine Kurve dritter Ordnung be- 
schrieben, von dieser eine Kurve dritter Klasse umhüllt. Ich will 
hierbei noch bemerken, dass von den drei oben zu einer Definition 
aufgestellten Erzeugungsarten No. 2 zu dem ersten dieser drei Fälle, 
und No. 1 und No. 3 zu dem letzten derselben gehören. 

Stettin, den 28. November 1847. 



*) Ich sage, ein. Punkt beschreibe ein Gebilde '^-ten Grades, wenn er eine 
Kurve -^-ter Ordnung (ein Pnnktgebilde n-i^n Grades) durchläuft, und eine Gerade 
beschreibe ein Gebilde n-ten Grades, wenn sie eine Kurve n-io^v Klasse (ein 
Liniengebilde '?^-ten Grades) umhüllt. 
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IV. 



187 Der allgemeine Satz iil)er die Erzeugung aller alge- 
braischer Kurven durch Bewegung gerader Linien. 



Von 

Prof. Dr. H. Crrassmaim, 

Oberlehrer an der i'riedricli-Willielm-Scliiile zu Stettin. 



Grelles Journal Bd. 42, Heft III, S. 187—192 (1851). 



Vor längerer Zeit liabe ich in dem ersten Theile meiner Aus- 
dehnungslehre (§ 145 — 148)*) einen allgemeinen Satz mitgetheilt über 
die Erzeugung der Kurven höherer Ordnungen sowie der algebraischen 
Oberflächen durch Bewegung gerader Linien oder Ebenen; und im 
Crelle^ sehen Journal (Band 31 und 36) habe ich besondere Anwen- 
dungen desselben, besonders auf Kurven dritter Ordnung, gegeben. Die 
Bearbeitung des zweiten Theils jenes Werks, den ich jetzt unter der 
Feder habe, hat mich wieder auf den Gegenstand zurückgeführt, und 
ich bin dabei zu einer Reihe neuer Resultate gelangt, von denen ich 
diejenigen, welche sich an die in den erwähnten Abhandlungen darge- 
stellte Analyse anschliessen, den Lesern des Crelle' sehen Journals in 
einer Reihe von Aufsätzen mitzutheilen beabsichtige. 

Der oben erwähnte Satz, dem ich hier eine wesentliche Ergänzung 
hinzufügen will, findet sich im 31. Bande des Crelle' sahen Journals 
{hier S. 50} in folgender Form ausgesprochen: 

Wenn Me Lage eines heiveglichen Ptmldes x in der Ebene dadurch 
heschränld ist, dass ein Tunkt und eine Gerade^ tvelche durch KonstruJc- 
tionen vermittels des Lineals aus jenem PunMe x und einer Beihe fester 
Punkte und Geraden hervorgehen, zusammenliegen sollen (das heisst der 
Punkt in der Geraden liegen soll) , so beschreibt der Punkt x ein alge- 
braisches Pimktgebilde und zwar ein Punktgebilde n4en Grades (eine 

=••) { Ges. Werke I, 1, S. 245—249. } 
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Kurve n-ter Ordnung) , wenn hei den Konstruläionen der heivegliehe PunM 
n-mal angewandt ist. 

Den Beweis dieses Satzes^ der eine Erweiterung des PascaVschen 
Satzes über das mystische Sechseck ist, habe ich in der Ausdehnungs- 
lehre aus den f Principien dieser Wissenschaft und im 31. Bande 188 
des Crelleschen Journals aus der gewöhnlichen Analyse hergeleitet, 
und habe diesem Beweise hier nichts hinzuzufügen. Um jedoch den 
Satz einer allgemeinen Behandlung algebraischer Kurven zu Grunde 
legen zu können, bedarf derselbe noch einer Ergänzung, indem nämlich 
gezeigt werden muss, dass auch umgekehrt jede algebraische Kurve auf 
die in dem Satze angegebene Weise erzeugt werden kann. Und dies 
nachzuweisen ist der Hauptzweck des gegenwärtigen Aufsatzes. 

Ist f{x^ 2/) = die Gleichung einer algebraischen Kurve, bezogen 
auf irgend ein Axenkreuz, also f{x, y) eine ganze rationale Punktion 
von X und ^, so geht diese Punktion aus x^ y und den Konstanten 
durch Addition und Multiplikation her- 
vor. Es kommt also nur darauf an, 
die Addition und Multiplikation zweier 
Zahlgrössen durch lineale Konstruktion 
darzustellen. Unter linealer Konstruk- 
tion verstehe ich nicht nur die Verbin- 
dung zweier endlich entfernter Punkte 
durch eine gerade Linie, sondern auch 
das Ziehen der Parallele oder, anders ausgedrückt, die Verbindung eines 
endlich und eines unendlich entfernten Punktes du.rch eine Gerade, 
also überhaupt das Verbinden zweier Punkte durch eine Gerade. Um 
nun die Addition und Multiplikation durch geometrische Konstruktionen 
darzustellen, kommt es darauf an, jede der zu verknüpfenden Zahl- 
grössen durch geometrische Grössen zu ersetzen. 

Ich nehme zwei Koordinaten axen an, die sich in c durchschneiden, 
und auf jeder derselben ein bestimmtes Stück als Maass; es sei dies 
ca auf der ^r-Axe (Pig. 17) und cb auf der ^/-Axe; wobei es ganz gleich- 
gültig ist, ob diese beiden Maasse gleich lang sind oder nicht. Durch 
das Maass ca seien die Abscissen, durch das Maass cb die Ordinaten 
gemessen, und die Quotienten dieser Messungen seien eben x und y. 
Der Endpunkt der Abscisse sei x-^ von dem Endpunkte der Ordinate 
sei, u.m alle Grössen auf derselben Linie, der Abscissenaxe, zu haben, 
die Parallele zu ba gezogen, welche die Abscissenaxe in y schneide. 
Dann ist 




ex cy 

ca ^ -^ ca 



Grass mann, Werke. II. 
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Auch ist klar^ wie sowohl x als y aus dem die Kurve konstruirenden 
Punkte^ den wir ^ nennen wollen, durch lineale Konstruktionen er- 
folgen (Fig. 17). Ferner nehmen wir an, dass auch jede Konstante in 

der Funktion fix^ y) durch einen 
^jf^ Punkt der Geraden ca in der Art 
dargestellt sei, dass die Entfernung 
dieses Punktes von dem Anfangs- 
punkt Cj gemessen durch das Maass 
ca^ jener Konstanten gleich sei. Auf 
diese Weise sind dann alle in der 

I'ig. 18. 

189 Funktion f vorkommenden Grössen 

durch Punkte der Abscissenaxe dargestellt, und es kommt nur darauf 

an, auch die Summe und das ProduU zwei solcher Grössen auf gleiche 

Weise durch Punkte dieser Linie vermittels linearer Konstruktionen 

darzustellen. 

Es seien (Fig. 18) zuerst f und g zwei solche Punkte und h der 

gesuchte, also im ersten Falle 

Gf \_ (^9 ___ c7i 
ca ' ca ca 
oder 

cf-\-cg==ch 

Die einfachste lineale Konstruktion der Punktes h ist die, dass man 
einen Punkt d ausserhalb der Geraden cf zu Hülfe nimmt, von f die 
Parallele zu cd, von d die zu cf zieht und von dem Durchschnitt e 
dieser beiden Linien die Parallele zu dg zieht, welche die Gerade cf 
in dem gesuchten Punkte h schneidet. 
Für die Multiplikation hat man 

cf cg ch 

ca ca ca 

oder . -, 

cf , cg = ch . ca. 

Aus der Proportion ca : cf = cg : ch ergiebt sich dann die lineale Kon- 
struktion von h unmittelbar. Hieraus folgt also, dass f{x, y) aus dem 
die Kurve konstruirenden Punkte p und konstanten Punkten und Ge- 
raden sich lineal konstruiren lässt. Soll nun f{x, y) gleich Null sein, so 
muss der zu f(x^ y) gehörige Punkt in c fallen, also die Gerade, deren 
Durchschnitt mit ccc den zu /'(^, y) gehörigen Punkt liefert, muss durch 
c gehen: das heisst, es findet die in dem Hauptsatze ausgesprochene 
Bedingung statt, dass ein Punkt und eine Gerade, welche aus linealen 
Konstruktionen hervorgehen, zusammenliegen sollen; also ist die gegebene 
Kurve durch die in dem Hauptsatz angegebene Konstruktion er- 
zeugbar. Q. d. e. 
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Um den Hauptsatz für die Anwendung bequemer zu machen^ will 
ich den Begriff der offenen Figur und der Verkettung von geraden Linien 
einführen. Die offene Figur (s. Grelles Journal Bd. 36 {hier S. 78}) 
besteht aus einer Reihe von Punkten und geraden Linien in der Art^ 
dass auf jeden Punkt eine durch ihn gehende Gerade und auf jede 
Gerade ein in ihr liegender Punkt folgt, bis endlich die Reihe ent- 
weder mit einem Punkte oder mit einer Geraden schliesst; wie sie 
denn auch entweder mit einem Punkte oder mit einer Geraden beginnt. 
Punkt und Gerade nenne ich zusammen Elemente; das Element, mit 
welchem jene Reihe beginnt oder schliesst, nenne ich Anfangs- oder 
Endelement, beide zusammen Grenselemente; alle Punkte oder Geraden 
jener Reihe, die f niclit Grenzelemente sind, nenne ich Eclmi oder 190 
Seiten der offenen Figur. Wenn man nun (Fig. 19) ein Element x 
zum Anfangselement mehrerer offenen Figuren macht, dann unter den 
so gewonnenen offenen Figuren zwei 
beliebige so zusammenschliesst, dass 
sie ein gemeinschaftliches Endelement 
erhalten, welches zugleich Anfangs- 
element einer neuen offenen Figur 
wird, und beliebig fortfährt, die jedes- 
mal noch übrigen offenen Figuren auf 
die angegebene Weise paarweise zu- 
sammenzuschliessen, so will ich die so 
hervorgehende Figur eine Verliettung 
gerader Linien nennen; das Element x soll das Anfangselement dieser 
Verkettung, die sämtlichen übrigen Grenzelemente der offenen Figuren 
sollen die Uebergangselemente der Verkettung heissen, während ich die 
Ecken und Seiten der offenen Figuren zugleich als Ecken und Seiten 
der Verkettung setze. Wenn insbesondere zuletzt nur Eine offene 
Figur übrig bleibt, deren Endelement mit dem Anfangselement x der 
Verkettung zusammenfällt, so nenne ich die Verkettung eine gesehlossene^ 
und zwar vom ^-ten Grade, wenn von dem Anfangselement (x) n offene 
Figuren ausgehen (die letzte mit eingerechnet, welche x zum Elemente 
hat). Dann lautet der Satz wie folgt: 

Wenn sieh eine Verhettung n-ten Grades lineal, das heisst so he- 
wegtj dass alle Seiten dureh feste Fimlde gehen und alle Eclcen in festen 
Geraden bleiben^ so beschreibt das Anfangselement der Verliettung ein 
Gebilde n-ten Grades. 

Wendet man diesen Satz zum Beispiel auf die Kurven zweiter, 

dritter und vierter Ordnung an, so erhält man folgende abgeleiteten 

Sätze: 

6^ 
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1) Wenn in einer geschlossenen Figur alle Ecken und Seiten^ mit 
Ausnahme einer Eclw^ sich lineal hewegen (das heisst die Ecken in festen 
Geraden^ die Seiten um feste P^milde), so leschreibt diese letzte Ecke einen 
Kegelschnitt. 

2) Wenn drei offene Figuren, mit gemeinschaftlichen Grenzele- 
menten, sich lineal heivegen (das heisst so, dass die Ecken in festen Geraden 
Ueihen, die Seiten durch feste Punkte gehen), so heschreiht jedes der 
Grenzelemente ein Gebilde dritten Grades (siehe Grelles Journal 
Band 86 [hier S,78f.]). 

3) Wenn fünf offene Figuren sich linecd heivegen, von denen vier 
alle dasselbe Anfangselement (x) und paanveise dieselben Endelemente 
(y, z) hahen, ^vährend die Grenzelemente der fünften mit diesen End- 
elementen (y, z) zusammenfallen, so beschreibt das Anfangselement (x) 
ein Gebilde vierten Grades (siehe Fig. 19). 

191 Icli füge liier noch, zwei Bemerkungen hinzu, welche zur Erläu- 
terung und richtigen Anwendung des Hauptsatzes dienen werden. Zu- 
erst ist es klar, dass yon den offenen Figuren einige zusammenfallen 
können, und zwar in der Art, dass sie auch gleiche Grenzelemente 
haben. Dies Zusammenfallen wird sich dann in der Verkettung selbst 
nur dadurch zu erkennen geben, dass ein folgendes Uebergangselement 
mehr als drei Grenzelemente in sich vereinigt. Der Grad der Ver- 
kettung, und also auch des erzeugten Gebildes, wird sich auch in diesem 
Falle leicht angeben lassen. Es werde zum Beispiel in Fig. 19 der 
Weg gesucht, den y beschreibt, also y als Anfangspunkt der Verkettung- 
gesetzt. Alsdann gehen von dem Uebergangselement x, ausser den 
beiden offenen Figuren, die von^ direct nach x gehen, noch zwei 
offene Figuren aus: mithin müssen jene ersteren beiden doppelt ge- 
rechnet werden, und es ist die Verkettung vom fünften Grade; y be- 
schreibt also eine Kurve fünften Grades, und dasselbe gilt von z. Es 
würde sich leicht nachweisen lassen, dass in solchen Fällen jedesmal 
Kurven mit Doppelpunkten erzeugt werden (vergl. darüber die Abhand- 
lung in dem 31. Bande des CreMescben Journals^ Seite 128 {hier S.69}). 
Doch möge dieser Nachweis dem Leser überlassen bleiben. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf die Uebergangsfälle, in 
welcben der Grad des Gebildes scheinbar niedriger wird. Dies kann 
auf zweifache Art geschehen, indem entweder die ganze Funktion ^^-ten 
Grades f{x, y), welche, gleich Null gesetzt, die Kurve bestimmt, in 
Faktoren sich zerfallen lässt, von denen zwei oder mehrere einander 
gleich, sind, oder wenn Koefficienten Null werden und dadurch die 
Glieder höherer Grade wegfallen; ja es könnten alle Koefficienten Null 
und dadurch die Kurve ganz unbestimmt werden. In allen diesen 
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Fällen wird man jedocli durch. Variation der Konstanten sogleich die Kurve 
^-ter Ordnung wieder in Evidenz bringen können; und insofern wir 
also jene besondern Fälle nur als Uebergangsfälle betrachten^ in denen 
die allgemeinen Konstanten gewisse besondere Wertbe annehmen^ 
werden wir auch diese Uebergangsgebilde als Gebilde ^^-ten Grades 
setzen müssen. Nur unter dieser Voraussetzung hat der aufgestellte 
Satz seine vollkommen allgemeine Bedeutung , wie denn auch alle 
allgemeinen Sätze über algebraische Kurven nur unter dieser Voraus- 
setzung gelten. Schliesst man das unbestimmte Gebilde ^^-ten Grades 
aus und nimmt an^ dass die sämtlichen Koefficienten der Glieder der 
m höchsten Grade verschwinden^ so bleibt die Kurve vom (n — m)-ten 
, Grade; und um f sie als Kurve ^^-ten Grades aufzufassen, hat man mi92 
gerade Linien, welche ins Unendliche fallen, mit der Kurve (n — m)-ter 
Ordnung zusammenzufassen. Obgleich das soeben Gesagte hinlänglich 
bekannt ist, so glaubte ich es doch hier noch einmal in Erinnerung 
bringen zu müssen, da die Art, wie wir aus einer Gleichung ;^-ten 
Grades die lineale Erzeugung der betreffenden Kurve ableiteten, stets, 
wenn die Gleichung mehr als ein variables Glied enthält, auf ein Ge- 
bilde von höherem als dem ^-ten Grade hinführt, welches sich aber in 
ein Gebilde n-ien Grades und in eine Reihe von geraden Linien, die 
ins Unendliche fallen, zerfallen lässt. Ich denke, auf diese besonderen 
Verhältnisse in einer späteren Abhandlung zurückzukommen. 

Stettin, im Juli 1851. 
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V. 



MsDie höliere Projektivität und Perspektivität in der 
Ebene; dargestellt durch geometriscke Analyse. 



Von 

Prof. Dr. H. Crrassmann, 

Oberlehrer an der If'riedricli- Wilhelm-Schule zu Stettin. 



Ci-elles Journal Bd. 42, Heft III, S. 193—203 (1851). 



§ 1- 
Das Rechnen mit planimetrisclien Produkten. 

Die fruchtbaren Beziehungen der Perspektivität und Projektivität, 
wie sie von Steiner zuerst mit so viel Glück bearbeitet sind, und die 
entsprechenden Beziehungen für Kurven höherer Grade ergeben sich aus 
der geometrischen Analyse, wie ich sie besonders im 31. Bd. des Grelle- 
sehen Journals {hier S. 49ff. ) entwickelt habe, so unmittelbar und leicht, 
dass man nur nöthig hat, die fortschreitende Bildung eines geometrischen 
Produktes mit einem variablen Punkte oder Strahl mit Aufmerksam- 
keit zu verfolgen, um jene Beziehungen in ihrer ganzen Einfachheit 
und Anschaulichkeit vor Augen zu haben. Der Uebersicht wegen 
werde ich den Algorithmus, wie ich ihn in der angeführten Abhandlung 
dargestellt habe und ihn hier anwenden will, ins Gedächtniss zurück- 
rufen. Ich verstehe nämlich (abgesehen von den in meiner Ausdeh- 
nungslehre zugleich mit dargestellten metrischen Werthen der räum- 
lichen Grössen) unter ab die Yerbindungslinie der beiden Punkte a 
und &, unter AB den Durchschnittspunkt der beiden Geraden Ä und 
jB und setze ah oder AB Null, wenn a und h oder A und B zu- 
sammenfallen. Endlich soll die Gleichung AI) = ausdrücken, dass 
der Punkt b in der Geraden A liegt. Ueberall werde ich die Punkte 
mit kleinen, die {geraden} Linien mit grossen Buchstaben bezeichnen 
und festsetzen, dass, wenn in einem solchen Ausdrucke keine Klammern 
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stehen, die Verknüpfung yon der Linken zur Rechten fortschreiten soll. 
Also wird zum Beispiel unter ahC der Durchschnitt der beiden Ge- 
raden ah und C zu verstehen sein. Ich werde solche Ausdrücke plani- 
metrische Prochikte nennen*). Zugleich erinnere ich an das in der er- 
wähnten Abhandlung mitgetheilte Resultat, dass, wenn in der Gleichung 
Ab = Ä und b planimetrische Produkte Yon Punkten und Linien 
sind und in diesen beiden Produkten der yeränderliche Punkt x zu- 
sammen ^^-mal als Faktor vorkommt, daraus zwischen den Koordinaten 
von X f eine Gleichung n-ten Grades entspringt, also x eine Kurve ^-terl94 
Ordnung beschreibt. Diesen Satz, der eine Erweiterung des bekannten 
PascaV^chen Satzes ist, habe ich in der vorhergehenden Abhandlung 
in der Art ergänzt, dass auch umgekehrt jede algebraische Kurve sich 
in der soeben angegebenen Weise, das heisst hier durch eine Gleichung 
darstellen lässt, deren eine Seite Null und deren andere ein plani- 
metrisches Produkt ist, welches den veränderlichen, die Kurve be- 
schreibenden Punkt X als Faktor enthält. 

Noch will ich der Bequemlichkeit wegen folgende Bezeichnungen 
mir erlauben, die auch schon sonst in analoger Weise üblich sind. 
Nämlich, wenn zwei Punkte a und b oder zwei Gerade Ä und jB zu- 
sammenfallen, so will ich dies durch 

a^^b, Ä^B 
ausdrücken; welche Formeln also identisch sind mit den Gleichungen 

ab = 0, ÄB=0. 

Ferner soll durch Ab . c^ wenn der Punkt b nicht in der Geraden Ä 
liegt, gleichfalls der Punkt c dargestellt werden, so dass also 

Ab , c^ c, wenn Ab ungleich Null ist. 

Um den Algorithmus flüssiger zu machen, werde ich die ein- 
fachsten Umgestaltungsformeln ableiten. Unmittelbar leuchtet ein, dass 

(1) ab = ba, AB~BA 

ist. Ferner, wenn in dem Produkt abC, welches den Durchschnitt der 
beiden Geraden ab und C darstellt, der Punkt b in der Geraden C 
liegt, so wird abC^b sein, wenn nicht etwa auch a in C liegt; in 
diesem letzteren Falle ist aber offenbar abC=0. Beides lässt sich 
zusammenfassen in die Gleichung 

(2) abC=aC,b, 



*) Nach der in meiner „Ausdehnungslehre*' (§ 127, 128 { Ges. Werke I, 1, 
S. 210 — 212 }) gegebenen Nomenklatur würde icli sie „auf die Ebene bezügliche 
Produkte" nennen müssen, womit der hier gew'ählte Ausdruck gleichbedeutend ist. 
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welche stets gilt^ wenn h in C liegt, das heisst hG = ist. Ebenso 

ist, reciprok, 

(3) ÄBc = Ac,B, 

wenn c in jB liegt. Da ich von dieser Umgestaltung häufig Gebrauch 
machen werde, so will ich dieselbe in Worten ausdrücken: 

Wemt von den fortschreitenden FaMoren eines planimetrischen Pro- 
dtüdes 0wei aufeinander folgende einen Punkt und eine [gerade] Linie 
darstellen^ und der PunU in der Linie liegt, so Tiann man die leiden 
FaUoren vertauschen. 

Ich will dabei noch gelegentlich bemerken, dass diese Beziehung 
auch dann noch gilt, wenn man die metrischen Werthe berücksichtigt, 
so dass man in diese letzten Formeln auch statt des Zeichens ^=, das 
195 Gleichheitszeichen hätte f einführen können. Hingegen ist ah ^= — la 
und AB == — BÄy so dass sich in den Formeln (1) nicht das Gleich- 
heitszeichen substituiren lässt. 

Endlich ist unmittelbar klar, dass die Gleichung 

(4) al)c = oder ÄBC==0 

ausdrückt, dass die drei. Punkte a, &, c in einer Geraden liegen oder 
dass die drei Geraden A, B, C durch einen und denselben Punkt 
gehen, und dass man also in diesen Gleichungen die drei Faktoren be- 
liebig yertauschen und zusammenfassen kann. Hat man daher eine 
Gleichung von der Form 

(5) alCdEfg^ 0, 

und überhaupt eine Gleichung, deren eine Seite Null und deren andere 
Seite ein planimetrisches Produkt ist, dessen beide ersten und dessen 
beide letzten Faktoren von gleicher Art (beides Punkte oder beides 
Linien) sind, während sonst überall Punkte und Linien wechseln, so 
bleibt auch das umgekehrte Produkt Null, also hier 

(6) gfEdGha = 0. 

Dies ergiebt sich sogleich durch wiederholte Vertauschung und Zu- 
sammenfassung der Faktoren in der Formel (4). Denn ahCdE stellt 
einen Punkt vor: also kann man statt (5) 

= gf{al)CdE) 

schreiben. Aber gf und ah Cd stellen gerade Linien vor; also kann 
man statt dessen schreiben: 

= gf{ahCd)E = gfE{ahGd\ 
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und hierin wieder, da gfE und ahC Punkte sind, 

= gfEdiahC), 

mithin, da gfEd und ah Linien sind, 

0^gfEdC(ah) = gfEdCba. 

Dasselbe gilt dann auch allgemein für alle Gleichungsformen von der 
oben bezeichneten Art. 

§ 2. 
Die gewöhnliche Projektivität und Perspektivität. 

Nach diesen Vorbemerkungen schreite ich zur Betrachtung eines 
Produkts mit einem veränderlichen Punkte x. Betrachten wir zuerst 
das Produkt 

xaJBcDeF , . ., 

wo auf X abwechselnd Punkte und Linien folgen, so stellt xa einen 
Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkt a vor, xaB die damit per- 
spektivische Gerade JS, indem nämlich dem Strahle xa jenes Büschels 
der Punkt xaB in dieser f Geraden entspricht-, ebenso stellt xaBc eineni96 
Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkt c vor, welcher zu dem Strahlen- 
büschel um a perspektivisch ist, und zwar so, dass die Gerade B ihr 
perspektivischer Durchschnitt ist. Ferner stellt xaBcD eine Gerade D 
vor, die mit dem Strahlenbüschel c und der Geraden B perspektivisch, 
also mit dem Strahlenbüschel a projektivisch ist, und so fort- so dass 
je zwei aneinander grenzende, oder nur durch ein Mittelglied getrennte 
Gebilde zu einander perspektivisch, je zwei durch mehr als ein Mittel- 
glied getrennte Gebilde zu einander projektivisch sind. Es würde sich 
aus den aufgestellten Principien leicht das bekannte Resultat ableiten 
lassen, dass sich hierbei jede ungerade Anzahl von Mittelgliedern auf 
drei, jede gerade Anzahl auf zwei oder, wenn imaginäre Mittelglieder 
ausgeschlossen sind, auf vier Mittelglieder zurückführen lässt; was wir 
jedoch hier übergehen, um zu den wichtigeren Ergebnissen fortzu- 
schreiten. 

Man betrachte jetzt den Durchschnitt zweier projektivischer Strahlen- 
büschel (das heisst die Gesammtheit der Durchschnittspunkte ihrer ent- 
sprechenden Strahlen), etwa der Strahlenbüschel xa und xaBcDe, und 
x sei der variable Durchschnittspunkt der entsprechenden Strahlen: so 
heisst das, der Strahl xaBcBe solle durch x gehen; man erhält also 

die Gleichung 

xaBcBex = 0, 
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folglicli eine Gleichung zweiten Grades, das heisst der Durchschnitt 
zweier projektiyischer Strahlenbüschel ist ein Kegelschnitt. Sind die 
beiden Strahlenbüschel perspektivisch, so zerfällt der Kegelschnitt in 
zwei gerade Linien, deren eine der perspektivische Durchschnitt beider 
Strahlenbüschel, die andere die Verbindungslinie der Mittelpunkte ist. 
Alles dies sind bekannte Resultate, deren Ableitung aus dem an- 
gegebenen Algorithmus ich hier nur ausgeführt habe, um den Weg 
zur höheren Perspektivität zu bahnen. Diese ergiebt sich bei der Ver- 
folgung des eingeschlagenen Weges von selbst, wenn man den variablen 
Punkt X wiederholt in das Produkt einführt. 



§ 3. 
Projektivität und Perspektivität von Büscheln erster und zv^eiter 

Ordnung. 

Man betrachte das Produkt 

(7) xaBcJDxB^. 

Es wird dadurch, wenn das Produkt nicht Null ist, ein bestimmter 
Punkt in J5^ dargestellt, welcher dem Punkte x entspricht. Fragen 
wir zuerst, welchen Punkten x ein- und derselbe Punkt g in B^ ent- 
spricht, so haben wir, da dann der Strahl xaBcJDx durch g gehen 
muss, die Gleichung 

(8) xaBcDxg == 0, 

197 also die Gleichung eines Kegelschnitts. Allen Punkten dieses Kegel- 
schnitts entspricht in B^ derselbe Punkt ^; wir können daher sagen, 
diesem Kegelschnitte selbst entspreche der Punkt g. Wird g als der 
Durchschnitt von B^ und einer Geraden G gesetzt, so erhält man die 
Gleichung in der Form 

(9) xaBcDxB^G = 0. 

In dieser Form zeigt die Gleichung unmittelbar, dass alle Kegel- 
schnitte, welche den verschiedenen Punkten g entsprechen, diejenigen 
Punkte gemein haben, welche das Produkt xaBcDxB^ Null 
machen. Welche Punkte sind dies? Um bei der Beantwortung dieser 
und ähnlicher Fragen nicht durch Nebenfragen gestört zu werden, 
wollen wir zuerst einen Fall behandeln, den wir dann bei der ganzen 
folgenden Betrachtung ausschliessen werden, nämlich den, dass zwei 
auf einander folgende konstante Faktoren zusammenfallen (der Punkt 
in die Linie). Fällt zum Beispiel c in D, so lassen sich nach Formel (2) 
diese beiden Faktoren vertauschen und man erhält xaBcD ^ xaBD . c. 
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Nun ist die Gleichung xaBD = 0^ da sie ausdrückt^ dass der Punkt 
xaB in der Geraden D liegt, die Gleichung einer geraden Linie, und 
damit zerfällt dann der Kegelschnitt (8) in zwei gerade Linien, von 
denen die eine, nämlich die durch die Gleichung xaBD = vor- 
gestellte, allen jenen Kegelschnitten gemein ist, während die andere, 
die durch die Gleichung cxg=0 dargestellt wird, um den Punkt c 
rotirt. Sieht man daher von jener unveränderlichen Linie ab, so haben 
wir wieder den früheren Fall eines Strahlenbüschels (um c) und einer 
damit perspektivischen Geraden B^. Dasselbe Zerfallen in niedere Ge- 
bilde wird offenbar überall eintreten, wo ein konstanter Punkt in eine 
konstante Gerade fällt, die ihm als Faktor folgt oder vorangeht. Ich 
werde daher diesen Fall ein- für allemal von der Betrachtung aus- 
schliessen. 

Kehrt man nun zu der Frage zurück, welche Punkte x das Pro- 
dukt xaBcDxB^ Null machen, so geschieht dies erstens durch den 
Punkt X ^ a. Ziveitens^ wenn x nicht in a fällt, kann auch xaB 
nicht Null sein; denn dann müsste die Gerade xa in. B fallen, also 
auch der Punkt a in B, was wir ausgeschlossen haben. Aus dem- 
selben Grunde kann also auch xaBc und xaBeD nicht Null werden. 
Der nächste mögliche Fall ist demnach, dass der Punkt xaBcD mit 
X zusammenfällt. Dann muss x sowohl in der Geraden D als { auch ) 
in der Geraden xaBc liegen. Letzteres giebt die Gleichung xaBcx = 0, 
das heisst die Gleichung eines Kegelschnitts, der in die Geraden jB 
und ae zerfällt. Die Durchschnitte dieser beiden Geraden mit der 
Geraden D geben also zwei Punkte, und zwar die beiden einzigen, für 
welche der Punkt xaBcD mit x zusammenfällt. Drittens^ f wenn auchl*'98 
xaBcDx nicht verschwindet, stellt es einen durch x gehenden Strahl 
vor. Soll also dann xaBcDxB^ Null sein, so muss dieser Strahl mit 
B^ zusammen-, also sowohl der Punkt x als {auch} der Vnnki xaBcD 
in B^ fallen. Letzteres giebt xaBcDB^ = oder durch Umkehrung 
B^DcBax == 0; das heisst x liegt in der Geraden B^DcBa, aber auch 
in B^, also im Durchschnitt beider, das heisst es ist 

x^ B^DcBaB^. 

Also machen folgende vier Punkte, aber auch keine andern, statt 
X gesetzt, das Produkt xaBcDxB^ gleich Null, nämlich 

a, BD, acB, B^DcBaB^, 

die wir nach der Reihe mit 

a, h, d. e 
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bezeiclineii wollen (Fig.- 20). Die Kegelschnitte (8) oder (9) schlingen 
sich, also alle um diese vier festen Punkte a, h, d, e. Man erhält 
demnach eine Schaar von Kegelschnitten, welche alle die vier festen 
Punkte a^hyd^e gemein haben und deren jedem in B^ ein Punkt, 
nämlich derjenige Punkt entspricht, in welchem dieser Kegelschnitt die 
Gerade JB^ ausser dem Punkte e zum zweitenmal schneidet. Wir können 
jene Schaar einen Kurvenbüschel zweiter Ordnung nennen, a, fe, d, e die 

MiUelpimUe dieses Büschels. Von der 
Geraden B^, welche durch einen dieser 
Mittelpunkte (e) geht und deren Punkte 
den durch diese gehenden Kegel- 
schnitten jenes Büschels entsprechen, 
lässt sich sagen, dass sie mit jenem- 
Kurvenbüschel persjoeUiviseh sei. 

Betrachten wir jetzt weiter das 
Produkt 

xaBcDxB^c^D^e^F-^ . . ., 

so zeigt sich der Strahlenbüschel um 
q mit der Geraden B^ perspektivisch, 
und man kann in diesem Falle, nach 
dem Princip der Steiner'sohen Be- 
nennung, auch diesen Strahlenbüschel 
mit dem Kurvenbüschel perspektivisch 
nennen. Nach demselben Princip werden wir die Gerade D^, den 
Strahlenbüschel e^, die Gerade F^ u. s. w. mit jenem Kurvenbüschel pro- 
jeMivi^ch nennen können. Betrachten wir den Durchschnitt jenes Kur- 
venbüschels mit einem der damit projekti vischen Strahlenbüschel, etwa 
mit xaBeDxB^c^D^e^^ das heisst also die Gesamtheit der Durch- 
schnittspunkte der Strahlen dieses Büschels mit den entsprechenden 
Kegelschnitten jenes Kurvenbüsehels, und ist x dieser variable Durchs 
schnitt, so heisst das: der Strahl xaB . . . e^ soll durch ^' gehen, und 
wir erhalten die Gleichung 

xaBcDxB^c^D^e^x = 0, 

i99also eine Gleichung dritten Grades: das heisst der DitrchscJiniU eines 
Büschels erster und [eines] ^'weiter Ordnung ist eine Kurve dritter 
Ordnung. 




Fig. 20. 
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§4. 

Projektivität und Perspektivität von Büscheln erster und dritter 

Ordnung. 

Ehe ich zur allgemeinen Betrachtung übergehe^ will ich den ein- 
geschlagenen Weg noch einen Schritt weiter verfolgen und betrachte 
zu dem Ende das Produkt (siehe Fig. 21) 

xaBeBxB^c^D^xB^, 

Jedem Punkte x, der dieses Produkt nicht Null macht, entspricht in 
B^ ein bestimmter Punkt. Es werde in B^ der Punkt g ^ B.^G be- 




Fig. 21. 



trachtet, und man suche die Punkte x^ 
das heisst für welchen der Strahl xa . 



welchen derselbe entspricht 
. . B^x durch g geht, so hat 



man 



(9a) 



xaBcBxB^c^B^xg =0 oder 
xaBcBxB^c^B^xB^G = 0; 



mithin ist der Ort von x eine Kurve dritter Ordnung. Allen Punkten 
dieser Kurve entspricht in B^ derselbe Punkt g^ also jener Kurve 
dieser Punkt. Die Frage, welche Punkte alle diese Kurven dritter 
Ordnung gemein haben, ist identisch mit der Frage, welche Punkte, 
statt x gesetzt, das Produkt xaBeBxB^c^B^xB^ Null machen. Dies 
sind aber erstens die vier Punkte, welche xaBcBxB^ Null machen. 
Ist zweitens dieser Theil des Produkts nicht Null, so ist auch das 
Produkt bis B^ hin ungleich Null und stellt einen bestimmten Punkt 
in B^ vor. Soll dieser mit x multiplicirt Null geben, das heisst mit x 
zusammenfallen, so muss x in B^ liegen, und zugleich in dem Strahle 
xaBcBxB^c^, Letzteres giebt die Gleichung 

(10) xaBcBxB^c^x = 0. 

Da hier xaBcBx, B^ und c^x Linien vorstellen, so können wir die 
Ordnung nach den Bemerkungen zu Formel (4) verändern und dafür 
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xa'BcI)x{c-^x)JB^ = 
schreiben, und da hier x in c^x liegt, so ist auch nach Formel (2) 

xaBcD(c^x) , xB^ = 0; 
das heisst es zerfällt die Kurve (10) in den Kegelschnitt 
(11) xaBcDc^x = 

und in die Gerade B^, So wird das Produkt xa . , . D^x durch den 
Durchschnitt B^D^ und durch die beiden Durchschnitte des Kegel- 
schnitts (11) und der Geraden D^ auf Null gebracht. Zu diesem 
Resultate gelangt man übrigens auch leicht durch die blosse Betrachtung 
der Figur. Ist endlich dies Produkt xa . . .ViX ungleich Null, so stellt 
es einen durch x gehenden Strahl vor; soll dann xa . , , B^xB^ Null 
200 werden, so muss dieser Strahl mit B.^ f zusammen-, also sowohl x in 
B^ fallen als auch der Punkt xa , . . D^. Letzteres giebt die Gleichung 
xaBcDxB^c^D^B^ = 0, 

also einen Kegelschnitt, dessen Durchschnitte mit B^ die letzten beiden 
Punkte sind, welche xa , . . D^xB^ Null machen. Setzen wir hier den 
Punkt B^D^c^B^^e^^ so wird die Gleichung 

xaBcDxe^ == 0. 

Fasst man diese Resultate zusammen, so machen folgende neun Punkte, 

aber auch keine andern, statt x gesetzt, das Produkt xaBcDxB^c^D^xB^ 

Null: 

(xaBcDc^x = (xaBcDe^ = 



a, BD, acB, B.DcBaB,, B,B„ ^ ^ ^_^ ^ B.x^Q; 

Punkte, welche wir nach der Reihe durch 

a, 5, d, e, f, g und ä, i und k 

bezeichnen wollen. Die Kurven dritter Ordnung (9a) haben also 
diese neun festen Punkte a , . .h gemein. Man erhält demnach eine 
Schaar von Kurven dritter Ordnung, welche sich um jene neun festen 
Punkte schlingen und deren jeder in B^ ein Punkt, nämlich derjenige 
Punkt entspricht, in welchem die Kurve die Gerade ausser den Punkten 
i und h zum drittenmale schneidet. Wir werden daher jene Kurven- 
schaar einen Kurvenbüschel dritter Ordnung, die neun Punkte a . . .h 
die Mittelpunkte dieses Büschels nennen und den Büschel mit der 
durch zwei der Mittelpunkte i und /c gehenden Geraden perspektivisch 
setzen können. Von hier aus gelangt man, genau wie vorher, zur 
Projektivität eines Gebildes dritter und erster Ordnung und zu dem 
Durchschnitt eines Büschels dritter und erster Ordnung, welcher eine 
Kurve vierter Ordnung liefert, 
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§5. 
Allgemeine^ Projektivität und Perspektivität. 

Um nun das eingeschlagene Verfahren auf heliebige planimetrisclie 
Produkte anzuwenden, die das variable Element x enthalten ^ nehme 
ich an^ es sei X irgend ein Produkt^ welches eine veränderliche^ von 
X abhängige Gerade darstellt, und Ä sei eine feste Gerade. Dann 
drückt XÄj wenn es nicht etwa Null ist^ den Durchschnitt der 
Geraden X und Ä aus. Jedem Punkte x^ der nicht XÄ Null 
macht, entspricht eine bestimmte Gerade X und ein bestimmter Punkt 
in A. Welchen Punkten x entspricht derselbe Punkt in Ä^ zum 
Beispiel welchen der Punkt AG, den wir g nennen wollen? Den- 
jenigen Punkten offenbar, für welche X durch g geht, das heisst, für 
welche 

( ^^ = oder 

^ ^ \ XBG = 

ist. Enthält X den Faktor x ^-mal, so ist die gefundene Gleichung 201 
vom n-ten Grade und stellt also eine Kurve ^^-ter Ordnung vor. Allen 
Punkten dieser Kurve entspricht ein- und derselbe Punkt ^ in ^ oder, 
anders ausgedrückt: jener Kurve entspricht dieser Punkt. Setzt man 
g variabel, so erhält man eine Kurvenschaar, und jeder Kurve dieser 
Schaar entspricht ein Punkt in A, Es bleibt nun noch die Frage zu 
lösen: welche Punkte haben alle jene Kurven gemeinschaftlich, oder, 
anders ausgedrückt: für welche Punkte ^ ist X^ = 0? Um diese 
Frage zu beantworten, gehen wir auf die Entstehung der Linie X 
zurück. Dieselbe kann nur als Verbindungslinie zweier Punkte ent- 
standen sein. Es seien diese Punkte p und g, also X^pq und 

(12a) pqA = 0. 

Ist nun pq ungleich Null, so drückt diese Gleichung aus, dass die 
Gerade pq mit A zusammenfällt, das heisst, dass sowohl p als {auch} 
^ in ^ liegt, und man erhält die Gleichungen 

(13) . pA==:0 und qA = 0. 

Ist J9 in Bezug auf x von a-tem Grade, q von j3-tem, so sind die durch 
diese beiden Gleichungen dargestellten Kurven beziehlich von denselben 
Graden und liefern aß Punkte, welche pqA Null machen, ohne pq Null 
zu machen. 

Setzen wir hier statt A eine variable Linie i?, welche in Bezug 
auf X vom: Grade y ist, so werden die beiden obigen {Gleichungen (13) [ 
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zu Gleichungen von den Graden cc -\- y^ ß ~\- y^ und geben also 
(a + y)(/3 + y) Punkte, welche pqjR Null machen, ohne pq Null zu 
machen. Dasselbe würde auch noch gelten, wenn p und q Linien 
wären und R ein Punkt. Hierdurch hat man dann zugleich ein Mittel, 
um zu untersuchen, welche Punkte pq Null machen, indem man nur 
wieder p in seine zwei Linienfaktoren zu zerlegen braucht, und 
so fort. So können also die sämtlichen Punkte, welche XA gleich Null 
machen, gefunden werden. 

Fragt man nach der Anmhl der Punkte, so ergiebt sich leicht 
der interessante Satz, dass die Anzahl der Punkte, die ein Produkt 
pq Null machen, in welchem p in Bezug auf x vom Grade a, q vom 
Grade ß ist, und in welchem nur Punkte mit Punkten und Linien 
mit Linien multiplicirt sind, gleich a^ -\- aß -}- ß^ sei. Es gilt dies 
zunächst für das Produkt von x in einen konstanten Punkt a, indem 
xa Null wird {nur} für ^ ^ a. Gilt der Satz aber für irgend ein 
Produkt pqj so gilt er auch noch, wenn zu pq ein Paktor B hin- 
zutritt. Denn es seien p^ q, R beziehlich von den Graden a^ /3, y^ so 
ist nach der Annahme die Anzahl der Punkte, welche pq Null machen, 
gleich a^ -\- aß -^ ß^] die Anzahl der Punkte, welche pqR Null 
202 machen, f ohne p)Q. ^^^ ^^^ machen, ist, wie wir oben sahen, 
gleich {c^ -\- y){ß -{- y) = aß -^ (a -{- ß)y -\- y^'-, also ist die Anzahl 
der Punkte, welche überhaupt pqjR Null machen, die Summe 
beider Zahlen, mithin gleich (oc -{- ßY -}- {a -\- ß)y -\- y^] das heisst 
der Satz gilt auch dann noch, wenn irgend ein Faktor hinzutritt. Da 
nun das Produkt, wie es auch immer beschafiPen sei, nur damit be- 
ginnen kann, dass x mit einem konstanten Faktor multiplicirt wird, 
und für diesen Fall der zu erweisende Satz gilt, derselbe aber auch 
bestehen bleibt, wenn irgend ein neuer Faktor hinzutritt, so gilt er 
auch allgemein. 

Gehen wir jetzt auf das Produkt XÄ zurück, wo X vom n-ien 
Grade ist, so wird es nach dem angeführten Satze durch n^ Punkte 
Null gemacht. Die Kurvenschaar (12) schlingt sich also um n^ feste 
Punkte und liefert einen Karvenbüschel n-ter Ordmmg, welcher jene 
n^ Punkte zu Mittelpunkten hat. Jeder Kurve dieses Büschels ent- 
spricht in A ein bestimmter Punkt; und umgekehrt. Wir nennen 
wiederum jenen Büschel ^^-ter Ordnung mit dieser Geraden projÄmscA. 
Hat man zwei Kurvenbüschel, welche derselben Geraden projektivisch 
sind, so nennen wir diese Busch eP unter einander projektivisch. Es 
sei der eine Kurvenbüschel durch das Produkt X J., der andere durch 
das Produkt YA vorgestellt, wo X und Y wiederum Produkte sind, 
von denen das erstere x f^-mal als Faktor enthalte, das letztere m-mal. 
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rig. 22. 



Dann entspricht der Geraden X in A der Punkt XÄ, der Geraden Y 
der Punkt YÄ (Fig. 22). Sollen dann X und Feinander entsprechen, 
so müssen sie demselben Punkte in Ä entsprechen , das heisst, sich 
in demselben Punkt von A schneiden. Es sei dieser Punkt g^ so 
entspricht der Kurve Xg = 
die Kurve Y"^= 0, von denen 
jene von w-ter, diese von m-ter 
Ordnung ist, und von welchen, 
wenn g in A variabel wird, die 
erstere durch die n^ Punkte, 
welche XA Null machen, die 
letztere durch die m^ Punkte 
geht, welche YA Null machen. 
Suchen wir den Durchschnitt 
der beiden pro jektivischen Kur- 
venbüschel, das heisst die Gesamtheit der Punkte, in welchen sich je 
zwei entsprechende Kurven dieser beiden Büschel schneiden, so sei 
X einer dieser Durchschnittspunkte-, dann hat man sogleich, da XA 
zugleich in Y liegt, die Gleichung 

XAY=0, 

welche von (ni -f- ^)-tem Grade ist, und welche sogleich den allgemeinen 
Satz liefert: 

Zwei projeMiviscJie Kurvenbüschel, von denen der eine von m-ter, der 
andere von n-ter Ordnung ist, erzeugen als Durchschnitt eine Kmrve 
(m + n)-ter Ordnung. 

Um zur Perspeläivität zwischen einem Kurvenbüschel und einer203 
Geraden A zu gelangen, ist nöthig, dass jede Kurve des Büschels 
durch den entsprechenden Punkt der Geraden A gehe. Das wird am 
einfachsten erreicht, wenn man in den früheren Formeln (12) und (13) 
q^ x^ also X^px setzt, sodass pxA zu dem die Perspektivität 
darstellenden Produkte wird. In der That gehen dann die Formeln (12) in 

pxg = oder pxAG- = 

über, welchen offenbar durch x^ g genügt wird, das heisst, es geht 
die durch jene Gleichung dargestellte Kurve durch den ihr in A ent- 
sprechenden Punkt g. Die Gleichungen (13) werden dann 

pA = und xA = 0. 

Die durch sie bestimmten Punkte x sind also die Durchschnittspunkte 
der durch die erstere Gleichung dargestellten Kurve mit der Geraden A. 
Nimmt man wie oben an, dass X vom n-ien Grade ist, so ist p, da 

Grassmann, Werke. II. 7 
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X^^2^^ is^? ^^^^ 0^ — l)-ten Grade; also ist die Anzahl jener Durch- 
schnittspunkte n — 1 ; das heisst, Ton den n^ Mittelpunkten des Kurven- 
büschels liegen n — ^ 1 in der Geraden Ä. Daraus ergiebt sich fol- 
gender Satz: 

Ein Kurvenhüschel n-ter Ordnung kann dann, und nur dann, mit 
einer Geraden Ä perspektivisch sein, tvenn n — 1 seiner n^ Mittelpunkte 
in der Geraden A liegen; und swar entspricht dann jeder Kurve des 
Büschels derjenige Punkt der Geraden, in ivelchem die Kurve die Gerade 
mm n-ten Male schneidet. 

Es bedarf kaum der Erwähnung^ dass die vorstehenden Beziehungen 
auch gelten^ wenn man Punkt und Linie vertauscht, wodurch, die Kurven 
n-tGY Ordnung durch n^ feste Punkte in Kurven ^^-ter Klasse mit n^ 
festen Tangenten übergehen. Ich behalte mir vor, die Idee der höheren 
Projektivität in einem folgenden Aufsätze noch von einem andern Ge- 
sichtspunkte aus zu behandeln und dort diejenigen Beziehungen nach- 
zuholen, welche sich durch die hier eingeschlagene Methode weniger 
leicht zur Anschauung bringen lassen. 

Stettin, im Juli 1851. 
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Die höhere Projektivität in der Ebene; dargestellt 204 
durch Funktionsverknüpfungen, 



Von 
Prof. Dr. H. Grrassmaiiii^ 

Oberlehrer an der Eriedricli-Wilhelm-Scliiile zu Stettin. 



Grelle 's Journal Bd. 42, Heft III, S. 204—212 (1851). 



Die höhere Projektivität^ welche ich in der vorhergehenden Abhand- 
lung (S. 193) { hier S. 86 } , in Verbindung mit der höheren Perspektivität, aus 
den Principien der planimetrischen Multiplikation abgeleitet habe, lässt 
noch eine andere Behandlung zu, durch welche gewisse Beziehungen 
prqjektivischer Gebilde sich mit besonderer Leichtigkeit ergeben. Die 
Methode, welche ich hier anwenden werde, ist dieselbe, welche von Plück er 
mit so vielem Erfolge bei der Behandlung geometrischer Gegenstände 
angewandt ist, nämlich die Methode der Verknüpfung von Funktionen, 
deren jede, gleich Null gesetzt, eine gewisse Kurve darstellt. Der Zu- 
sammenhang dieser fruchtbaren Methode mit der geometrischen Ana- 
lyse (der Rechnung mit Punkten, Linien u. s. w.) lässt sich nicht 
deutlich machen, ohne die Additionsgesetze und die Gesetze der Be- 
ziehung zwischen der Multiplikation und Addition für räumliche Grössen 
darzustellen, was hier zu weit führen würde. Ich verlasse daher hier 
ganz den Weg der geometrischen Analyse und leite auch den Begriff 
der höheren Projektivität unabhängig von der früheren Darstellung ab, 
um dann am Schlüsse die Identität beider Begriffsbestimmungen nach- 
zuweisen. 

Es seien Ä und B Funktionen zweier Variabein x und y, und 
zwar beide vom n-ten Grade: so werden, in Bezug auf irgend ein 
Koordinatensystem, zu welchem x und^ die Koordinaten eines ver- 
änderlichen Punktes sind, die Gleichungen Ä == und i? = zwei 

7* 
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Kurven n-ier Ordnung darstellen. Umgekehrt: sind statt jener Funk- 
tionen die Kurven selbst gegeben, so sind dadurch die Punktionen, mit 
Ausnahme {je} eines noch willkürlich zu wählenden Faktors, bestimmt. 
Ferner ist bekannt, dass die Gleichung 
(1) aA + ßB^ 0, 

wo a und ß konstant sind, eine Kurve von gleichem Grade darstellt, 
welche durch diejenigen n^ Punkte geht, in denen sich Ä = und 
B = schneiden, und welche (wenn nicht cc oder ß Null ist) ausser 
205 diesen Punkten keinen Punkt mit J. = Of oder jB=0 gemein hat. 
Ebenso ist bekannt und ergiebt sich, wie Jenes, unmittelbar aus der 
Gleichung (1), dass, wenn a die Anzahl der Punkte ist, durch welche 
drei Kurven J. = 0, B = 0, C = einzeln genommen bestimmt werden, 
und wenn diese drei Kurven dieselben a — 1 Punkte gemein haben, 
dann auch jeder Punkt, welcher zweien derselben gemein ist, zugleich 
in der dritten liegt. Wir wollen die ganze Schaar der durch (1) dar- 
gestellten Kurven einen KurvenhüscJiel n-ter Ordnung nennen. Sind die 
Funktionen A und B gegeben, so ist zu jedem Verhältniss von a und 
ß die zugehörige Kurve (1) bestimmt; und umgekehrt: durch jede 
Kurve, welche durch die n^ Durchschnittspunkte geht, oder durch einen 
Punkt dieser Kurve, der nicht zu jenen n^ Punkten gehört, ist es das 
Verhältniss von a zu ß. Sind nicht A und B selbst, sondern nur die 
durch sie dargestellten Kurven gegeben, und ist ausserdem zu einem 
bestimmten Verhältniss von a zu /3 ein Punkt der Kurve (1) gegeben 
der aber weder in A noch in B liegt, so ist dadurch zugleich das Ver- 
hältniss der entsprechenden Koefficienten in A und jB und zu jedem 
Verhältniss von a zvl ß die Kurve bestimmt. Man kann also ausser 
den durch A und jB dargestellten Kurven noch eine, durch ihre n^ 
Durchschnittspunkte gehende Kurve von derselben Ordnung willkürlich 
annehmen und die willkürlichen Faktoren der Funktionen A und B 
so bestimmen, dass die Kurve etwa durch die Gleichung 

(2) jL + :b = 

dargestellt wird. Dann ist mittels dieser drei Kurven zu jedem Ver- 
hältniss von a und ß die zugehörige Kurve bestimmt; und umgekehrt. 
Alle diese Beziehungen gelten natürlich auch, wenn x und y Linien- 
koordinaten und also Ay Bj 0... Kurven n-i&c Klasse sind; nur dass 
man dann statt der Punkte Linien zu setzen hat; und umgekehrt. 
Wir wollen dann die Schaar der durch (1) dargestellten Kurven eine 
Kurvenreihe n-ter Klasse nennen. Die Kurvenreihe erster Klasse ist 
dann eine punktirte Gerade. Nimmt man nun ausser den Kurven, 
deren Gleichungen J.==0, B==Oj A-\~B=0 sind, zwei Kurven 
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m-ter Ordnung (oder m-ter Klasse) an, deren Gleichungen J.^ = und 
B^ == sind, und eine dritte Kurve m-ter Ordnung (oder m-ter Klasse), 
die durch die m^ Durchschnittspunkte der ersteren geht (oder von den 
m^ gemeinschaftlichen Tangenten der ersteren berührt wird), bestimmt 
die willkürlichen Faktoren der Punktionen Ä^ und B^ so, dass die 
Gleichung der dritten Kurve 

ist, und setzt endlich je zwei Kurven, die durch die Gleichungen 

(3) ccÄ-]- ßB = und aÄ^ + ßB^==0 206 

(mit demselben Verhältniss von a zu ß) bestimmt sind, einander ent- 
sprechend, so nennen wir jenen Kurvenbüschel ^-ter Ordnung (oder 
jene Kurvenreihe ^-ter Klasse) und diesen m-ter Ordnung (oder diese 
m-ter Klasse) zu einander projeMivisch. Es ergiebt sich hieraus sogleich 
folgender Satz: 

Die projeUivisehe Beziehung ziveier Gebilde (KurvenUlschel oder 
Kurvenreihen) wird durch drei Paare entsprechender Kurven bestimmt; 
das heisstf man Imnn drei solche Paare iviUkürlich setzen; aber dann ist 
m jeder vierten Kurve des einen Gebildes die entsprechende des pro- 
jektivischen Gebildes bestimmt 
Ferner: 

Wenn zwei Gebilde einem dritten projektivisch sind, so sind sie es 
auch untereinander. 

Den Durchschnitt zweier projektivischer Kurvenbüschel, das heisst, 
die Gesamtheit der Durchschnittspunkte ihrer entsprechenden Kurven, 
erhält man sogleich, wenn man in den beiden Gleichungen (3) das- 
selbe X und y annimmt und a und ß eliminirt. Dies giebt die 
Gleichung 

(4) A^B — ÄB, = 

als Gleichung des Durchschnitts. Da diese Gleichung vom (m -f- ';^)-ten 
Grade ist, so erhalten wir den Satz: 

Der Durchschnitt eines Kurvenbüschels m-ter und eines n-ter Ord- 
nung ist eine Kurve (m -|- n)-ter Ordnung, 

Um auch umgekehrt die projektivische Erzeugung einer beliebigst 
Kurve ^^-ter Ordnung, das heisst, ihre Erzeugung mittels des gegen- 
seitigen Durchschneidens projektivischer Büschel darzustellen, bedarf es 
noch einiger Hilfssätze, deren Beweis ich der Ueb ersichtlichkeit wegen 
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liier folgen lassen werde. Es gründen sicli diese Sätze auf den be- 
kannten Satz, dass eine Kurve n-ter Ordnung durch jn(n -[- 3) Punkte 
bestimmt wird, und auf die Formel 

~m(m + 3) -)- jn(^n + 3) -[- ^^^'^'^ == i(^^ + '/'OO^'^ + '^^ + 3). 

Wir wollen die Kurven m-ter Ordnung mit JL, JL^, . . ., die n-ier mit 
Bj B^y . . . und die (m -f- ^^)-ter mit C bezeichnen und die Anzahl der 
Punkte, durch welche diese Kurven beziehlich bestimmt werden, mit 
a, 6, c; dann wird die obige Formel zu 

Stellt man sich nun, dies vorausgesetzt, durch die Kurve C zwei 
Kurven Ä und B gelegt vor, deren mn gegenseitige Durchschnitte 
207in C liegen, so schneidet f die erstere die G noch in m^, die letztere 
noch in n^ Punkten. Durch a — 1 jener m^ und durch h — 1 dieser 
n^ Punkte lege man beziehlich die Kurven (m-ter und ^^-ter Ordnung) 
Ä^ und jB^, sodass sie sich auf einem Punkte der Kui*ve begegnen. 
Fasst man dann Ä und B^ zu einer Kurve (m -f- t^)-ter Ordnung zu- 
sammen, und ebenso Ä^ und I?, so haben die drei Kurven (m + '/^)-ter 
Ordnung C, ÄB^ und Ä^B folgende Punkte gemein: 

1) Die mn Punkte in A, B, C, 

2) die a ^ — 1 Punkte in J., Ä^, C, 

3) die & — 1 Punkte in B, B^, C\ 

4) den einen Punkt in Ä^^ B^^ C. 

Also haben sie im Ganzen mn -{- a -{- h — 1 = c — 1 Punkte gemein, 
und folglich liegen auch die Durchschnitte von je zweien der drei 
Kurven zugleich auf der dritten: also liegen auf G auch die m^ Durch- 
schnitte von Ä und Ä^^ die n'^ Durchschnitte von jB und B^ und die 
mn Durchschnitte von Ä^ und B^. Hierdurch ist folgender Satz be- 
wiesen : 

Wenn man durch mn PimUe einer Kurve (m -{- nj-ter Ordnung G 
eine Kurve m-ter Ordnung A und eine Kurve n-ter Ordnung B legt 
(vorausgesetzt^ dass dies möglich sei), so schneidet jene die Kurve G 
ausserdem noch in denjenigen m^ Punlden, durch ivelche sich eine heweg- 
liehe Kurve m-ter Ordnung A^ legen lässt, und diese in denjenigen n^ 
Punkten, durch ivelche sich eine bewegliche Kurve n-ter Ordnung B^ legen 
lässt; und tvenn von den gegenseitigen Burchschnittspunkten dieser heiden 
beweglichen Kurven A^ und B^ einer auf der Hauptlmrve C liegt, so 
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liegen auch ihre sämtlichen übrigen mn — 1 DtirchschniUspimlde auf 
dieser Kurve. 

Für m == 1 lässt sich dieser Satz in folgender Form ans- 
sprechen : 

Wenn man dmrch eine Kurve (n -f- ^yter Ordnung C eine Gerade, 
und durch n ihrer Durchschnitte mit G eine Kurve n-ter Ordnung legt, 
so schneidet dieselbe die Hauptkurve G in den n^ PunMen, durch ivelche 
sich eine bewegliche Kurve n-ter Ordnung legen lässt Die betvegliche 
Kurve schneidet die Hauptlmrve ausserdem in n Punkten, tvelclie in einer 
beweglichen^ um einen festen Punkt der Hauptkurve rotirenden Geraden 
liegen. 

Ganz auf entsprechende Weise lässt sich der Satz für m = 2 aus- 
drücken. Ist hingegen m grösser als 2, so lässt sich nicht mehr 
allgemein durch mn Punkte der Kurve { G] eine Kurve 7^-ter Ordnung 
legen, v^eshalb man dann auf die ursprüngliche Fassung zurück- 
gehen muss. 

Hieraus ergiebt sicli nun unmittelbar die projektivische Erzeug- 208 
barkeit aller algebraischer Kurven; namentlich mittels eines Kurven- 
büschels und eines Strahlenbüschels. In der That: ist eine Kurve 
(n -f- l)-ter Ordnung G gegeben, welche projektivisch erzeugt werden 
soll, so lege man durch sie eine beliebige Gerade A hindurch. Durch 
n ihrer Durchschnittspunkte mit G lege man eine Kurve n-i&r Ord- 
nung jB hindurch-, durch A\q n'^ Punkte, in welchen diese die Kurve G 
ausserdem noch schneidet, lege man zwei Kurven t^-ter Ordnung jB^ 
und i?2, welche nach dem soeben bewiesenen Satze die Hauptkurve 
noch in je n Punkten schneiden, die in zwei geraden Linien liegen. 
Diese geraden Linien, welche wir A^ und A^ nennen wollen, treffen 
nach demselben Satze die Gerade A in demjenigen Punkte, in welchem 
sie die Kurve G noch zum (^n -f- l)-ten Male schneidet. Setzt man 
nun die Kurven B, i>\, JSg beziehlich mit den Geraden A, A^, A^ als 
einander entsprechende Elemente zweier projektivischer Büschel, so ist 
dadurch die projektivische Beziehung dieser Büschel bestimmt, und ihr 
Durchschnitt ist eine Kurve {n -f- l)-ter Ordnung, welche mit C die 
n^ Mittelpunkte des Kurvenbüschels '/^-ten Grades, den Mittelpunkt des 
Strahlenbüschels und die ?>n Durchschnitte der entsprechenden Ele- 
mente, also im Ganzen (/^ + 1)^ + ^^ Punkte gemein hat, folglich 
mit (7 zusammenfällt. Hierdurch ist dann die projektivische Erzeugung 
von G dargestellt. 

Durch diese projektivische Erzeugbarkeit der höheren Kurven 
aus niederen hat man also ein Mittel gewonnen, um von den geraden 
Linien aus auf rein geometrische Weise die sämtlichen algebraischen 
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Kurven zu erzeugen; und es wäre möglicli^ auf dieser Erzeugungsweise 
eine rein geometrische Theorie dieser Kurven aufzubauen, wie denn 
auch in jener Erzeugungsweise eine rein geometrische Definition aller 
algebraischen Kurven von den verschiedenen Ordnungen unmittelbar 
enthalten ist. 

Um die höhere Projektivität noch unmittelbarer auf geometrische 
Konstruktion zu gründen^ gehe ich auf die höhere PerspeMivität zurück, 
werde jedoch hier nur die Perspektivität zwischen Gebilden n-ien und 
ersten Grades ins Auge fassen. Ich nenne einen Kurvenbüschel ^-ter 
Ordnung mit einer Geraden Ä perspeMivisch, wenn von den n^ Mittel- 
punkten des erstem n — 1 in J- liegen und jeder Kurve jenes Büschels 
ihr n-ier Durchschnittspunkt mit Ä entspricht; das Entsprechende setze 
ich für die reciproken Gebilde. Es ist dann zuerst nachzuweisen, dass 
die PerspeMivität nur eine besondere Art der ProjeMivität ist, das 
209heisst, dass je zwei perspektivische Gebilde auch f projektivisch sind. 
Es sei zu dem Ende ein Kurvenbüschel n-ier Ordnung gegeben, von 
dessen n'^ Mittelpunkten n — 1 in der Geraden Ä liegen. Es sei A 
zur Abscissenaxe eines Koordinatensystems genommen, und die Abscissen 
jener n — 1 Punkte seien a^, a^, - - - an—i. Es seien ferner zwei 
Kurven des Büschels angenommen, und die Abscissen der Punkte, worin 
jene Kurven die Gerade Ä zum ^^-ten Male schneiden, seien beziehlich b 
und \ . Dann sind, wenn man das Produkt 

(x — ö^i)(^ — a^) . . . (x — a^^i) 

durch C bezeichnet und unter D und D^ ganze Funktionen { (n -r— l)-ten 
Grades} von x und y versteht, die Gleichungen der beiden Kurven von 
der Form 

B=G{x — b) + yD=^0, 
B, = C{x-\)+yB,^0. 

Hierauf geht die Gleichung aB -\' a^B^ = Q in 

über. Es geht also die durch diese Gleichung dargestellte Kurve durch 
einen Punkt von A, dessen Abscisse ~ — i-^^— i- ist. Es ist aber nun=- 
mehr nach dem Begriffe der Projektivität zu zeigen, dass, wenn man 
die drei Punkte, deren Abscissen &, K imd — '-^ — ^— ^ sind, als Kur- 
ven erster Klasse ansieht, zwischen ihren Gleichungen die entsprechende 
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Beziehung stattfinde. Um nichts im Beweise zu übergehen, wollen wir 
auch dies noch nachweisen. Die Gleichung xx-\-yy-\-l = ist, 
wenn x und y Punktkoordinaten und x und y' konstant sind^ die 
Gleichung einer geraden Linie. Man nennt dann x und y bekanntlich 
die Koordinaten (Linienkoordinaten) dieser Linie. Sind jetzt x und y 
konstant, so ist jene Gleichung die durch Linienkoordinaten aus- 
gedrückte Gleichung des Punkts, dessen (Punkt-) Koordinaten x und y 
sind. Also ist die Gleichung des Punkts, dessen Abscisse h oder &^ ist, 

x'l) + l = 0, 
x'\ + 1^0; 

mithin giebt das «-fache der ersten, zu dem j3-fachen der zweiten 
addirt, die Gleichung 

, ah -\- a^\ 



a + «1 



+ 1 = 



als die Gleichung des Punkts, dessen Abscisse ~ — ±-^i— L ist, das heisst, 

des Durchschnittspunkts der Kurve aB -{- a^B^ = mit der Geraden Ä. 
Also sind f die Kurven jenes Büschels denjenigen Punkten der Geraden J.210 
projektivisch entsprechend, in wel- 
chen die Geraden von den Kurven 
zum ^^-ten Male geschnitten werden, 
oder, da das nämliche auch reciprok 
gilt: 

Zwei perspektivische Gebilde 
sind mgleich einander projeMi- 
visch 

Will man nun eine beliebige 
Kurve (n + l)-ter Ordnung Sl per- 
spektivisch erzeugen, so lege man 
(Fig. 23) {zwei Gerade} A und B 
durch sie hin. Durch n Durch- 
schnittspunkte von Ä und Sl und 
durch ^ — 1 Durchschnittspunkte von 
B und Sl lege man eine Kurve 
n-ter Ordnung T^ hin. Dies ist alle- 
mal möglich, da jn(n -{- ä) — n j,.^, ^^ 
— (n — l)==~n(n — 1) -|- 1 immer 

positiv ist. Dann sind die n^ Punkte, in welchen die Kurve F^ die 
gegebene Kurve Sl^ ausser in den n Punkten in Ä, noch schneidet, 
solche Punkte, die sich als Mittelpunkte eines Kurvenbüschels n-ter 
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Ordnung setzen lassen; und zwar liegen n- — 1 derselben in einer Ge- 
raden^ nämlicli in S. Die Gerade B möge die Kurve F^ zum ^^-ten 
Male in 2h schneiden und die Kurve Sl zum ^^-ten und (n + l)-ten 
Male in 2h ^^^ Ps- Ferner sei der Punkt ^ in welchem die Gerade Ä 
die Kurve Sl zum (^ -[~ l)-ten Male schneidet, h Sind nun Pg; F^ die 
Kurven jenes Büschels , welche durch 2h ^^^ ft g^ten, so schneiden 
diese nach dem oben bewiesenen Satze die Geraden p^k und p^h be- 
ziehlich in je n Punkten, welche zugleich in der Kurve Sl liegen. 
Setzt man also die drei Kurven F^, F^, F^ beziehlich den drei Ge- 
raden Ä, p^lCj 2h^^ projektivisch entsprechend, so hat der Durchschnitt 
jenes Kurvenbüschels und dieses Strahlenbüschels um />; die n^ Mittel- 
punkte des erstem, den einen Mittelpunkt des letztern und die 3l^ 
Punkte in A, p^li, j9o/i; mit der Kurve Sl gemein, also im Ganzen 
{n -\- ly -^ n Punkte; mithin fallt dieser Durchschnitt, da er zugleich 
eine Kurve (n -f- l)-ter Ordnung ist, mit ^ zusammen, und folglich 
ist ^ als Durchschnitt erzeugt. 

Will man auch die Strahlen des Strahlenbüschels durch Kon- 
struktion erzeugen, so hat man nur durch einen der Punkte 2h oder 
jP3, zum Beispiel durch p^, eine beliebige Gerade D zu legen, den 
Durchschnittspunkt von D und A mit 2h ^^^ ^ ^^ V^ ^^ verbinden, 
durch den Durchschnittspunkt dieser beiden Verbindungslinien, den 
ich c nennen will, nach demjenigen Punkte p in jB, zu welchem man 
den entsprechenden Strahl sucht, eine Gerade zu ziehen und durch 
den Durchschnittspunkt g dieser Geraden und der Geraden D den 
Strahl Ä^ zu ziehen; dann ist dieser der gesuchte Strahl. Denn wenn 
p in j9j^, p^ oder pg rückt, so rückt fcg in die Lage von JL, p^fc, j?gfc, 
während Uq^ dem p projektivisch entsprechend ist. 

Ich will hier noch bemerken, dass, wenn x den variablen Punkt 
darstellt, der die Kurve ^ beschreibt, und man die von mir in den 
211 früheren Aufsätzen angewandte Bezeichnung festhält, den Punkt p 
aber, in welchem die Kurve F des Kurvenbüschels die Gerade jB 
schneidet, als Funktion des Punktes x setzt, in der Art dass, wenn x 
in der Kurve F liegt, p den /^-fcen Durchschnitt von F mit jB darstellt, 
dann die Gleichung der Kurve ^ folgende ist: 

pcDhx = 0. 

Denn diese Gleichung drückt aus, dass, wenn der Punkt, in welchem 
pc die Gerade D schneidet, mit Ic verbunden wird, diese Gerade 
durch X, das heisst einen Punkt von F geht; also stellt dann x den 
Durchschnitt dieser Geraden mit F, also den Durchschnitt des Kurven- 
büschels und des Strahlenbüschels, folglich die Kurve Sl dar. Ich 
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werde auf dies interessante Resultat in einem späteren Aufsatze zurück- 
kommen. 

Es bleibt mir noch übrig, die Uebereinstimmung des hier gegebenen 
Begriffs der Projektivität mit dem früher gegebenen darzustellen. Der 
Begriff der höheren Projektivität wurde dort abhängig gemacht von 
einem planimetrischen Produkte zweier gerader Linien oder zweier 
Punkte, von denen der eine Paktor von dem variablen Punkte x ab- 
hängig, der andere konstant war. Ich will hier nur den Fall be- 
trachten, wo das Produkt aus zwei Punkten besteht, woraus der andere 
Fall durch Reciprocität von selbst hervorgeht. Dann sei der von x 
abhängige Punkt ^, der konstante a, und Ä, B^ G . . . seien gerade 
Linien, die durch den Punkt a gehen. Dann entsprechen nach der 
dortigen Definition den Kurven 

die Geraden J_, I?, C . . Nun seien in Bezug auf irgend ein Koordi- 
natensystem x^j X2 die Koordinaten des variablen Punkts x und p^ 
und P2 die von p), ^md die Gleichungen der Geraden Ä und B seien 

Ä' = %^j -|- a2X2 + ^3 == 
und 

Dann ist die Gleichung jeder andern Geraden 0, die durch den Durch- 
schnitt von Ä und B geht, 

das heisst 

{aa, -f ßß^)x, + (aa^ + ßß^)^^ + «^3 + ßßs = 0- 

Nun drücken die Gleichungen 

pÄ = 0, pB = 0, pC==0 

aus, dass der Punkt jj in der Geraden Ä oder B oder C liege, dass 
heisst, dass p^ und p^^ statt f x^ und x^ gesetzt, den Gleichungen 212 
dieser Geraden genügen. 
Man hat also 

<^iPi + ^2^2 + ^3 = ö, 

ßlPl + ß2P2 + ^3 = 0, 

(aa, + ßß,)p, + {aa^ + ßß^jp^ + ctc^^ + ßß^ = 0- 
Die letztere Gleichung können wir auch so schreiben: 

a(a^p^ + c^2Ä + ^3) + ßißiPi + ß^P^ + ß^) = 0, 
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Sie ist die Gleicliung der Kurve; welche nach jener Definition der 
durch die Gleichung 

aA + ßB' = 

dargestellten Geraden entspricht. Durch diese beiden Gleichungen 
war aber der Begriff der Projektivität, wie wir ihn in diesem Auf- 
satze gegeben haben, bestimmt; also ist die Uebereinstimmung beider 
Begriffe nachgewiesen. 

Stettin, im Juli 1850. 
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VII. 

Erzeugung der Kurven vierter Ordnung durch 
Bewegung gerader Linien. 

Von 
Prof. Dr. H. Grrassmann, 

Oberlehrer an der Friedricli-Willielra-Sohule zu Stettin. 



Orelle's Journal Bd. 44, Heft I, S. 1—25 (1852). 



Ueber die Erzeugung der Kurven vierter Ordnung durch gerade 
Linien habe ich in Grelle' s Journal (Band 42, S. 190 {hier S. 84}) fol- 
genden Satz aufgestellt: 

Wenn der PunM x Anfangspunkt von vier offenen Figuren ist, 
von denen 0wei und zwei ein gemeinschaftliches Endelement haben, wahrend 
die heiden gemeinschaftlichen Elemente zugleich Grenzelemente einer fünften 
offenen Figur sind, so beschreibt x, wenn die sämtlichen Ecken der 
offenen Figuren in festen Geraden und die sämtlichen Seiten derselben 
um feste Tunkte sich bewegen, eine Kurve vierter Ordnung, 

Ich erinnere hier daran, dass ich dasjenige Element (Punkt oder 
Linie), mit welchem eine offene Figur beginnt oder schliesst, ein Grenz- 
element derselben nenne. Zur Erläuterung möge Pig.30 {S.112} dienen, 
in welcher der Punkt y Endelement zweier von x ausgehenden offenen 
Figuren und die Linie .Z' Endelement der beiden andern ist, während 
die von y zu Z übergehende offene Figur eine Seite und eine Ecke 
enthält. Es kann auch insbesondere der Fall eintreten, dass eine oder 
die andere offene Figur nur aus einem Punkt und einer Linie besteht, 
also gar keine Seiten und Ecken hat, sondern von dem Anfangselement 
sogleich in das Endelement übertritt. Dieser Fall tritt zum Beispiel 
in Fig. 29 {S.112} ein, wo von den vier von x ausgehenden offenen 
Figuren die beiden mittleren nur aus dem Punkte x und einer Geraden 
Y oder Z bestehen. 
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Zu den verschiedenen Specialsätzen, in welche der angeführte Satz 
zerfällt^ gelangt man leicht, wenn man bedenkt, dass die beiden Ueber- 
gangselemente (so nenne ich die beiden Grenzelemente der ver- 
mittelnden offenen Figur, welche in dem 
Satze als die fünfte offene Figur be- 
zeichnet ist) entweder Punkte sein können, 
wie y und s in Fig. 24, oder Gerade, wie 
Y und Z in Fig. 25, oder das eine ein 
öA^y Punkt, das andere eine Gerade, wie y und 
Z in Fig. 26, und dass, wenn ein Ueber- 
gangselement eine Gerade ist, von den 
beiden offenen Figuren, die von x aus nach 
diesem Uebergangselement hingehen, die 
eine bloss aus dem Punkte x und diesem 
Uebergangselemente bestehen f kann, wie 
zum Beispiel in Fig. 27, wo das Ueber- 
gangselement Z von X. ausgeht. Hierdurch 
zerfällt der allgemeine Satz in sechs Specialsätze, welche ich hier kurz 
zusammenstellen will. 

1) Wenn man in einem Polygon (Fig. 24) von einer Ecke :r zwei 
Diagonalen zieht imd sich das Polygon (dessen Seiten und Winkel 






Fig. 25. 



Fig. 2ß. 



hier überall als variabel angenommen werden) so bewegt, dass alle 
Ecken, ausser den drei von den Diagonalen getroffenen, in geraden Linien 
fortschreiten, und alle Seiten, wie auch die { beiden von x ausgehenden } 
Diagonalen, um feste Punkte sich drehen, so beschreibt x eine K^urve 
vierter Ordnung. 
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2) Dasselbe geschieht, wenn man (Fig. 25) statt der beiden Diago- 
nalen von X zwei Gerade nach zwei Seiten des Polygons zieht und 
das Polygon sich so bewegen lässt, dass diese Geraden und alle Seiten, 
ausser jenen zweien, um feste Punkte ,sich drehen und sowohl die 
Endpunkte jener beiden Geraden als auch alle Ecken des Polygons,, 
ausser x, in geraden Linien fortschreiten. 

3) Ferner geschieht auch noch dasselbe, wenn man (Fig. 26) nur 
statt einer Diagonale eine Gerade nach einer Seite des Polygons zieht. 

4) Wenn zwei Polygone (Fig. 27) eine gemeinschaftliche Ecke x 
haben, während die Polygonwinkel an dieser Ecke einen gemeinschaft- 
lichen Schenkel haben, und man in einem dieser Polygone von x eine 





Fig. 27. 



Fig. 28. 



Diagonale zieht, so beschreibt Xy wenn sich alle Ecken, ausser den von 
der Diagonale getroffenen, in geraden Linien bewegen und alle Seiten 
beider .Polygone, ausser den ineinander liegenden, um feste Punkte 
drehen, eine Kurve vierter Ordnung. 

5) Das Gleiche geschieht auch (Fig. 28), wenn man von x statt 
der Diagonale, die um einen festen Punkt rotirt, eine Gerade zieht, 
deren Durchschnittspunkt mit einer Seite des Polygons sich in einer 
festen Geraden bewegt. 

6) Wenn drei Polygone (Fig. 29) eine gemeinschaftliche Ecke x 
haben und ihre an dieser Ecke befindlichen Polygonwinkel stetig an 
einander liegen und sich dann die Polygone so bewegen, dass alle 
Ecken, ausser x, in festen Geraden fortschreiten und alle Seiten, ausser 
denjenigen, in welchen jene stetigen Winkel aneinander grenzen, um 
feste Punkte sich drehen, so beschreibt x eine Kurv^e vierter Ordnung, 

7) Alle vorstehenden Sätze gelten auch noch, wenn man (Fig.. 30) 
statt, der von x gezogenen - Geraden gebrochene Linien setzt, deren 
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Seiten um feste Punkte und deren Ecken in festen Geraden sicli 
bewegen. 
3 Da der allgemeine, an die Spitze gestellte Satz seinerseits wieder 

nur ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes ist, den icb in meiner 
Ausdebnungslebre (S. 224 u. f. { Ges. Werke 1, 1 S. 246 u. f. } ) und im 





Fig. 29. 



Fig. 30. 



31. Bande des öreife'schen Journals { hier S. 49 u. f. } ausführlich be- 
wiesen habe, so darf ich mich hier des Beweises entheben, zumal derselbe 
nicht die mindesten Schwierigkeiten hat. 

Ungleich schwieriger ist der Nachweis, dass sich, umgekehrt, jede 
beliebige Kurve vierter Ordnung auf jede der sechs Arten, welche in 
den vorhergehenden Specialsätzen dargestellt sind, erzeugen lässt. Ich 
werde hier die einfachsten ErzeuguDgsarten, durch welche jede beliebige 
Kurve vierter Ordnung hervorgebracht werden kann, in einem Satze 
zusammenstellen und dann die Beweise ihrer Allgemeinheit liefern: 
Jede Kurve vierter Ordnung lässt sieh erzeugen als Ort: 

1) Einer Ecke (x) eines Sechsecks {Fig. 24), in welchem von dieser 
Ecke (x) swei Diagonalen nach zwei einander henachharten Ecken ge- 
zogen sind und in welchem diese Diagonalen und alle. Seiten durch feste 
Funkte gehen, tvährend alle von den Diagonalen nicht getroffenen Ecken 
in festen Geraden liegen. 

2) Einer Ecke (x) eines Fünfecks (Fig, 25), in ivelchem von dieser 
Ecke (x) nach zwei Funkten (p^ und p^), die in zwei aneinanderstehenden 
Seiten liegen^zwei Gerade gezogen sind und in welchem alle übrigen Seiten 
sowie diese beiden Geraden (xp^und XP2) durch feste Funkte gehen, während 
die Funkte (p^ und p^) und alle Ecken, ausser x, in festen Geraden liegen. 

S) Der Spitze (x) eines Fünfecks (Fig. 26)/ in welchem von der 
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Spitze nach einem Punkte (p) der Gnmdseite und nach einer daran 
liegenden Ecke ^wei Gerade gesogen sind, %md in welchem diese Geraden 
und alle Seiten, ausser der Grundseite, durch feste Funkte gehen, während 
jener Punkt (p) und alle von der Diagonale nicht getroffenen Ecken in 
festen Geraden liegen. 

i) Der gemeinschaftlichen Ecke (x) eines Vierecks und eines stetig 
daran liegenden Breiecks (Fig. 27), ivenn die von dieser Ecke gezogene 
Diagonale des Vierecks und alle Seiten beider Figuren, mit Ausnahme 
der aufeinander fallenden , durch feste Punkte gehen imd alle von der 
Diagonale nicht getroffenen Ecken in festen Geraden liegen. 

5) Der gemeinschaftlichen Ecke (x) eines Dreiecks und eines stetig 
daran liegenden Vierecks (Fig. 28), in ^velchem von dieser Ecke x nach 
einem Punkte (p) der an die gemeinschaftliche Seite sich anschliessenden 4 
Seite eine Gerade gezogen wird, während diese Gerade und alle Seiten, 
ausser der gemeinschaftlichen, durch feste Pimkte gehen und jener Pimkt 
(p) sowie alle Ecken, ausser x, in festen Geraden liegen. 

6) Der gemeinschaftlichen Spitze x dreier stetig cm einander liegender 
Dreiecke (Fig. 29), deren itbrige Ecken in festen Geraden liegen und 
deren Grundseiten und äusserste Schenkel chirch feste Punkte gehen. 

Ehe icli zu den Beweisen dieser Sätze übergehe, will ich der 
Ueb ersieht wegen diejenigen Formeln Yoranstellen, auf welche ich dabei 
zurückgehen werde. Ueberall werde ich unter den kleinen Buchstaben 
Punkte, unter den grossen gerade Linien verstehen. Wie in den frühern 
Aufsätzen soll: 

(1) ab 
die durch a und h gehende Gerade, 

(2) AB 

den Durchschnitt von A und B bezeichnen. Ferner soll 

(3) aZ> = oder ct^h 

ausdrücken, dass a und h zusammenfallen, 

(4) AB=^0 oder A = B, 
dass A und B zusammenfallen, 

(5) Ah^Q oder & J. = 0, 
dass h in A fällt. 

Nun habe ich gezeigt, dass die Gleichung 

(6) ^A--0, 

wenn A^ und i^ Produkte in dem Sinne der Formeln (1) und (2) sind, 
welche den Punkt x zusammen ft-mal als Faktor enthalten, die Gleichung 

Grass mann, Werke. 11. 8 
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einer von x beschriebenen Kurve pter Ordnung ist. Diesen Satz babe 
ich den erweiterten PascaV sehen genannt. Der Pascafsche Satz über 
das mystische Sechsecl^Yi^^i sich, wenn xaicde dieses Sechseck ist, durch 
die Formel 

(7) (xa . cd){ab . de)(bc . ex) = 

ausdrücken, da dieselbe nur aussagt, dass die drei Durchschnittspunkte 
der gegenüberliegenden Seiten jenes Sechsecks in gerader Linie liegen. 
Setzt man hier cd"^ B, ah , de^^ c^, hcEEED, so erhält man fol- 
genden Satz: 

Die GleicJumg 

(8) xaBc^JDex = 

ist die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch die fünf PanMe a, e, 
BDy ac^D, ec^B geht. 
) Noch füge ich folgende einfache Umgestaltungsformeln hinzu: 

Die Gleichung 

( axBcx = 

(9) \ drückt aus, dass entweder 

I acx = oder Bx == 

ist. Denn die Gleichung drückt aus, dass der Punkt axB mit c und x 
in gerader Linie liegt. Dies ist aber erstens der Fall, wenn x m B 
liegt, indem axB ^ x wird. Liegt hingegen x nicht in jB, so ist 
axB von x verschieden, und die Gleichung sagt dann aus, dass c in 
der durch die Punkte axB und x gelegten Geraden, das heisst, in der 
Geraden ax liegen muss. Es muss also nothwendig entweder Bx oder 
acx Null sein. 

Ferner die Gleichung 

a6C = 
ist, wenn ah nicht Null ist, gleichbedeutend mit dem Glei- 
chungspaare 

aC=0 und 6C=0. 



(10) 



Denn ahC = drückt dann aus, dass die Gerade ah mit C zusammen- 
fällt, das heisst, dass a und h in C fallen. Ebenso ist die Gleichung 



(11) 



^jBc = 0, 
wenn AB nicht Null ist, gleichbedeutend mit dem Glei- 
chungspaare 

Ac = und Bc^O. 



Hosted by 



Google 



Sätze über gleicla Null gesetzte Produkte. 115 

Endlich ergiebt sicli leicht der Satz: 

Wenn ein fortschreitendes planimetrisches ProduM (das heisst 
ein ProdiiM im Sinne der Formeln (1) his (5)), ivelclies mit zwei PimM- 
oder Linien-Faldoren beginnt und scJdiesst^ ^vährend sonst iiberall Punld 
und Linie tvechseln. Null ist, so UeiU es mich Null, 'wenn man, von 
einein heliebigen Fahtor an, die ganze Faläoren reihe itmltehrt und in 
Klammern schliesst, ziim Beispiel ^venn 

{ ahCdEfg^O 

(12) \istj so ist auch 

l a{gfEdCh) =0. 

Denn die erste Gleichung drückt ans^ dass die drei Punkte 
ahCdE, fj g in gerader Linie liegen. Dasselbe drückt die Gleichung 
aiCdE{gf) = aus. Vermöge dieser Gleichung gehen wieder die drei 
Geraden ah Cd, E, gf durch einen und denselben Punkt^ und das 
Nämliche drückt die Gleichung abGd{gfE) = aus^ u. s. w. 

Obgleich sich noch manche Formel aufstellen Hesse ^ die für den 
gegenwärtigen Zweck von Nutzen sein würde^ wird man doch mit den 
vorstehenden Formeln ausreicheuo 

Indem ich nun zum Beweise des oben aufgestellten sechsfachen 6 
Satzes übergehe, bemerke ich noch/ dass ich mich nicht damit be- 
gnügen werde, bloss im Allgemeinen die Erzeugbarkeit der Kurven 
vierter Ordnung auf die dort angegebenen sechs Arten nachzuweisen, 
sondern dass ich überall bis zur geometrischen Konstruktion derjenigen 
Punkte und geraden Linien fortschreiten werde, in welchen sich die 
Geraden und Punkte der veränderlichen Figur bewegen müssen, damit 
der Punkt x eine gegebene Kurve vierter Ordnung erzeuge. 

Ich zerlege zu dem Ende den Beweis in eine Reihe von Aufgaben, 
die ich in den folgenden Paragraphen lösen werde und mit deren 
Lösung der Beweis des obigen Satzes, nebst der geometrischen Kon- 
struktion aller Konstanten, vollendet ist. 



§1. 

Die sechs in dem Satze beschriebenen Arten der Bewegung 
in Formeln darzustellen. 

Aus den Formeln (1), (2) und (5) ergiebt sich sogleich, dass die 
in dem obigen Satze beschriebenen Bewegungen, wie sie in den 
Figuren 24 bis 29 bildlich ausgedrückt sind, beziehlich durch folgende 
sechs Gleichungen dargestellt werden: 
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(1) xaB\(xli)dj^(xe)fiGgj^F]cx = 0, 

(2) xaB{xl)C)I){xeE)Fg^Gkx = 0, 

(3) xaB\{xl){xeE)Fg^Glx = 0, 

(4) xaBi^i^xFjd-^ExFg^Glcx = 0, 

(5) xaBh^GxB{xeE)Fg^Gkx==0, 

(6) xaB\GxBc^ExFg^Ghx = {). 



§2. 
Bie sämtliclieii Punkte zu finden, welclie, statt X gesetzt, ein Pro- 
dukt, in welcliem nur die durch die Formeln (1) und (2) darge- 
stellten Multiplikationsarten vorkommen, gleich. Null machen. 

Wenn ein Produkt nur die durch die Formeln (1) und (2) {S. 113} 
dargestellten Multiplikationsarten enthält^ so wird es sich als Produkt 
entweder zweier gerader Linien oder zweier Punkte zeigen. Es wird 
nur nöthig sein, einen dieser Fälle, etwa den zweiten, zu betrachten, 
da der andere durch Reciprocität aus ihm hervorgeht. Man hat dann 
das Produkt zweier Punkte. Der eine derselben, den wir als ersten 
7 Faktor setzen wollen, sei wieder ans zwei Faktoren f zusammengesetzt, 
so werden diese Faktoren Linien sein, und man erhält also die Form 
ABc, Man nehme an, dass A, JBy c den Punkt x beziehlich cc-mal, 
/3-mal, ;/-mal als Faktor enthalten. Es seien bereits die Punkte ge- 
funden, welche, statt x gesetzt, AB gleich Null machen. Dann sind 
nur noch die Punkte zu suchen, welche ABc gleich Null machen, 
ohne AB gleich Null zu machen. Ist nun aber AB nicht Null, so ist 
nach Formel (11) die Gleichung 

ABc = 
gleichbedeutend mit dem Gleichungspaare 

Ac = Q und Bc = 0, 

von welchen die erstere eine Kurve (a -]- y)-ieT Ordnung, die letztere 
eine Kurve (/3 -f- }^)-ter Ordnung darstellt. Ihre Durchschnittspunkte 
sind die gesuchten Punkte. Also: 

Wenn A, B, c Produhtfimhtionen des PimMes x sind (die ersteren 
leiden gerade Linien y die letzte ein PimM), so findet man diejenigen 
Punkte x, für ivelclie 

(a) ABc == %md AB ungleich 

ist, als die Durchschnitte der leiden Kiirven, deren Gleichungen 

(b) Jlc = und Bc ===0 
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sind, und von denen sieh die erstere um alle Punlde sehlingt, ivelclie A 
gleich Null machen^ die letztere %im die, ivelche B gleich Null machen. 

Auf diese Weise findet man also^ indem man schrittweise die Zu- 
sammensetzung des Produkts verfolgt und bedenkt, dass zuerst xa nur 
für x^^E a Null ist, alle die Punkte, welche das Produkt gleich Null 
machen, und die Aufgabe ist gelöst. (Vergl. Grelle 's Journal Band 42, 
S. 201 { hier S. 95 } ). Doch lässt die Methode in einigen Fällen 
eine Vereinfachung zu. 

Nämlich erstens, wenn c und B konstant sind, so enthält die 
Gleichung Bc = den Punkt x gar nicht. Wird also diese Gleichung 
nicht erfüllt, das heisst, liegt c nicht in 5, so giebt es keinen Punkt, 
welcher, statt x gesetzt, ÄBc gleich Null macht, ohne AB gleich Null 
zu machen. Liegt hingegen c in J5, so folgt, dass jeder Punkt x, 
welcher der Gleichung Ac == genügt, das heisst, jeder Punkt der 
durch diese Gleichung dargestellten Kurve, auch ABc gleich Null 
macht. Wir wollen in diesem Falle der Kürze wegen sagen, es sei 
dies Produkt ABc durch jene Kurve theilbar. Also: 

Erstlich. Wenn das Frodukt mvei aufeinander folgende konstante 
Faktoren enthält, von denen der Funktfaktor in dem Linienfaktor liegt, 
so ist das Produkt durch eine Kurve th ciliar. Folgen hingegen zwei 
konstante '\ Faktoren auf einander, die nicht diese Lage haben, so bedingt 8 
das Hinzutreten des zweiten dieser Faktoren keine neuen Funkte, die^ 
statt X gesetzt, das Frodukt gleich Null machen. 

Ist zweitens c wieder ein Produkt ^ CD und sind B und D kon- 
stant, so hat man als diejenigen Punkte, für welche 

(c) AB(CB) = und AB ungleich 
ist, die Durchschnittspunkte der Kurven 

(d) ACD = und BCB = 0. 

Fallen nun zuerst die konstanten Linien B und D zusammen, so wird 
die zweite der Gleichungen BCB schon allgemein befriedigt. Es ist 
also dann AB (CD) = gleichbedeutend mit der Gleichung ACD = 0. 
Alle Punkte x der durch die letztere Gleichung dargestellten Kurve 
machen daher das Produkt AB (CD) gleich Null; das heisst, dasselbe 
ist durch jene Kurve theilbar. Fällt aber B nicht mit D zusammen 
und ist auch CD ungleich Null, so drückt BD sowohl als CD einen 
Funkt aus, und zwar, vermöge der zweiten Gleichung in (d), denselben 
Punkt, das heisst, es ist BD ee CD. Man kann also in der ersten 
Gleichung in (d) BD statt CD setzen und erhält somit 

ABD = und CBD^O 
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als diejenigen Gleichungen, welche die Gleichungen (d) ersetzen. Von 
ihnen stellt die erste eine Kurve a-ten, die letzte eine Kurve y-ien 
Grades dar. Somit sind die Punkte x^ welche das Produkt ÄB{CD) 
gleich Null machen, ohne AB oder CD gleich Null zu machen, die 
Durchschnittspunkte dieser beiden Kurven vom a-ten und 7-ten Grade. 
Also : 

Ztveitens: Wenn das (mittels der Midtiplikationsarten (1) und (2)) 
msammengeseMe ProduU P aus ^ivei Faktoren hesteM, deren jeder ein 
ProdiiU aus einem variaheln und einem konstanten FaUor ist, so ist P 
durch eine Kurve theilbar, so oft die leiden konstanten Faktoren m- 
sammenfallen. Fallen sie nicht zusammen, so erhält man die neu hin- 
zutretenden Punkte, iv eiche P gleich Null machen, als Besidtat der Eli- 
mination aus zwei Gleichungen, die sich ergehen, wenn man das Produkt 
der leiden konstanten Faktoren in einen jeden der leiden variablen Fak- 
toren einzeln gleich Nidl setzt. 

Endlich mögen noch zwei besondere Fälle betrachtet werden, 
welche in den Gleichungen des § 1 vorkommen, indem man nämlich 
die Punkte x sucht, welche xaB\{x'b), und diejenigen, welche xaB{xlG) 
gleich Null machen. Ich nehme an, dass von den vorher erwähnten 
9 Fällen, in denen diese Produkte f durch Kurven theilbar werden, keiner 
eintritt, schliesse also aus, dass a oder \ in B, h in C falle und dass 
\ mit h oder B mit identisch werde. Ist dies ausgeschlossen, so 
folgt, dass der Faktor xaB\ bez. xl des ersten Produkts nur dann ver- 
schwindet, wenn x in a bez. in & fällt, und dass ausserdem das ganze 
Produkt Null wird, wenn xaB\l) und xl)\ zugleich Null werden, 
das heisst, wenn x in der Geraden l)\Ba und zugleich in der Ge- 
raden 66^ liegt. Liegen nun a, h, \ in gerader Linie, so fallen diese 
beiden Geraden zusammen: also, wenn x in einer dieser Geraden liegt, 
so liegt es auch in der andern und macht also das Produkt xaBh^(xh) 
gleich Null; das heisst, dies Produkt ist dann durch die Kurve (gerade 
Linie) xbh^ = theilbar. Liegen aber a, b, &^ nicht in gerader Linie, 
so liegt X im Durchschnitt der beiden Geraden bb-^Ba und bb-^. Dieser 
Durchschnitt ist bb^B. Also: 

Drittens: Das Produkt xaBb-^{xb) ivird durch eine gerade Linie 
theilbar, wenn a in B oder b^ in B oder b^ in b fällt oder a, b, b^ in 
gerader Linie liegen. Findet keiner dieser vier Fälle statt, so wird das 
Prodidä nur durch die drei Punkte x'^a, b, bb^B gleich Null gemacht. 
Das Produkt xaB(xbC) wird unter den obigen Voraussetzungen 
nur gleich Null, wenn x^a oder E^b oder zugleich xa{BG) und 
xb{BG) Null sind, das heisst, wenn x zugleich in der Geraden BGa 
und in der Geraden BCb \\egi. Fallen diese beiden Geraden zusammen. 
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das heisst, liegen die drei Punkte a^ h, BC in einer Geraden, so wird 
das Produkt durch diese Gerade iheilbar. Liegen sie nicht in einer 
Geraden, so ist x der Durchschnitt der beiden Geraden BCa und JBCl)^ 
das heisst, es ist x^BG. Also: 

Viertens: Das Frodiikt xaB(xl)C) ivird durch eine gerade Linie 
theilhar, wenn a in B oder b in C liegt oder B mit C msammenfällt, 
oder, wenn die drei Geraden ah, B und C durch einen und denselben 
Punht gehen. Findet Iceiner dieser vier Fälle statt, so tvird das ProduU 
nur durch die drei PtmMe x^ a, b und B C gleich Nidl gemacht. 



§3. 

Diejenigen Punkte x zu finden, welche die Produkte in § 1 bis zum 
Faktor J^ oder /^ hin gleieli Null machen. 

Es wird mir nöthig sein, diese Aufgabe an dem ersten jener Pro- 
dukte ausführlich zu lösen, worauf man dann bei den fünf übrigen die 
Ausdrücke der f Punkte, welche sie gleich Null machen, unmittelbar lo 
aus dem betreffenden Produkte selbst wird ablesen können, sodass 
eine Zusammenstellung dieser Ausdrücke genügen wird. Wir schliessen 
dabei ein für allemal die in § 2 erwähnten Fälle aus, in denen das 
Produkt durch eine Kurve theilbar wird, da diese Fälle nur die Be- 
trachtung yerwirren würden, ohne für die Allgemeinheit förderlich zu 
sein. Welche Punkte r:c machen also zuerst das Produkt xaBb^{xb)d^ {^^fi 
gleich Null? 

Es sind dies nach § 2 zuerst die drei Punkte a, b, bb^B, ferner 
der Punkt e und ausserdem die Punkte, für welche die Gleichungs- 
paare 



xaBb^d^ = 0, 


{xaBb^{xb)d^e == 0, 


xaBb^{xb)d^f^ = 


= 0, 


xbd^ == 0, 


[ xd^e == 0, 


xef^ = 


= 



gelten. Nämlich das erste Paar dieser Gleichungen bestimmt nach 
dem ersten Satze in § 2 den Punkt, welcher das Produkt xaBb^(xb)d^ 
gleich Null macht, ohne xaBb^{xb) gleich Null zu machen; das letzte 
Paar bestimmt nach demselben Satz diejenigen zwei Punkte, welche 
das ganze Produkt, bis f\ hin, gleich Null machen, ohne es bis zum 
Faktor (xe) hin gleich Null zu machen. Das zweite Paar der Glei- 
chungen bestimmt nach dem zweiten Satz in § 2 diejenigen Punkte, 
welche das Produkt xaBb-^(xb)d^{xe) gleich Null machen, ohne 
xaBb^{xb)d^ oder xe gleich Null zu machen; xe endlich wird nur 
Null für x ^ e. 
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Das erste Gleichungspaar können wir nacli der Formel (12) auch 
wie folgt schreiben: 

d-^\Bax = und d-^hx = 0. 

Sie drücken auS; dass x in den beiden Geraden d^h^Ba und d^hj also 
in ihrem Durchschnitt liegt, das heisst, sie liefern den Punkt 

X EE d^h^Baid^h), 

den wir d nennen wollen, während wir den Punkt h\B mit c be- 
zeichnen. 

In dem zweiten Gleichungspaare drückt die untere Gleichung 
dasselbe aus, nämlich dass x in d^e liegt; die obere, dass die drei Ge- 
raden xaB\^ xbj d^e durch einen und denselben Punkt gehen. Da 
aber x in d~^e liegt, so schneiden sich die beiden letzteren Geraden 
in X, also muss die erste jener drei Geraden auch durch x gehen, das 
heisst, es ist 

xaB\x = 0. 

Diese Gleichung drückt nach Formel (9) aus, dass x entweder in a\ 
11 oder f in ^ liegt. Da aber x zugleich in d^e liegt, so giebt das zweite 
Gleichungspaar die Punkte 

X'^d^eB und x "^i d^e{a'b^ , 

Endlich das letzte Gleichungspaar drückt aus, dass x in dem 
Durchschnitt der Geraden ef^ und des Kegelschnitts xaBb^(xh)d^f== 
liegt. Dieser Kegelschnitt geht nun offenbar durch die vier Punkte, 
welche xaB\(xb)d^ gleich Null machen, das heisst, durch die Punkte 
a, &, c/ d. Um noch einen fünften Punkt zu finden, schreibe man die 
Gleichung dieses Kegelschnitts, welche ausdrückt, dass die drei Ge- 
raden xaB\j xh, d^f^ durch einen und denselben Punkt gehen, in 
der Form xaB'b^(d^f^)hx == 0. Dann folgt aus dem Satze zu Glei- 
chung (8), dass der Kegelschnitt auch durch den Punkt d^f-^B geht, 
den wir mit r bezeichnen wollen. Demnach drückt das dritte Glei- 
chungspaar aus, dass x in den Durchschnitten der Geraden ef-^ und des 
durch die Punkte a, &, c, c?, r gelegten Kegelschnitts liegt. Sind h 
und i diese Durchschnittspunkte, so soll dies symbolisch durch 

(fe, i) EE ef[ . [a, 6, c, d, r] 
ausgedrückt werden. 
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Also sind die Punkte x^ für welche 

xaB\{xV)d^{xe)f^ = 
wird^ erstens die sieben Punkte 

(1) {die ich nach der Reihe mit 

a, hj Cj d, e^ f\ g 
bezeichnen will^ und ausserdem die beiden Punkte 

Qi, i) E^ ef\ . [a, by c, d, r], wo r ^ dJ\B, 

Ebenso findet sich 

( xaB{xhC)D{xeE)F==0 

für die Punkte 

a, l, BC, BDa(DCh\ c, 

die ich mit 

a, h, Cj dj e 

bezeichne^ und ausserdem für die vier Punkte 
(fy g) ^ BEe . [a^ h, Cj d, r]^ wo r ee BEhBj 
(hj i) EEE: FEe . [a^ h, c, d, s], wo 5 eee DFbB. 

Ferner wird 

xaB\{xh)(xeE)F=0 

für die Punkte 

a^ h, h\B, a\E, e, BE, heE\Ba{be)'-^)y 
(3) } die nach der Reihe durch 

a, i, c, d, e, f\ g 
bezeichnet werden sollen, und ausserdem für die zwei Punkte 
{h, i) EE EFe , [ci, h, c, r, s]^ wo r e^ BF, s eee a\F. 



(2) 



12 



*) Die vier Punkte c? . . .^ in (3) erfolgen so: Nach dem 1. Satze des § 2 
wird xaBh^{xb){xeE) = 0, wenn xaB'b-^{xeE) = und x'b{xeE) =0 ist. Man 
kann dafür nach (12) xaB\Eex = und xbJEex = schreiben. Das letztere 
giebt nach (9) x entweder in E oder in e5 liegend. Dem ersteren wird nach (8) 
unter andern durch die Punkte BE, ah^E und e genügt. Also sind BE und 
ab^E die Durchschnitte von E mit dem Kegelschnitt xaBb^Eex = 0. Ebenso 
ist e einer der Durchschnitte von eb mit diesem Kegelschnitt. Um den andern 
zu finden, nehme man x in eb an, so ist e^ ~ e&, also, dies in die Gleichung 
des Kegelschnitts gesetzt, ergiebt sich xaBb^Eeb = oder nach (12), 
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(4) 



(5) 
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Sodann wird 

^ xaB\{xh)d^ExF =Q 

für die Punkte 

\ die ich nach der Reihe mit 

a, h, c, d, e, f\ g^) 
bezeichne^ und ausserdem für die Punkte 

(h, i)^ F . [üj hj c, d, r], wo r :^ EFd^B. 
Ferner ist 

xaB\GxD(xeE)F=0 

für die Punkte 

a, BG, a\C, BC\BaB, e, BE, efC\Ba{ef\ 
die der Reihe nach 



d, 



f, 9 



13 



(6) 



bezeichnen sollen, und ausserdem für die zwei Punkte 

(Ä, i) ^E FEe , \a, b^ o^ d^ r], wo > e^ BF. 
Endlich ist 

xaB\CxBc^ExF =0 
für die Punkte 

a, BC, a\C, BC\BaB, BE, 
die ich mit 



V a^ hj c, dy e 

bezeichne, und ausserdem für die vier Punkte 

(/; g)^^' K h C; ^l; A, WO r EEE \c^B, 

(Ä, i):zE-F.[a, l, c, d, s], wo seE:FEc^B. 

In jedem dieser sechs Fälle giebt es also neun Punkte, welche, 
statt X gesetzt, das betreffende Produkt gleich Null machen. 

heEb^Bax =^ 0, das heisst, ^ liegt in der Geraden heJEh^Ba^ aber auch in be, 
also ist a? EE heEh^Ba(be). 

*) Die Punkte e^ f, g erfolgen so: Nach dem 1. Satze des § 2 ist 
xaB\{x'b)d^Ex = 0, wenn xaBb^ix^d^x = und JEx = ist. Die erstere 
Gleichung kann auch xh{xaB'b^)d^x == geschrieben werden. Sie drückt nach (9) 
aus, dass entweder x in hd-^^ liegt, oder dass xaBh^x = ist, das heisst, x in B 
oder in ah^ liegt; also erhält man x ^ den Durchschnitten dieser drei Geraden 
mit der Geraden E, folglich = Id^E, BE, a\E . 
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§4. 

Die besonderen Bezielmngen in der Lage der neun in § 3 gefundenen 
Punkte für jeden der sechs Fälle zu finden. 

Die in § 3 gefundenen neun Punkte haben in jedem der sechs 
Fälle die Beschaffenheit^ dass sich um sie eine bewegliche Kurve dritter 
Ordnung schlingen lässt. In der That haben jene Produkte entweder 
die Form QI (im zweiten bis sechsten Falle) oder die Form qf^ (im 
ersten Falle) ^ wo Q oder q den Faktor x dreimal enthält. Fügt man 
nun zu QF eine konstante Gerade G als Faktor hinzu, die nicht mit 
F zusammenfällt, so drückt die Gleichung 

QFG = 
nach der Formel (6) (S. 113} aus, dass x einer Kurve dritter Ordnung 
angehört. Diese Kurve enthält offenbar die neun Punkte, welche das 
Produkt QF gleich Null machen. Alle übrigen Punkte jener Kurve 
geben, in Q statt x eingeführt, eine Gerade, welche die Gerade F in 
dem Punkte FG schneidet. Lässt man nun die Gerade G in eine be- 
liebige andere Gerade G' übergehen, welche F in einem von FG verschie- 
denen Punkte trifft, so drückt die Gleichung Q FG' = eine Kurve 
dritter Ordnung aus, welche sich um dieselben neun Punkte schlingt. 
Alle übrigen Punkte dieser Kurve geben, statt x in Q eingeführt, eine 
Gerade, welche die Gerade F in dem Punkte FG' schneidet, also in 
einem andern Punkte, als wenn man in Q die Punkte der ersten Kurve 
einführt. Beide Kurven haben also ausser jenen neun Punkten keine 
Punkte gemein, und man erhält also eine bewegliche Kurve dritter 
Ordnung, die sich um jene festen neun Punkte schlingt. Dasselbe 
ergiebt sich in dem andern Falle, wenn man qf-^ mit einem f Punkte 14 
g^ kombinirt und dann entsprechend verfährt. Also haben in allen 
sechs Fällen die gefundenen neun Punkte die angegebene Beschaffenheit. 
Ferner liegen in jedem der einzelnen sechs Fälle mindestens drei 
von den neun Punkten in gerader Linie. So zum Beispiel liegen in dem 
ersten Falle, wie sich unmittelbar aus den Formeln (1) in § 3 ergiebt, 
e, /*, g in der Geraden ed^ und e, A, i in der Geraden ef^. Es wird 
genügen, dies für die einzelnen Fälle übersichtlich zusammenstellen. 



gerader Linie lie 


gen: 








In (1) die Punkte 


e, f, g und ebenso 


e, h, i. 


In (2) „ 


» 


e. f, 9 „ 


» 


e, h, i. 


In (3) „ 


>! 


0, b, 9 „ 


'? 


e, h, i. 


In (4) „ 


J) 


e, /; 9 „ 


n 


e, d, }). 


In (5) „ 


» 


e, f, 9 „ 


n 


e, h, i. 


In (6) „ 


» 


e, f, 9- 
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Es ist bekannt^ dass, wenn von neun Punkten^ nm welche sich 
eine bewegliche Kurve dritter Ordnung schlingen lässt^ drei in gerader 
Linie liegen, die sechs übrigen in einem Kegelschnitt liegen müssen. 
Also giebt es in den ersten fünf Fällen jedesmal 0wei Kegelschnitte, 
in welchen sechs der neun Punkte liegen müssen, in dem letzten giebt 
es einen solchen. Diese Beziehung muss also durch die obigen Formeln 
gleichfalls ausgedrückt sein. Doch ist es nöthig, zu bemerken, dass 
dieselbe durch die oben dargestellten Beziehungen schon mitbedingt ist. 



§5. 
Wenn beliebige neun Punkte gegeben sind, welche die in § 4 be- 
zeichnete Lage haben, die Produkte der in § 3 dargestellten Formen 
zu finden, welche für diese neun Punkte verschwinden. 

Es seien a, &, . . . i die neun gegebenen Punkte, welche der Be- 
dingung unterworfen sind, dass sich um sie eine bewegliche Kurve 
dritter Ordnung schlingen lässt. Hierzu tritt im ersten Falle die Be- 
dingung hinzu, dass e sowohl mit f und g als auch mit h und i in 
gerader Linie liege. Dann kommt es im ersten Falle nur darauf an, 
jS, fejL5 ^17 fi so zu wählen, dass den Gleichungen (1) in § 3 genügt 
wird. Ja, da durch acht jener neun Punkte bekanntlich schon immer 
der neunte bestimmt ist, so kommt es nur darauf an, die Gleichungen 
für acht Punkte zu erfüllen, indem dann die Gleichung, durch welche 
der neunte Punkt bestimmt ist, schon immer von selbst erfüllt werden 
15 muss. Man wähle zu dem Punkte, der unberücksichtigt bleiben soll, 
den Punkt g. Dann sagt die Gleichung, durch welche der Punkt e in 
(1), § 3, bestimmt ist, nämlich c^h\B^ aus, dass c sowohl in ih^ 
als in B liegt, oder, anders ausgedrückt, dass bc\ und cB Null sind. 
Die Gleichung d^ d^h^Ba(bd^) sagt aus, dass d in der Geraden 
d^\Ba und in hd^ liegt, das heisst, dass d^\Bad = hd-^d = sei, oder, 
anders geschrieben (nach (12) in der Einleitung), dass daBd^\ und 
hdd^ Null sind. Die Gleichung f^ed^B drückt aus, dass efd^ und 
fB Null sind. Diese Ausdrücke, welche hiernach Null sind, in an- 
gemessener Ordnung zusammengestellt, sind: 

hdd-^y cB, hchj^j 

efd^j fB, daBd-J)^, 

Aus dem Verschwinden der senkrecht unter einander stehenden 
Ausdrücke folgt sogleich 

c?i ^: hd(ef\ B ~ cf\ \ eee daBd^(hc), 
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Ferner drückt die Gleichung Qi^ i)'^ef^ .{a, h^ c, d, r] aus, dass li 
und i in der Geraden ef^ und in dem durch, die Punkte a, 1), c, d, r 
gelegten Kegelschnitte liegen, oder, anders ausgedrückt, dass der Punkt 
f-^ in der durch die drei Punkte e, h^ i gehenden Geraden und der 
Punkt r in dem durch die sechs Punkte a, &, c, d, Ä, i gehenden 
Kegelschnitte liegt. Dass nämlich diese sechs Punkte in einem Kegel- 
schnitte liegen müssen, ist nach § 4 schon in der Bedingung ein- 
geschlossen, dass die andern drei Punkte e, f, g in gerader Linie liegen. 
Endlich, die Gleichung r^^ ^i/i-B drückt aus, dass r in der Geraden 
d-^f^ und in der Geraden B liegt. Da r sowohl in JB als in dem 
Kegelschnitt [a, h, c, d^ ä] liegt, so wird es in einem der Durchschnitte 
beider liegen müssen. Der eine dieser Durchschnitte ist c^ da B ^ cf 
ist, also ist r der andere, das heisst, es ist 

(c, r) "^EE B . [ctj &, c, d^ h~\. 

Dann geben also die beiden noch übrigen Bestimmungen, dass f\ in 
d^r und in eh liegt: 

/i ^ d^r(eh). 

Es sind daher jetzt jB, h^j d-^^ f^ so bestimmt, dass alle Gleichungen 
in (1), § 3, vorläufig mit Ausschluss der Gleichung g ^ ed^(a\)/eY- 
füllt werden. Setzt man demnach diese gefundenen Werthe in das 
Produkt xaB\(x'b)d^(xe)f-j^y so wird dasselbe für die acht Punkte 
x^a..:fj Ä, i gleich Null gemacht, also auch durch den neunten 
Punkt g] und die Aufgabe ist für den ersten Fall gelöset. Es reicht 
daher die Anzahl der Gleichungen in (1), § 3, gerade zur f Bestimmung 16 
der sieben konstanten Faktoren des Produkts hin. Man erwäge^ dass 
jede Bestimmung eines Punkts (oder einer geraden Linie) durch zwei 
Zahlengleichungen in (1), § 3, durch welche die neun Punkte bestimmt 
wurden, achtzehn Zahlengleichungen einsehliessen. Da jedoch durch 
acht Punkte schon der neunte bestimmt war, so braucht man nur 
sechzehn dieser Gleichungen zu berücksichtigen. Unter diesen Glei- 
chungen sind aber zwei, nämlich die, welche ausdrücken, dass e, /", g 
und ebenso e, 1%, i in gerader Linie liegen, in den Bedingungen der 
Aufgabe eingeschlossen; es bleiben daher noch yierzehn Zahlenglei- 
chungen zu berücksichtigen. Dasselbe gilt in allen übrigen Fällen, 
mit Ausnahme der sechsten, wo nur die Punkte e, /*, g in gerader 
Linie liegen sollen, also fünfzehn Gleichungen übrig bleiben. Jene 
yierzehn Zahlengleichungen reichen nun in unserem Falle zur Be- 
stimmung der sieben konstanten Faktoren des Produkts gerade hin. 
Dasselbe gilt für den dritten und vierten Fall, da sich hier auch nur 
sieben konstante Faktoren in dem Produkte zeigen. Hingegen in dem 
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zweiten und fünften Falle erscheinen acht konstante Faktoren^ und es 
bleiben also hier noch zwei Bestimmungen willkürlich. Im sechsten 
Falle endlich kommen gleichfalls acht konstante Faktoren vor, aber 
fünfzehn Zahlengleichungen; also bleibt hier nur eine Bestimmung 
willkürlich. Diese Bemerkung möge zum Leitfaden bei der Lösung 
der folgenden Aufgaben dienen. 

Im zweiten Falle bleiben zwei Bestimmungen willkürlich. Aus 
den Gleichungen für c und d in (2), § 3^ erhält man dann folgende 
vier Ausdrücke gleich Null: cBj cC, daBD, dbDC, Ferner sagt die 
Gleichung (f^ g) ^ DJEe . [a^hy c^ d^ r] aus^ dass DE in der durch e^ f, g 
gehenden Geraden liegt ^ und dass r in dem durch die sechs Punkte 
üj &, Cy d, f) g gehenden Kegelschnitt liegt. Die zugehörige Gleichung 
r^DEhB drückt aus, dass r in B liegt und DE in hr, Nimmt 
man nun die Gerade B^ für welche nur die Bestimmung da war^ dass 
sie durch c gehen soU^ willkürlich durch c an^ so ist der Punkt r als 
zweiter Durchschnittspunkt der Geraden B und des durch a^ 1), c, d, f,.g 
gehenden Kegelschnittes bestimmt^ das heisst^ es ist 

(c, r)EEEB.[a, l, c, d, f]. 

Dann ist DE bestimmt^ nämlich ^r'b{ef). Da nun D durch diesen 
Punkt und den Punkt daB geht^ so ist auch D bestimmt und dadurch 
wieder G, nämlich 

D = r'b(ef){daB), C=dbDc. 

Nimmt man noch die Gerade E willkürlich durch den Punkt rh(ef) 
an^ so sind durch diese Annahme die bisher betrachteten Gleichungen 
17 (2) aus § 3 f erfüllt. Ferner die Gleichung (Ä^ i) ^ FEe . [a^ b^ c, d^ s] 
sagt aus^ dass FE in der durch e^ li, i gehenden Geraden und s in 
dem durch die sechs Punkte a^ b, c, d) h, i gehenden Kegelschnitt 
liegt. Endlich sagt die Gleichung s ^ DFbB aus, dass s in j5 und 
in DFb liegt; das letztere lässt sich so ausdrücken: dass F in bsD 
liegt. Mithin erhalten wir 

(c, s)EEEB.\a, b, c, d, h], F=ehE(bsD)', 

wodurch nun alle Gleichungen in (2)^ § 3^ erfüllt sind und die Auf- 
gabe für den zweiten Fall gelöset ist. 

Im dritten Falle liegt (nach § 4) der Punkt e sowohl mit b und 
g in geradei" Linie als auch mit h und i. Daraus folgt (nach § 4) 
dass die vier Punkte a^ Cj d, f sowohl mit b und g in einem und dem- 
selben Kegelschnitt liegen als auch mit h und i, wenn^ wie voraus- 
gesetzt wurde^ a . . A neun solche Punkte sind^ um die sich eine be- 
wegliche Kurve dritter Ordnung schlingen lässt. 
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Icli werde nun von den Gleichungen in (3)^ § 3^ die Gleicliung 
für g ganz unberücksichtigt lassen und aus der Gleichung für f nur 
die Bestimmung aufnehmen^ dass f in B liegen soll. Dann geben die 
Gleichungen für c und d: 

== l)c\ = cB = adh^ = dE^ 

woraus man^ da auch f in B liegt, 

B EEE cf, \ = Icicid), dE=0 

erhält. Die Gleichung (h, i)^EFe.\a, h, c, r, s] drückt aus, dass 
EF in der durch e^ h und i gehenden Geraden, und dass die Punkte 
r und s in dem durch die fünf Punkte a, &, e, A, i gelegten Kegel- 
schnitt liegen. Die hiezugehörigen Gleichungen r^BF^ s^ah^F 
sagen aus, dass r in B, s in ab^ liegt und F durch die Punkte r und 
s geht. Man erhält also: 

(Cj r)^^ B . [a, 5, c, hj i]j (a, s) ee a\ . [a, fo, c, h, i], F^e rs. 

Endlich bestimmt sich JB dadurch, dass es durch den Punkt d geht 
und EF in eh liegt, das heisst E in eJiF-^ also ist 

E = ehFd. 

Hierdurch sind alle Konstanten des Produkts xaB\{x'b){xeE)F be- 
stimmt; und zwar so, dass dies Produkt für die Punkte a, &, ^, d, e, ä, i 
gleich Null wird. Bezeichnet man die beiden übrigen Punkte, für die 
jenes Produkt Null wird, für den Augenblick mit f und /, so muss 
nach den Formeln (3), § 3, einer derselben, zum Beispiel f\ in B^cf 
liegen, der andere, g^ in e&;, und dann muss f nach § 4 mit 
a, c, d^ 1%, i und mit a, c, dj b, g in einem Kegelschnitte liegen. 
Es wird also f dadurch bestimmt, und zwar auf gleiche Weise f wie /*, 18 
nämlich: 

(c, /•) ^ (c, f) = B. \a, c, d, Ä, i], 
und ebenso: 

(&, g) = (6, g)=eb . \a, c, d, b, f]. 

Also wird jenes Produkt für die neun gegebenen Punkte gleich Null, 
und die Aufgabe ist auch für den dritten Fall gelöset. 

Die Lösung der Aufgabe für die übrigen Fälle hat nun keine 
Schwierigkeiten, und es wird genügen, die Formeln ^usammenmstellen. 
Der Uebersicht wegen füge ich auch die Formeln für die ersten drei 
Fälle hinzu. 

. .Id^E^ bd{ef), B ^ cf^ b^ ^ daBd^ibc)^ (c, r) ee jB.[a, &, c, d,h]^ 
1 f\ = d,r(eh). 
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(cB = 0*)^ (c^ r)^:B , \a, h, c, d, f], {c, s) e^ B,[aj h, c^ d, h]^ 



^^\D = rl){ef)(daB), C = dbDc, r'b(ef)E = 0^), FEEehE(bsD). 

{Bz~£cfj \^hc(ad)^ (Cjr)'^B.[a^'bjCj\i]j (ajS)^Ead.[a^bjCjhji]^ 
^M Feeets, E^ehFd. 

iBEE.cg, h^E^hciaf), E^gf) d^EEadB\{bd), (c,r)'^EB .[ajh,Cjdjh']j 
^ \ FEEErd^Ek 

pj5=0*), CEE^hc, D=df] \EEdaB{DC){ac), {d,r)EEED.[a,h,c,d,]il 
^^^^1 fE = 0% FEEEehEr. 

I 5^ = 0*), C=J)c, B = de, EEEEef, \eee daB{DC){ac), 
{6)Uh,r) = B.[a,h^c,f,gl(r,c^)EEEr\.^^^ 
\ Feeesc^EK 

Es ist noch zu bemerken, dass in den drei letzten Fällen die 
Formeln so gebildet sind, dass in (4) der Punkt e, in (5) der Punkt g, 
in (6) der Punkt i als derjenige gewählt ist, welcher unberücksichtigt 
bleibt. Die Art, wie derselbe aus den übrigen acht Punkten bestimmt 
ist, ergiebt sich leicht aus den in § 4 für die einzelnen Fälle ge- 
stellten Bedingungen. Nämlich im yierten Falle liegt e sowohl mit g 
und /' als mit h und d in gerader Linie; mithin ist dann e^E gf(hd). 
Im fünften Falle liegt (nach § 4) ^ in der Geraden ef und in dem 
durch cij 1)^ c, d, f gelegten Kegelschnitt, also ist dann 

ifj 9)^ef\[a, 6, c, d, /*]. 

Im letzten Falle endlich liegt i (nach § 3) in dem durch a, 6, c, d^ h 
19 gelegten Kegelschnitt, und (nach § 3) zugleich in der Geraden -F, die 
durch h geht, also ist 

(Ä, i) ^ F . [a, h, c, c?, Ä]. 

Es ist leicht , nach den sechs Formelgruppen die Konstruktionen 
auf dem Papiere auszuführen, indem alle die Formeln nur Symbole für 
geometrische Konstruktionen sind. Auch leuchtet unmittelbar ein, dass 
sie sich alle bloss mittels des Lineals machen lassen. Denn wo dort 
auf die Durchschnitte einer Geraden und eines Kegelschnitts zurück- 
gegangen wird, ist der eine dieser Durchschnitte schon immer bekannt. 
Es werde zum Beispiel der Punkt x in 

(a, x) E^ af\ [a^ fe, c, J, e\ 

*) Diese Gleichungen sollen ausdrücken, dass die Gerade, die den letzten 
Faktor "bildet, willkwiicli durch den Punkt, mit dem sie multiplicirt ist, gelegt 
werden kann. 



Hosted by 



Google 



Projektivit'ät als Produkt dargestellt. 



129 



gesucht^ so hat man, ^venn man das mystische Sechseck axhcde be- 
schreibt, nach dem Pascal'schen Satze sogleich 

= hc{ea)[cd . ax]{de)hx. 

Hier kann man statt ax die Linie af setzen^ da nach der Annahme x 
in af liegen soll. Dann drückt die gefundene Gleichung aus, dass x 
auch in der Geraden hc^eci^lcd . af]{de)h liegt, also hat man 

X EEE 1)0(60) [cd . af] (de) h (af) . 

Die wirkliche Ausführung der Konstruktionen nach der obigen 
Pormelntafel ist von wesentlichem Nutzen; doch habe ich nicht die 
zugehörigen Figuren beigefügt^ weil es wesentlich ist, die allmähliche 
Fortschreitung der Konstruktion zu verfolgen^ welche in einer ge- 
zeichnet vorliegenden Figur doch immer verschwindet. 

Vermöge der erlangten Resultate lässt sich nun die Erzeugung 
der Kurven vierter Ordnung auf die einfache Aufgabe zurückführen: 
die Projektivität zwischen zwei Strahlenbüscheln, oder zwischen einem 
Strahlenbüschel und einer Geraden, du.rch ein planimetrisches Produkt 
darzustellen. 

§6- 
Die Projektivität zweier StraMenbüscliel dureli ein planimetrisches 

Produkt darzustellen. 

Es seien drei Strahlen P^, Pg, Pg (Fig. 31), die durch einen 
Punkt f-j^ gehen, und drei ihnen entsprechende Strahlen X^, L^j Lg, 
die durch einen Punkt h gehen, 
gegeben. Bekanntlich wird durch 
drei Paare entsprechender Strahlen 
die Projektivität zweier Strahlen- 
büschel bestimmt. Es seien ?^, ?2; ^s 
die Durchschnittspunkte jener drei 
entsprechenden Strahlenpaare. Liegen 
nun l^^ /'2, Zg in einer Geraden (?, so 
ist La^ PaGrlc, für die Indices 
a = 1, 2, 3, und die beiden Strahlen- 
büschel sind perspektivisch. Liegen 
aber Z^, l^, l^ nicht f in gerader Linie, 
so setze man l^l^ ^ (r, l^l^ ee^H und 
L^T^'^'^g^. Dann ist offenbar 

Aa = Pa ^9l J^'^j mg. 31. 

für a == 1, 2, 3, wie es der blosse Aaiblick von Fig. 31 zeigt, und es 

G-rassmann, Werke. II. 9 
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ist unmittelbar klar/ dass, wenn man noch beliebig viele Strahlen i^ 
durch f-^ zieht und das zugehörige JP^ durch die obige Gleichung be- 
stimmt, L^ und F^ entsprechende Strahlen zweier projektivischer Strah- 
lenbüschel werden. Also ist die Aufgabe gelöset. 



§7. 

Die Projektivität eines StraMenbüscliels und einer Geraden durch. 

ein planimetrisehes Produkt darzustellen. 

Auch diese Projektivität wird bekanntlich durch drei Paare ent- 
sprechender Elemente bestimmt. Es seien p^, p^^ p^ drei Punkte einer 
Geraden F und L^^ ig; ^s ^^^^ Strahlen durch einen Punkt h. Man 
verbinde p^^ p^^ p^ mit einem beliebigen Punkte a, so erhält man drei 
Strahlen^ die wir F^, Pg^ P3 nennen wollen. Dann lassen sich nach 
§ 6 zwei Linien B und D und ein Punkt c von der Art finden^ dass 
für die Indices a = 1, 2^ 3 jedesmal L^ je PaBcDh ist^ also 

La^Pa(^£oDk. 

Nimmt man überhaupt einen beliebigen Punkt p) in der Geraden 
F an und setzt L^^paBcBJvy so sind p und L entsprechende Ele- 
mente der punktirfcen Geraden F und des Strahlenbüschels Jc^ während 
p^ und L^^ P2 und ig? Ps ^^^ ^3 entsprechende Elemente derselben 

projekti vischen Gebilde sind. Nun lassen 
sich in der Geraden F stets zwei 
Punkte finden, welche in den ihnen 
entsprechenden Geraden liegen. Man 
hat nämlich für einen solchen Punkt 
p nur die Gleichung paBcBlip = 
zu erfüllen. Diese giebt, als Ort des 
Punktes p, einen Kegelschnitt; mithin 
sind die Punkte, in welchen dieser 
Kegelschnitt die Gerade F schneidet, 
die gesuchten Punkte. Es können diese 
Punkte imaginär sein, aber da die Kon- 
struktionen mittels imaginärer Punkte 
stets nach einem allgemeinen Verfahren ohne Schwierigkeit auf Kon- 
struktionen mittels reeller Punkte sich zurückführen lassen, so braucht 
man auf diesen Fall keine besondere Rücksicht zu nehmen. Es seien 
mm jene beiden Punkte p^ und p^. Dann sind i^ ^ 'kp^miA. ig ^ Tip^ 
(Fig. 32). Nun ziehe man durch p^ eine beliebige Gerade G und setze 




Fig. 32. 
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GL^p^L^ EEi g^, so zeigt der blosse Anblick der Figur^ dass La^Pa9i ^'^ 
für a == 3^ 4^ 5; also gilt diese Gleicbung aucb für jedes Elementen- 
paar^ welches mit diesen drei f Paaren projektiviscb ist^ mithin auch 21 
für die Elementenpaare L^ und p^, L^ und p^? das heisst, es ist 

LaE^Pag^G^h 

auch für die Indices a = 1^ 2^ 3^ nnd die Aufgabe ist gelöset. 



§8. 

Erzeugung der Kurven vierter Ordnung durch, die in § 1 dar- 
gestellten Bewegungen. 

Ich erinnere hier an einen Satz, den ich in einer früheren x^b- 
handlung (Crelle's Journal Band 42, S. 207 {hier S. 103}) für Kurven 
^'^-ter Ordnung bewiesen habe, und welcher für Kurven vierter Ordnung 
folgendermassen lautet: 

Wenn man durch drei Durchschnittspimlzte einer Kurve vierter Ord- 
nung und einer Geraden eine Kurve dritter Ordnung legt, so schneidet 
sie die erstere ausserdem noch in neun solchen PimMen^ durch iv eiche 
sich eine heiücgliche Kurve dritter Ordmmg legen lässt. Diese schneidet 
die Kurve vierter Ordnung ausserdem in drei FunMen, tvelche in einer 
heweglicheny um einen festen Punlct dieser Kurve rotirenden Geraden liegen. 
Die Bedingungen, welche wir in § 4 für die neun Punkte a . . . i 
aufstellten, waren: erstens, dass sich um sie eine bewegliche Kurve 
dritter Ordnung schlingen lasse, und zweitens, dass im sechsten Falle 
drei Punkte in gerader Linie liegen, in den übrigen Fällen ein Punkt (e) 
mit zwei Punktepaaren in geraden Linien liege. Der Symmetrie wegen 
kann man annehmen, dass auch im sechsten Falle 6, h und i in gerader 
Linie liegen, also e sowohl mit /' und g als (auch) mit h und i in 
gerader Linie liege. 

Nun lassen sich in jeder gegebenen Kurve vierter Ordnung Sl 
nach dem angegebenen Satze stets neun solche Punkte finden, welche 
diesen Bedingungen genügen. Nämlich, man nehme in der Kurve Sl 
einen beliebigen Punkt e an, ziehe von ihm zwei Gerade und wähle 
auf jeder unter den drei Punkten, in welchen sie die Kurve ausser e 
noch schneidet, zwei Punkte aus; durch diese zwei Punktepaare, durch 
den Punkt e und durch drei der Durchschnittspunkte einer dritten 
Geraden L^ mit der Kurve lege man eine beliebige Kurve dritter 
Ordnung hindurch^ so schneidet dieselbe die Kurve ^ noch in vier 
Punkten, welche mit e und den zwei Punktepaaren, die in den von e 
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gezogenen Geraden liegen^ zusammen neun Punkte bilden^ die allen in 
§ 4 aufgestellten Bedingungen genügen. 

Es lässt sich, also vermöge der Konstruktionen in § 5 stets ein 
Produkt finden, welches verschwindet^ wenn der darin vorkommende 
22 Paktor X mit irgend einem jener neun Punkte zusammenfällt^ f und 
welches eine beliebige der dort angeführten sechs Formen hat. Dies 
Produkt stellt in dem ersten der sechs Fälle eine variable Gerade vor^ 
die durch, den festen Punkt j\ gebt und die wir in der zugehörigen 
Fig. 24 mit P bezeichnet haben; in den übrigen fünf Fällen stellt 
jenes Produkt einen variablen Punkt vor, der in der festen Geraden F 
liegt und den wir in den zugehörigen Fig. 25 bis 29 mit ']g bezeichneten. 

In allen Fällen ist dies Produkt in Beziehung auf x vom dritten 
Grade. Der Ort derjenigen Punkte Xy welche, in das Produkt ein- 
geführt, demselben einen konstanten Werth geben^ ist eine Kurve 
dritter Ordnung, welche sieb um jene neun Punkte schlingt. In der 
That: soll das Produkt ^ mit einem konstanten Punkte p^ (in F) zu- 
sammenfallen und ist T^ eine beliebige durch jp^ gezogene konstante 
Gerade, so bat man die Gleichung 

welche eine Kurve dritter Ordnung als Ort von x darstellt, und welche 
ausdrückt, dass ^ in dem Durchschnittspunkt ^^^ von T^ und F fällt. 

Stellt man sich drei solcher Punkte j^9^, 2^2? i^s ^^^ ^ ^^"^i ^^ erhält 
man drei Kurven dritter Ordnung, welche sich um jene neun Punkte 
a . . . i schlingen und deren übrige Punkte, statt x in p eingeführt, 
p beziehlich ^^1, p^^ P3 machen. Nach dem zu Anfange dieses Para- 
graphen angeführten Satze schneidet jede dieser drei Kurven die 
gegebene Kurve Sl noch ausserdem in drei Punkten, die in gerader 
Linie liegen. Es werde diese Gerade, in Hinsicht auf die drei Kurven, 
beziehlich mit i^, L^, L^ bezeichnet. Diese drei Geraden schneiden 
sich, nach demselben Satze, in einem festen Punkte der gegebenen 
Kurve. Es sei Ic der feste Punkt. Dann hat man drei Punkte 
Piy Ä; Ä ^^ ^^^' Geraden F und drei ihnen entsprechende Geraden 
X^, £2; ^3 durch den Punkt h und kann also nach § 7 eine Gerade G 
und einen Punkt g^ von der Art finden, dass ia zz j^aPj (rfc ist, für die 
Indices a == 1, 2, 3. Nun ist die Gleichung 

PagiGrhx^= 0, 

nach Formel (6), die Gleichung- einer von x beschriebenen Kurve vierter 
Ordnung. Dieselbe hat mit ^ gemein: erstens die neun Punkte a...i, 
welche, statt x gesetzt, das Produkt p gleich Null machen, ferner den 
Punkt h und endlich die neun Punkte, in welchen die drei Geraden La 
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die Kurve £1 ausser e nocli sclineiden; denn für diese Punkte ver- 
wandelt sich, nacli dem Obigen^ in pa^ also v^ird dann L^'^EE^p^^g^Gh^ 
und da x in i^ li^g^; so wird 

PagiGrhx =0; 

das heisst^ es sind diese neun Punkte auch Punkte der durch, die 23 
letzte Gleichung dargestellten Kurve. Also hat diese Kurve mit Sl 
schon neunzehn Punkte gemein, und schon 4^ -[- 1 = 17 genügen 
allgemein zur Bestimmung einer Kurve vierter Ordnung. Also ist die 
durch die obige Gleichung dargestellte Kurve mit der gegebenen Kurve 
iß identisch. 

Wir haben somit die Erzeugbarkeit aller Kurven vierter Ordnung 
durch die in den Formeln (2) bis (6) des § 1 dargestellten Bewegungen 
nachgewiesen. In der ersten jener Formeln ist das Produkt^ bis zum 
Faktor f\ hin, eine variable, durch den Punkt f-^ gehende Gerade, die 
wir mit P bezeichneten. Soll P mit einer konstanten Geraden P^ zu- 
sammenfallen imd ist 2h ^^^ beliebiger, von f-^ verschiedener, konstanter 
Punkt dieser Geraden, so hat man die Gleichung 

welche eine Kurve dritter Ordnung als Ort von x darstellt, und welche 
ausdrückt, dass die Gerade P durch den Punkt p^ geht, das heisst, da 
P auch durch f[ geht, mit der Geraden p)ifi ^ P± zusammenfällt. Stellt 
man sich drei solche Geraden P^, P2, P3 vor, welche durch /'^ gehen, 
so erhält man drei Kurven dritter Ordnung, welche sich um diejenigen 
neun Punkte a . . .i schlingen, die P gleich Null machen, während die 
übrigen Punkte jener Kurven, statt ^ in P eingeführt, diesem beziehlich 
die drei Werthe P-j^, Pg, P3 geben. Diese drei Kurven schneiden 
wieder die Kurve ^ in je drei Punkten, welche beziehlich in drei Ge- 
raden L^^ Pg? -^3 liegen, während diese drei Geraden sich in einem 
und demselben Punkte Ic der Kurve Sl begegnen. 

Nun lassen sich nach § 6 stets zwei Gerade G und H und ein 
Punkt g^ von der Art finden, dass PaGg^ Gh ^ La wird, für a= 1, 2, 3. 
Sind (t, g^y H auf diese Weise bestimmt, so ist die Gleichung 

PGg^Hkx==0 

die einer von x beschriebenen Kurve vierter Ordnung, welche mit der 
Kurve Sl erstens die neun Punkte a . . . i gemein hat, welche statt x 
gesetzt, das Produkt P verschwinden machen; ferner hat man den 
Punlit fc und endlich die neun Punkte, in welchen die drei Geraden La 
die Kurve Sl^ ausser dem Punkte e, noch schneiden. Das giebt neun- 
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zehn gemeinscliaftliclie Punkte: also fallen beide Kurven zusammen^ 
und es ist die Erzeugbarkeit der Kurven vierter Ordnung durch die 
in (1)^ § 1, bezeichnete Bewegung gleichfalls dargethan; folglich ist 
der Beweis des an die Spitze gestellten Satzes vollendet. 



24 § 9. 

Vereinfachung der in § 8 angegebenen Konstruktion. 

Die im vorigen Paragraphen gefundene Konstruktion der Kon- 
stanten wurde durch drei Kurven dritter Ordnung vermittelt^ und zwar 
durch die Durchschnitte dieser Kurven mit der gegebenen Kurve vierter 
Ordnung. Es lassen sich nun leicht diesen Kurven dritter Ordnung 
gerade Linien substituiren^ indem man die Kurven dritter Ordnung in 
drei gerade Linien zerfallen lässt, oder wenigstens in eine Gerade und 
einen Kegelschnitt. Die erste Kurve dritter Ordnung^ die wir an- 
wandten, legten wir durch acht Punkte der gegebenen Kurve vierter 
Ordnung £1^ von denen drei in einer geraden Linie L^ lagen und vier 
paarweise auf zwei durch den achten Punkt (e) gelegten Geraden ver- 
theilt waren. 

Es lassen sich diese acht Punkte insbesondere so legen, dass sich 
durch sie eine in drei gerade Linien zerfallende Kurve dritter Ordnung 
legen lässt. Man ziehe zu dem Ende von einem Punkt e der Kurve 
Sl zwei Gerade M und N^ wähle von den übrigen drei Durchschnitts- 
punkten dieser Geraden mit ^ auf jeder zwei Durchschnitts punkte aus, 
ziehe durch die so gewählten vier Punkte zwei neue Geraden Q und 
JS, deren jede Sl noch in zwei Punkten .schneidet; durch zwei dieser 
vier Durchschnittspunkte lege man eine von den vorigen verschiedene 
Gerade L^, welche wiederum die Kurve ^ noch in zwei Punkten 
schneidet; einer derselben sei fc, durch den andern lege man eine zu- 
gleich durch e gehende Gerade S. Dann ist der Verein der drei Ge- 
raden Qj JRj 8 eine Kurve dritter Ordnung, die durch acht Punkte 
von der vorhin gegebenen Beschaffenheit geht. Durch den Verein 
dieser drei Geraden werden dann die neun Punkte a . . . i als Durch- 
schnitte derselben mit Sl bestimmt. Dieser Verein kann zugleich als 
eine der drei durch a . . . i geschlungenen Kurven dritter Ordnung 
gesetzt werden (wir setzen sie statt der ersten jener drei Kurven). 

Ferner sei x ein beliebiger Punkt der Geraden ilf , welche durch 
drei jener neun Punkte geht; doch werde x so gewählt, dass es in 
keinen dieser drei Punkte fällt. Dann zerfällt offenbar die Kurve 
dritter Ordnung, welche durch x und jene neun Punkte geht, in die 
Gerade M und in einen Kegelschnitt. Wir setzen diese zerfallende 
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Kurve dritter Ordnung als die zweite jener drei Kurven. Wenn man 
dann den vierten Punkt, in welchem M die gegebene Kurve §1 schneidet, 
mit 'k verbindet, so ist die Verbindungslinie diejenige Linie, die oben 
mit Lg bezeichnet wurde. Verfährt man ebenso mit der Geraden N 
und setzt die daraus hervorgehende Kurve dritter Ordnung als die 
dritte jener drei Kurven, so erhält man durch eine entsprechende Kon- 
struktion die Gerade, die wir oben mit L^ bezeichneten. Zu diesen 25 
drei Geraden i^, L^^ L^ finden sich nun leicht die entsprechenden 
Punkte (oder Geraden) 2hy p^y p^ (oder P^, Pg, P3), wenn man in das 
Produkt p (oder P) einen beliebigen Punkt x einführt, welcher be- 
ziehlich in den Geraden Q, M^ N liegt, ohne jedoch mit einem der 
neun Punkte a . . A zusammenfallen. 

So ist also die beabsichtigte Vereinfachung vollendet, und man 
sieht, wie alle Konstruktionen, selbst wenn die Kurve Sl nicht ge- 
zeichnet ist, sondern nur vierzehn Punkte derselben gegeben sind, ent- 
weder mittels des Lineals ausgeführt werden können oder doch von 
der Art sind, dass sie höchstens auf die Lösung einer Gleichung 
zweiten Grades, also, geometrisch gesagt, auf den Durchschnitt einer 
Geraden und eines durch fünf Punkte gegebenen Kegelschnitts zurück- 
geführt werden können. Die Durchschnittspunkte einer Geraden und 
eines durch fünf Punkte gehenden Kegelschnitts lassen sich aber nach 
Steiner mittels des Lineals und eines in der Ebene der Zeichnung an- 
genommenen beliebigen festen Kegelschnitts (der jedoch nicht in zwei 
gerade Linien zerfallen darf) ausführen. Also kann man mit diesen 
Hülfsmitteln auch die festen Punkte und geraden Linien konstruiren, 
in denen sich in jedem der sechs Fälle die Geraden und die Punkte 
der veränderlichen Figur bewegen müssen, um eine durch vierzehn 
Punkte gegebene Kurve vierter Ordnung zu erzeugen. 

Stettin, im December 1851. 
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Allgemeiner Satz über die lineale Erzeugung aller 
algebraischen Oberfläclien. 



Von 

Prof. H. Grassmann, 

Oberlehrer am Gymnasio zu Stettin. 



Crelle's Journal Bd. 49, Heft I, S. 1— -9 (1855). 



Nachdem ich. in einer Reihe von Aufsätzen die lineale Erzengbar- 
keit der algebraischen Kurven in der Ebene nachgewiesen habe^ will 
ich das Gleiche nun auch für die algebraischen Oberfläclien thun. 

Unter linealer KonstniMion im ßaume yerstehe ich die VerhincUmg 
dreier PunMe durch eine Ebene und jede hierauf zurückführbare Kon- 
struktion; und zwar gleichviel ^ ob die drei Pimkte alle drei in end- 
licher Entfernung liegen oder beliebige davon in unendlicher Ent- 
fernung sich befinden. Hierin ist schon eingeschlossen die Verbindung 
zweier Punkte a und 6 durch eine Grerade. Denn legt man durch a 
und & eine beliebige Ebene und nimmt ausserhalb derselben einen 
beliebigen Punkt c an^ so ist der Durchschnitt jener Ebene imd der 
Ebene abc die gesuchte Gerade. Der Bequemlichkeit wegen werde 
ich Punkte j gerade Linien und Ebenen mit dem gemeinschaftlichen 
Namen Elemente bezeichnen. Der zu erweisende Satz über die Er- 
zeugung der algebraischen Oberflächen lässt sich dann in folgender 
Form aussprechen: 

Wenn die Lage eines PimMes x (oder einer Ebene) im Baume 
dadurch beschränk ist^ dass zivei gerade Linien, ivelche durch linecde 
Konstruktionen aiis x und einer Eeihe fester Elemente hervorgehen, in 
derselben Ebene liegen sollen, so ist der Ort von x eine algebraische 
Oberfläche, und zwar ist sie ein Gebilde n-ten Grades, %venn bei jenen 
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KonstruMionen x im Gänsen n-mal angetvendef ist. Umgekehrt lässt sich 
jede algebraische Oberfläche auf die angegebene Weise erzeugen. 

Nämlicli zur Konstruktion von x selbst ist x eben einmal an- 
gewandtj zur Konstruktion der festen Elemente fcemmal. Wenn ferner 
X zur Konstruktion zweier Elemente beziehlich a-mal und b-mal an- 
gewandt ist^ so ist es zur Konstruktion der Verbindungs-Linie oder 
-Ebene oder des Durcbscbnitts beider (a -{- b)-nial angewandt. Um 
den Begriff des Gebildes 7'^-ten Grades scharf zu fassen, will ich. die- 
jenige Koordinatenbestimmung zu Grunde legen ^ welche durch die 
Symmetrie ihrer Formeln und durch die Allgemeingültigkeit f ihrer 2 
Resultate vor jeder andern den Vorzug hat. Nämlich wenn x^^ X-^^ 
^2? ^3 vier veränderliche Grössen sind, die jedoch nicht alle gleich- 
zeitig Null sein dürfen, und x^\ x^^y ^2-^0? ^3 • ^0 ^^^ rechtwinkligen 
oder schiefwinkligen Koordinaten eines Punktes x sind, so werde ich 
Xq, x^, x^j x^ die vier Koordinaten des Punktes x nennen. Durch ihre 
Verhältnisse ist die Lage des Punktes x bestimmt. Unter einem Punkt- 
gebilde ^-ten Grades verstehe ich nun die Gesamtheit der Punkte, 
deren vier Koordinaten einer in Bezug auf sie homogenen Gleichung 
^^-ten Grades genügen. Hieraus geht dann der Begriff des Ebenen- 
gebildes n-tew Grades durch Reciprocität hervor; und danach wird das 
Verständniss des obigen Satzes keine Schwierigkeit haben. Noch füge 
ich hinzu, dass man statt der Bedingung zweier in derselben Ebene 
liegender Geraden auch die Bedingung, dass vier Punkte in derselben 
Ebene liegen (oder vier Ebenen durch denselben Punkt gehen) sollen, 
hätte setzen können, indem mit der einen dieser Bedingungen auch 
jedesmal die andere erfüllt ist. 

Den Beweis des obigen Satzes, welcher in meiner Ausdehnungs- 
lehre (§ 145 (Ges. Werke I, 1, S. 245, 246}) aus den Prinzipien der 
geometrischen Analyse sich unmittelbar ergab, will ich hier auf die 
gewöhnliche Analyse gründen. 

Die Gleichung der Ebene ist bekanntlich: 

Dieselbe drückt aus, dass der Punkt, dessen vier Koordinaten ^q, x^^ 
^2; ^3 sind, in einer festen Ebene liegt. Ich will a^, a-^, a^^ a^ die 
Koordinaten dieser Ebene nennen. Dann drückt also die Gleichung (1) 
aus, dass der Punkt x^ dessen Koordinaten ^q, x.^, x^^ x^ sind, in einer 
Ebene liegt, deren Koordinaten a^, a^^ a^, a^ sind. Sollen daher vier 
Pimkte a, fe, c, ^, deren Koordinaten die Indices 0, 1, 2, 3 markiren 
mögen, in einer und derselben Ebene liegen, so erhält man, wenn 
^0? ^1? ^2? ^3 ^i^ Koordinaten dieser Ebene sind, die vier Gleichungen: 
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^0*0 + ^A + ^2^2 + ^3^3 = 0, 
^0^0 + ^1^1 + ^2^2 + ^3^3 = 0, 
^0^0 + %^1 + ^2^2 + ^3^3 = 0. 

Diese Gleiclmngeii können zusammen nnr bestehen, wenn ihre 
Determinante Null ist; das heisst, setzt man 



(2) 







«0, 


«1, 


«2, 


«3; 




z/ = Det 


^0) 


&i, 


&2, 


^'a, 






Co, 


Cl; 


^2; 


^3? 






?o; 


?l; 


^2? 


^3; 


so ist 


^ = 











= ^ib ^^0^1 ^2 ^3; 



die Bedingungsgleichung dafür, dass die vier Punkte a^ 6, c, d in einer 
Ebene liegen. 

Vermöge der Reciprocität zwischen Punkt und Ebene drückt die- 
selbe Gleichung auch die Bedingung aus, dass vier Ebenen, deren 
Koordinaten a^, . . , a^, h^, . > . b^ u.b. w. sind, durch einen Punkt gehen. 
Da die Funktion z/ in Bezug auf die Koordinaten eines jeden der 
vier Punkte, z. B. in Bezug auf Cq, ^i, ^g; ^s? homogen und vom ersten 
Grade ist, so kann man statt z/ = auch 






^ == Üi ^0 + i^ ^1 + i^ ^2 + i; ^3 = 



schreiben. 

Setzt man hier den Punkt d innerhalb der Ebene ahc variabel, 
das heisst, setzt man seine Koordinaten ^o; ^i; ^2; ^3 variabel, jedoch so, 
dass sie der zuletzt aufgestellten Gleichung genügen, so folgt, dass 
die Koordinaten der Ebene a&c, nach der oben aufgestellten Definition^ 

dJ dd dz:! dJ 

(3) dasheisst: ^' ^' ^' ^' 

-^lh%*^2^3? -^lh^0^3^2; -^ih^O^l^S? -^+^0^2^! 

sind. Dieselben Ausdrücke sind zugleich die Koordinaten des Durch- 
schnittspunktes dreier Ebenen, deren Koordinaten a^ ... . %, &q . . . 63, 
Cq . . . Cg sind. 

Es seien endlich die Koordinaten zweier Punkte a und b und 
einer Ebene y gegeben, nämlich a^ . . . ag, b^ , . .b^j }^o • • • ^^35 ^^^ ^^ 
seien die Koordinaten oCq , . . x^ des Durchschnittspunktes x der Ge- 
raden a& und der Ebene y gesucht. Wenn x in der Geraden ab liegen 
soll, so lassen sich die Koordinaten von x in der Form 

maQ -{' nb^j ma^-^- nb^^ ma^ -{- nb^, ma^ -]- nb^ 
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darstellen^ wo m und n beliebige Zahlgrössen sind. Und umgekehrt^ 
wenn sieb die Koordinaten von x in dieser Form darstellen lassen^ so 
liegt X in al). Es folgt dies unmittelbar daraus^ dass die Parallel- 
projektionen von Tbeilen derselben Linie sich wie diese Tbeile ver- 
halten. Die Bedingung^ dass x in y •\ liegt, wird durch die Grleichung 4 

ausgedrückt. Setzt man hierin statt x^ . . , x^ ihre obigen Werthe, so 
ergiebt sich 

m [^0^0 + 0^1^! + 0^272 + ^rs] + ^ [*oro + \ri + ^2^2 + hvzl = 0; 

und setzt man das hieraus entspringende Verhältniss von m zu n in 
die obigen Ausdrücke der Koordinaten, so erhält man: 

\p = %ro + %ri + <^2;^2 + ^^3^3; ^ = \ro + hri + hr2 + ^73- 

Diese Ausdrücke stellen also die Koordinaten des Durchschnitts- 
punktes X einer Ebene dar, deren Koordinaten y^^ ... y^ sind, und 
einer Geraden, welche durch zwei Punkte geht, deren Koordinaten 
^0, ... a^ und 6q, ... feg sind. Vermöge der Reciprocit'at zwischen 
Punkt und Ebene stellen dieselben Ausdrücke auch die Koordinaten 
einer Ebene dar, welche durch einen Punkt mit den Koordinaten 
^Q, ... ^3 und durch die Durchschnittslinie zweier Ebenen mit den 
Koordinaten ö^q, ... a^ und &q, ... b^ gelegt ist. 

Hiermit haben wir nun die sämtlichen Formeln beisammen, welche 
zum Beweise des Satzes hinreichen. Fragt man nämlich nach der Art, 
wie vermöge linealer Konstruktionen aus einer Reihe von Elementen 
neue Elemente hervorgehen können, so ist dies, wenn wir Alles aus- 
einanderlegen, nur auf eine der folgenden sechs Arten möglich: 

Erstlich: aus drei Punkten kann ihre Verbindungsebene hervor- 
gehen, und zweitens reciprok aus drei Ebenen ihr Durchschnittspunkt. 
Ferner kann drittens aus zwei Punkten ihre Verbindungslinie und 
viertens reciprok aus zwei Ebenen ihre Durchschnittslinie; endlich 
fünftens aus einem Punkte und einer Geraden ihre Verbindungsebene 
und seehstens reciprok aus einer Ebene und einer Geraden ihr Durch- 
schnittspunkt hervorgehen. 

Die letzten vier Arten lassen sich noch weiter reduciren. In der 
That kann die durch die dritte Erzeugungsart hervorgehende Gerade 
bei den folgenden Konstruktionen entweder gar nicht wieder vor- 
kommen, in welchem' Falle das Verbinden jener Punkte ganz unter- 
bleiben kann, oder sie tritt mit einem dritten Punkte in Verbindung, 
in welchem Falle man die Verbindungsebene dreier Punkte, also die 
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erste Erzeugungsart erhält-, oder endlicli, sie tritt mit einer Ebene 
in Verbindung. Hierauf aber lässt sich die sechste Erzeugungsart 
gleichfalls zurückführen; denn die Gerade, mit welcher hier die Ebene 
in Verbindung tritt ^ kann entweder als Durchschnitt zweier Ebenen 
entstanden sein^ in welchem Falle man den Durchschnitt dreier Ebenen^ 
5 also f die zweite Erzeugungsart bekommt, oder sie kann als Verbindungs- 
linie zweier Punkte entstanden sein^ was auf denselben Fall zurück- 
führt, wie die dritte Erzeugungsart. Wenn man die der dritten und 
sechsten reciproken Erzeugungsarten, nämlich die vierte und fünfte, 
eben so reducirt, so folgt, dass die folgenden vier Erzeugungsarten 
übrig bleiben: 

Erstlich die Verbindung dreier Punkte*, ^tveüens der Durchschnitt 
dreier Ebenen; drittens der Durchschnitt einer Ebene mit der Ver- 
bindungslinie zweier Punkte und viertens die Verbindung eines Punktes 
mit der Durchschnittslinie zweier Ebenen. Es führen also alle linealen 
Erzeugungen neuer Elemente auf die Formeln (3) und (4) zurück. 

Sind nun in Bezug auf die Koordinaten ^q, X-^^, x^^ x^ eines 
Punktes x (oder einer Ebene) die Koordinaten von a, &, c homogen 
und beziehlich von den Graden a, 6, C, so zeigt die Formel (3), dass 
auch die Koordinaten des aus a, h^ c durch Verbindung der Punkte 
(oder als Durchschnitt der Ebenen) hervorgehenden Elements homogen 
sind, und zwar vom Grade a 4" 6 + C. Dasselbe ergiebt sich aus der 
Formel (4) für das aus a, h, y hervorgehende Element. Also werden 
die Koordinaten eines lineal erzeugten Elements in Bezug auf die 
Koordinaten des veränderlichen Elements x stets homogen und zwar 
vom ^'^.-ten Grade sein, wenn bei der Erzeugung x im Ganzen n-mal 
angewandt ist. Endlich zeigt die Formel (2), welche ausdrückt, dass 
die vier Punkte a^ h, c, d in einer Ebene liegen, dass, wenn die 
Koordinaten von a, &, c, d homogen imd beziehlich von den 
Graden a, b, C, b {in x] sind, die hervorgehende Gleichung vom 
(a 4~ 6 + C + b)-ten Grade ist, also vom n-ten, wenn bei den linealen 
Konstruktionen der Punkte a, &, c, 3 das variable Element x im 
Ganzen i^-mal angewandt ist. 

Es bleibt demnach nur noch der umgekehrte Satz zu beweisen, 
nämlich dass sich jede algebraische Oberfläche auf die bezeichnete 
Weise erzeugen lässt. Der Beweis ist genau dem für die Kurven 
analog (siehe Crelle's Journ. Bd. 42, S. 187 {hier S. 80}). Nämlich 
es wird sich die Gleichung jeder algebraischen Oberfläche in der Form 

f{x^ y, ^) = 
darstellen lassen, wo fix^y^ ^) eine ganze rationale Funktion der 
rechtwinkligen oder schiefwinkligen Koordinaten x^ y^ des die Ober- 
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fläche erzeugenden Punktes (der sie umliüllenden Ebene) ist. Diese 
Funktion^ da sie eine ganze rationale ist, gelit aus x^ y^ und den 
Konstanten durch Addition und f Multiplikation hervor. Also kommt 6 
es nur darauf an, die Addition und Multiplikation zweier Zahlgrössen 
durch lineale Konstruktion darzustellen. 

Zu dem Ende nehme man irgend eine aus dem Anfangspunkt o 
der Koordinaten gezogene gerade Linie und auf ihr irgend ein Maass 
0^ zu Hülfe und nehme an, es sei jede Konstante der Funktion durch 
einen Punkt dieser Geraden in der Art dargestellt, dass die Entfernung 
dieses Punktes vom Anfangspunkt o, gemessen durch das Maass od^ 
jener Konstanten gleich sei. Ebenso übertrage man die Koordinaten 
des konstruirenden Punktes p auf dieselbe Linie und dasselbe Maass 
od und zwar mittels linealer Konstruktion. 

Man lege nämlich durch p eine Ebene, welche mit zweien der 
Koordinatenaxen parallel ist, und nenne den Punkt, in welchem diese 
Ebene die Gerade od schneidet, a und den Punkt, worin sie die dritte 
Axe, die wir als die ^-Axe setzen, schneidet, ct. Dann ist oa die zu 
der x-Axe gehörige Koordinate. Diese soll in die Funktion als Zahl- 
grösse eingehen. Sie muss also durch irgend ein Maass gemessen sein. 
Es sei die entsprechende Koordinate des Punktest dieses Maass 5 das heisst, 
wenn man durch d die Ebene parallel mit den beiden andern Axen 
legt und den Punkt, in welchem diese Ebene die ^-Axe schneidet, d' 
nennt, so soll od' das Maass sein, mit welchem alle der ^-Axe zu- 
gehörigen Koordinaten gemessen sind, ül^ox = oa:oo. Aber ver- 
möge des Parallelismus der Ebenen ist oa' : od' = oaiod . Also erhält 
man, unter den gemachten Voraussetzungen, für irgend eine beliebige 
Koordinate (x) eines Punktes p den Punkt a in od^ durch welchen sie 
dargestellt wird, als den Durchschnittspunkt von od mit einer durch 
p gelegten den beiden andern Axen parallelen Ebene; so nämlich, dass 
X == oaiod ist. Auf diese Weise sind nun alle in der Funktion vor- 
kommenden Zahlgrössen durch Punkte der Linie od dargestellt, und 
es kommt nur darauf an, auch die Summe und das Produkt zweier 
solcher Grössen auf gleiche Weise, und zwar mittels linealer Kon- 
struktionen, darzustellen, das heisst, wenn f und g zwei solche Punkte 
sind und h der gesuchte {ist}, so soll im ersten Falle h so bestimmt 



werden, dass 
das heisst 



0/ _\0g oh 

od "^ od od ^ 



of -\- og = ohy 
und im zweiten Falle so, dass 
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of og oh 

od od od ^ 
das heisst 

of ' og = oh • od 

7 oder 

od : of == og : oll 

sei. Aus der Elementargeometrie weiss man^ wie in beiden Fällen der 
Punkt h durch, parallele Linien oder Ebenen^ also durcb lineale Kon- 
struktionen erfolgt. (S. Crelle's Journ. Bd. 42, S. 187 {hier S. 80}.) 
Also lässt sich allgemein f(x, y^ 0) aus dem die Oberfläche erzeugenden 
Punkte durch lineale Konstruktionen als ein Punkt der Linie od dar- 
stellen. Es erfolgt dieser Punkt als Durchschnitt der Geraden od mit 
einer lineal konstruirten Ebene. Soll nun f(x^ y, 0) Null sein, so 
muss jener Punkt in fallen, das heisst, diese lineal konstruirte Ebene 
muss durch gehen, das heisst, es findet die in dem Hauptsatze aus- 
gesprochene Bedingung statt, dass ein Punkt in einer lineal kon- 
struierten Ebene liegt. Also ist die Oberfläche, deren Gleichung 
fix, y, 0) = war, durch die in dem Hauptsatze angegebene Kon- 
struktion erzeugbar. Was zu beweisen war. 

In Bezug auf den letzten Theil des Satzes ist noch eine er- 
läuternde Bemerkung hinzuzufügen. Nämlich, aus der Art, wie oben 
aus den Punkten f und g der Punkt h durch lineale Konstruktion 
erfolgte, ergiebt sich, dass sowohl, wenn h die Summe, als auch, wenn 
es das Produkt der durch die Punkte f und g ausgedrückten Zahlen 
darstellt, jedesmal sowohl f als g bei diesen Konstruktionen einmal 
angewandt wird. Ist also zur Konstruktion von f und g der ver- 
änderliche Punkt p beziehlich /"- und ^'-mal angewandt, so ist p zur 
Konstruktion von h im Ganzen (/" -f- /)-mal angewandt. Daraus ist 
klar, dass jedes Glied der Punktion, z. B. x^y^0^^ durch einen Punkt 
dargestellt wird, bei dessen linealer Konstruktion der veränderliche 
Punkt p so oft angewandt ist, als der Grad dieses Gliedes beträgt, 
also hier (l -\- m -{- ^^)-mal. Hat man nun eine ganze rationale Funk- 
tion ^^-ten Grades fix^y,^)^ und ist $ der durch sie dargestellte 
Punkt, also os : od == f(x^ y, ^), und konstruirt man zuerst die Punkte, 
durch welche die einzelnen Glieder der Funktion dargestellt werden, 
und darauf den Punkt s, durch welchen ihre Summe dargestellt ist, 
so ist klar, dass nach der angegebenen Methode, bei der linealen 
Konstruktion von 5, der Punkt p im Ganzen (n -|- m)-mal angewandt 
ist, wenn n -{- m die Summe der Grade aller Glieder ist. Nach dieser 
Konstruktion müsste daher die durch die Gleichung f(x, y^ 0) == 
dargestellte Oberfläche von (^n -f- m)-ter Ordnung sein, da sie doch, 
nach der ursprünglichen Gleichung, nur von ^^-ter Ordnung ist. 
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Dieser Widerspruch, löset sicli indess sogleich , wenn man die 
obige Methode nur in ihrer ganzen Strenge anwendet. Nämlich^ f um 8 
die Koordinaten jenes Punktes s zu finden^ welcher durch (n -f- m)- 
malige Anwendung des Punktes p lineal konstruirt wurde ^ hatten wir 
vier Koordinaten angewandt; wir fügen daher zu x^ y, ^ noch die 
vierte Koordinate a hinzu und nehmen an, dass für ^i = 1 die neuen 
Werthe der Koordinaten mit den alten identisch sind. Dann sind nach 
der obigen Beweisführung die Koordinaten von os, also auch os : od, 
homogene Funktionen (n -)- m)-ten Grades Yon u, x, y, ^; aber für 
^^ = 1 ist OS : od = f(Xy y, d), also eine Funktion ^^-ten Grades, mit- 
hin muss os:od nothwendig die Form 

^ = ^^mFn{u, X, y, S) 

haben, wo Fn eine homogene Funktion ^-ten Grades ist, die für %i = 1 
in f(x, y, s) übergeht. Die durch Konstruktion hervorgehende Ober- 
fläche hat also die Gleichung 

ti'''F(Uj X, y, ^) == 0, 

und die ursprüngliche Gleichung war f^x, y, ^) = oder 

F{u, X, y, 0) = O. 

Die erstere Oberfläche zerfällt in m Ebenen, welche durch die Gleichung 
^ = dargestellt sind, das heisst in m unendlich entfernte Ebenen, 
und in die Oberfläche ^-ter Ordnung, welche durch die letzte Gleichung 
dargestellt ist. 

In vielen Fällen lässt sich die lineale Konstruktion, durch, welche 
die Funktion f(x, y, z) erfolgt, so reduciren, dass der Punkt p bei 
derselben im Ganzen nicht so oft angewandt wird, als die Summe aller 
Grade der einzelnen Glieder beträgt. Aber im Allgemeinen ist eine 
solche Reduktion nicht durchführbar. Ein Fall, wo die Reduktion am 
leichtesten ausführbar ist, ist der einer Funktion ersten Grades. In der 

That stellt h / H = 1 ^i^^ Ebene dar, welche durch die Punkte 

(a, ö, o), (o, 5, 6»), (ö, 0, e) geht. Diese Ebene ist lineal aus den 
Konstanten a^ h^ c konstruirbar. Sind nun ^, ^, die Koordinaten 
eines Punktes p, und legt man durch p eine Ebene, welche mit der 
soeben konstruirten parallel ■ ist, und welche die Linie 0^ in g 
schneidet, so ist 

^ _L ^ _(_ 1_ = f^ 

et ' & ' c od^ 

das heisst, jene Funktion ersten Grades wird durch einen Punkt 9 
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dargestellt^ bei dessen Konstruktion der veränderliclie Punkt p nur 
einmal angewandt ist. 

Einen Fall^ wo die vollständige Reduction nicht ausfülirbar ist^ 
bietet zum Beispiel die Grleichung 

^2 ^2 z^ =\ 

dar. Diese Gleichung stellt ein s^üeischaliges Hyperboloid vor^ und ein 
solches gehört zu denjenigen Oberflächen zweiter Ordnung^ auf welchen 
sich keine gerade Linien ziehen lassen. Nun werde ich später zeigen^ 
dafs die linealen Konstruktionen^ bei denen der yeränderliche Punkt 
zweimal angewandt wird^ stets nur solche Oberflächen zweiter Ordnung 
liefern^ auf denen sich gerade Linien ziehen lassen. Also ist die obige 
Gleichung nicht durch eine solche Konstruktion darstellbar. Hingegen 
kann man sie in 

{X'\-y){x — y) — ^^^l 

Yerwandeluj aus welcher Form sich sogleich ergiebt^ dass sich die 
Fläche durch eine lineale Konstruktion darstellen lässt^ bei welcher der 
yeränderliche Punkt viermal angewandt wird- und die durch diese Kon- 
struktion erzeugte Oberfläche vierter Ordnung zerfällt dann in die zu 
erzeugende Oberfläche zweiter Ordnung und in zwei unendlich ent- 
fernte Ebenen. Dasselbe gilt für alle Oberflächen zweiter Ordnung^ 
auf denen sich keine geraden Linien ziehen lassen-, denn alle diese 
Oberflächen lassen sich mit dem durch die obige Gleichung dargestellten 
zweischaligen Hyperboloid coUinear setzen. 

Diese beiden Beispiele mögen genügen^ um die eigenthümliche 
Beziehung zwischen dem Satze und seiner Umkehrung zu veranschau- 
lichen. 

Stettin, im Juli 1852. 
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IX. 

Grundsätze der stereometrischen Multiplikation, lo 

Von 

Prof. H. Grassmann, 

Oberlehrer am Grymnasio zvl Stettin. 



Crelle's Journal Bd. 49, Heft I, S. 10—20 (1855). 



Im 31ten und 42ten Bande des Crelle'schen Journals {liier S. 49 
und S. 86 } habe ich die Prinzipien der planimetrischen Multiplikation 
entwickelt^ deren Eigenthümlichkeit darin bestand^ dass jede einfache 
{lineale} planimetrische Konstruktion durch eine ebenso einfache Pro- 
duktformel dargestellt wurde. Ich werde hier das Gleiche für den 
Rcmm yersuchen. 

§1- 

Erklärungen und Bezeichniingen. 

Im Räume kommen drei Gattungen von Elementen vor: PimMe^ 
gerade Linien und Ebenen ^ welche ich beziehlich Elemente erster, 
0^üeiter und dritter Stufe nennen werde und von denen ich die ersten 
beiden Gattungen, wie bisher, mit lateinischen Buchstaben und zwar 
die Punkte mit kleinen, die geraden Linien mit grossen bezeichnen 
werde, während zur Bezeichnung der Ebenen die kleinen griechischen 
Buchstaben dienen sollen. Der Buchstab n indessen soll nie einen 
Punkt, sondern, wie gewöhnlich, eine Zahl bezeichnen. Zur Definition 
der stereometrischen Multiplikation genügt es, das Produkt von je 
zwei jener drei Gattungen von Elementen zu. definiren. Dies giebt, 
da ich die Faktoren vertauschbar setze, sechs Definitionen. Doch sind 
überall zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem die beiden Elemente 
vereinigt liegen oder nicht. Ich sage nämlich, dass zwei Elemente 
vereinigt liegen, wenn sie mehr Punkte gemein haben, als vermöge 
ihrer Lage im Räume noth wendig ist, das heisst, ich sage, ein Punkt 

Grassmann, Werke. II. 10 
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liege mit einem Punkte^ einer Geraden^ einer Ebene vereinigt^ eine 
Gerade mit einer Ebene ^ eine Ebene mit einer Ebene ^ wenn jedesmal 
das erstere Element in dem letzteren liegt; und eine Gerade liege mit 
einer Geraden vereinigt , wenn sie sich schneiden (gleichviel^ ob im 
Endlichen oder Unendlichen). 

Wenn nun zwei Elemente vereinigt liegen^ so setze ich ihr stereo- 
metrisches Produkt Null-, wobei ich voraussetze^ dass IsTull^ mit jeder 
Grösse multiplicirt^ wieder Null giebt. Namentlich bedeutet 
11 1) ai == oder a ^ h [a kongruent 5]^ 

dass die Punkte a und h zusammenfallen* 

2) Ah = oder hÄ = 0, 

dass der Punkt h in der Geraden Ä liegt; 

3) aß == oder a'^E ß [a kongruent ß]^ 
dass die Ebenen a und ß zusammenfallen; 

A) Äß = oder ßÄ = 0, 
dass die Gerade A in der Ebene ß liegt; 

5) AB=0, 

dass sich die Geraden A und B schneiden; 

6) ah == oder ba = 0^ 

dass der Punkt h in der Ebene a liegt. 

Wenn die Elemente nicht vereinigt liegen^ so bedeutet 

1) ah die durch a und h gelegte Gerade; 

2) Ah oder hA die durch A und h gelegte Ebene; 

3) aß die Durchschnittslinie beider Ebenen; 

4:) Aß oder ßA den Durchschnittspunkt der Geraden A und der 
Ebene /3; 

J . T -j \ ein Element nuUter Stufe, das heisst 
b) ab oder ba \ 

eine Grösse^ welche die Eigenschaft hat^ irgend einem Elemente als 

Faktor beigefügt^ die Lage desselben unverändert zu lassen. Ich werde 

zwei aufeinander fallende Elemente (die Linien und Ebenen immer als 

unendlich angenommen) einander kongment nennen und die Kongruenz 

durch EEE bezeichnen. Ebenso werde ich zwei Elemente nuUter Stufe 

jederzeit einander kongruent nennen"^). Wenn also nun z. B. 7i eine 

Grösse nuUter Stufe und F ein beliebiges Element ist^ so würde 

sein. ^r=r 



*) Da die Zahlen gleichfalls Grössen niülter Stufe sind, so würden hiernach 
alle Zahlen kongruent sein, was mit dem Gaussischen Begriff der Kongruenz in 
Widerspruch zu stehen scheint. Allein nimmt man den Modul unendlich klein 
an, was der geometrischen Auffassung entspricht, so werden in der That alle 
Zahlgrössen kongruent. 
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Von den sechs Produkten stellen die zwei ersten das Verbindungs- 
element (die Verbindungsgerade ^ Verbindungsebene) der beiden 
Faktoren dar^ die beiden folgenden das Durchsclinittselenient (Durch- 
scbnittslinie^ Durchschnittspunkt f )^ während die beiden letzten kein 12 
besonderes räumliches Element mehr darstellen. Von den sechs Defini- 
tionen sind 1) und 3)^. und ebenso 2) und 4), einander reciproh, das 
heisst; aus der einen geht die andere hervor^ wenn man die Begriffe 
Punkt und Ebene^ Verbinden und Durchschneiden vertauscht. 

Es können nun die Produkte^ da sie wieder Elemente sind^ aufs 
neue mit andern Elementen oder Produkten multiplicirt und dadurch 
Produkte mit mehreren Faktoren gebildet werden. In diesem Falle 
lasse ich die Klammern weg, wenn die Multiplikation Yon der Linken 
zur Rechten fortschreiten soll; das heisst wenn A^ B, F beliebige 
Elemente sind, so ist ABF gleichbedeutend mit {AB)r oder 

ABr={AB)r. 

§2. 
stufe der stereometrisclien Produkte. 

Man sieht bald aus den Definitionen, dass die Stufe des Produkts 
bei den beiden ersten Definitionen eben so gross ist als die Summe 
der Stufenzahlen beider Faktoren, bei den folgenden Definitionen aber 
um vier kleiner. In allen Fällen lassen also jene Stufe und diese Summe, 
durch vier dividirt, denselben Best, das heisst, sie sind Icongraent in Bezug 
auf den Modul 4. Daraus folgt nachstehender Satz: 

Die Skifefimhl eines beliebigen stereometrisclien FroduMs ist der 
Summe der StufenmUen sämtlicher FaUoren Iwngruent in Bemg cmf 
den Modid 4; oder: jene Sttifenmlil ist gleich dem Ideinsten positiven 
Beste (Nidl eingerechnet), den man erhält^ ivenn man die Stufenmhlen 
sämtlicher FaUoren addirt und diese Summe durch 4 dividirt. 

§3. 
Produkte mehrerer Punkte oder Ebenen. 

Aus den Definitionen 1) und 2) folgt: 

Dass das ProcUU cthc oder a(bc) Null ist, %venn die drei Punlde 
a^ hj c in gerader Linie liegen, und dasSj ivenn dies nicht der Fcdl, 
jenes ProduU der durch a, h, c gelegten Ebene kongruent ist; 
und reciprok folgt aus den Definitionen 3) und 4): 

Dass das ProduU aßy oder a{ßy) Nidl ist^ ivenn die drei Ebenen 
a^ ß, y eine und dieselbe gerade Linie gemein haben ^ und dass, tvenn 

10* 
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dies nicht der Eall^ jenes ProdiiM dem DitreJischnittspimläe der drei 
Ebenen a, ß, y Iwngment ist 
J3 Ferner folgt aus den Definitionen 5) und 6): 

JDciss das Produkt ah cd oder a(bed) oder ah (cd) Nidl isty ivenn die 
vier PiinMe a, h, c, d in einer Ebene liegen; 
und ebenso^ reciprok: 

Pass das ProdiM aßyd oder a(ßyd) oder aß (yd) Null ist, ivenn 
die vier Ebenen a, ß^ y^ d durch einen %md denselben PtmM gehen; 
und: 

PasSj ivenn dies nicht der Fcdl ist, alle diese Produkte Ausdrücke 
nidlter Stufe darstellen. 

§ 4. 
Vertauschung und Vereinigung der Faktoren. 

Die Definitionen (§ 1) lehren unmittelbar: 

Pass man die beiden Faktoren eines stereometrischen Produkts [aus 
^wei Faktoren] vertauschen und einen Fcüäor nullter Stufe in einem 
stereometrischen Prodidd beliebig stellen oder mit andern Faktoren ver- 
einigen kann, ohne den geometrischen Sinn des Prodiüäs 0u ändern. 
Ebenso ergiebt sich aus § 3 sogleich: 

Pass man in Prodidden von zivei bis vier Punkten oder Ebenen 
die Faktoren beliebig vertauschen und vereinigen (mit Klammern um- 
schliessen) kann. 

Es werde jetzt ein beliebiges Produkt von drei Paktoren be- 
trachtet^ in welchem das Produkt zweier dieser Faktoren mit dem 
dritten Faktor multiplicirt ist^ und es werde die Vertauschbarkeit und 
Vereinbarkeit der Faktoren untersucht. Zuerst leuchtet aus dem so- 
eben aufgestellten Satze hervor: 

Pass man drei Faktoren , deren Stufenzahlen zusammen kleiner ah 
fünf oder grösser als sieben sind, beliebig mit einander vertauschen und 
vereinigen darf. 

Denn in diesem Falle lässt sich das Produkt stets als ein Produkt 
von drei oder vier Punkten oder Ebenen darstellen. Zum Beispiel 
das Produkt aPd, da die Gerade P ein Produkt zweier Punkte^ etwa 
h und c istj lässt sich in der Form a(bc)d ^^ ahcd darstellen. 

Um auch in den übrigen Fällen (wo die Stufenzahlen zusammen 
5^ 6 oder 7 betragen und keine gleich 4 ist)^ darüber urtheilen zu 
können^ gehen wir auf die Definitionen 1) bis 4) zurück. Nach der 
Definition 3) ist das Produkt der beiden Ebenen ahc und dab NuU^ 
wenn a, hj c^ d in einer Ebene liegen^ das heisst^ wenn ab cd Null ist. 
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Ist hingegen dies nicht der Fall, so ist das Produkt gleich der Durch- 
schnittskante ab beider Ebenen. Beides wird nach f der sechsten 14 
Definition durch das Produkt ab cd, ab ausgedrückt, indem dasselbe 
Null oder mit ab kongruent ist, je nachdem ab cd Null ist oder nicht. 
Es ergiebt sich also die Kongruenz 

(1) abcidab) e-ee abcd . ab, 

welche die Definition 3) vollkommen darstellt. Auf gleiche Weise 
wird die vierte Definition durch die Formel 

(2) abc(da) ^ abcd . a 

dargestellt. 

Es ist klar, dass die Ordnung der Punkte innerhalb eines jeden 
dieser einzelnen Produkte, da sie höchstens aus vier Punktfaktoren 
bestehen, gleichgültig ist, und dass daher die Formeln (1) und (2) 
nur aussagen, dass man in den beiden dort angenommenen Fällen die 
vier verschiedenen Faktoren a, b, c, d zu einem Produkt vereinigen 
kann. Aus diesen beiden Formeln, imd ihren reciproken, lässt sich 
nun die Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Faktoren leicht be- 
urtheilen. Man erhält nämlich aus der Formel (2) sogleich: 

(3) abcd . a ^ abc{da) ^E ab{cda) E-i aibcda) , 
und aus der Formel (1), für sich oder verbunden mit (2): 

(4) abcd . ab ^ abcidab) ^ ab{cdab) ^ abc(da)b . 

Die vier kongruenten Ausdrücke in der Formel (3) liefern, paarweise 
einander kongruent gesetzt, sechs Formeln, und diese sechs Formeln 
geben unmittelbar das Gesetz 

(5) ABr=A{Br), 

wenn die Stufenzahlen A, 5, F beziehlich 3, 1, 1 oder 2, 2, 1 oder 

1, 3, 1 oder 2, 1, 2 oder 1, 2, 2 oder 1, 1, 3 sind und dabei der 
letzte Faktor mit dem ersten einen Punkt (ci) gemein hat. So zum 
Beispiel giebt die erste Kongruenz abcd . a^ abc(da) die Formel (5), 
wenn man abcEE: A, d"^ B, a^ F setzt u. s. w. Diese sechs Fälle 
lassen sich unter den gemeinsamen Ausdruck bringen, dass jede der 
Stufenzahlen kleiner als 4 und ihre Summe gleich 5 ist. Wenn man 
unter den vier kongruenten Ausdrücken in (4) die ersten drei zu- 
sammenpaart und den zweiten mit dem vierten, so erhält man die 
Formel (5) für den Fall, dass die Stufenzahlen beziehlich 3, 1, 2 oder 

2, 2, 2 oder 2, 1, 3 oder 3, 2, 1 sind und von den Elementen A 
und F das eine ganz in dem andern liegt. Durch Reciprocität (das 
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heisst^ wenn man die dritte und erste Stufe vertauscht) erhält man 
hieraus die Formel (5) noch für die Stufenzahlen 1^ 3^ 2; 2^ 3, 1 und 
Ij 2^ 3. Diese sieben Fälle kann man unter den gemeinsamen Aus- 
15 druck bringen^ dass jede der Stufenzahlen kleiner als 4 und f ihre 
Summe gleich 6 ist. Endlich ergiebt sich durch Reciprocität aus 
dem Falle^ wo die Summe der Stufenzahlen 5 ist, der, wo diese Summe 
7 ist. Dabei verwandelt sich die Bedingung^ dass der erste und letzte 
Faktor einen Punkt gemeinschaftlich haben, in die Bedingung, dass 
diese Faktoren in derselben Ebene liegen. 

Wir können, wie sich sogleich durch Vergleichung der Formeln (3) 
ergiebt, diese Bedingung in beiden Fällen auch so ausdrücken, dass der 
erste und letzte Faktor entweder Gerade in derselben Ebene sind oder 
dass der eine jener Faktoren ganz in dem andern liegt. 

Vertauscht man in (5) links A und 5, rechts Ä und BT^ was 
nach dem ersten Satze dieses Paragraphs gestattet ist, so erhält man 
die Formel 
(6) BäT=BTA^, 

welche also in demselben Umfange gilt wie (5). 

Diese Resultate lassen sich in den folgenden Satz zusammenfassen: 
Die Ordnimg ^ in ivelclier man ein Element (B) mit zwei andern 
Elementen {A und F) vereinigt oder fortschreitend midtiplieirt ^ ist in 
folgenden drei Fällen gleichgiUtig für den geometrischen Werth des ge- 
samten ProdiiMs, das heisst, es ist 

BAF^BFA und ABF^A(BF): 

1) ivenn die Summe der drei Stufenzahlen Meiner ah fünf oder grösser 
als sieben ist; 

2) wenn von jenen ieiden Fcddoren (A und F) der eine ganz in 
dem andern liegt; 

3) ivenn jene beiden Faktoren {A und F) Gerade in derselben Ebene 
sind und der andere Falüor (JB) ein FunM oder eine Ebene ist. 

Dieser Satz ist insofern erschöpfend, als es ausser den in dem- 
selben erwähnten Fällen keinen giebt, in welchem sich in einem nicht 
verschwindenden klammerlosen Produkte von drei Faktoren der zweite 
mit dem dritten vertauschen oder vereinigen liesse, ohne dass sich der 
geometrische Werth des Produkts änderte. Der leicht zu. führende 
Beweis dieser Behauptung bleibt dem Leser überlassen. 

Noch will ich den zweiten Theil dieses Fundamentalsatzes der 
stereometrischen Multiplikation in Formeln kleiden, in denen schon die 
Bedingung mit aufgenommen ist, nämlich in 

ABrB = AB{FB)^A{rB)B, 
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Denn die Faktoren ^B und B und ebenso (FB) und B haben die :I6 
Eigenscbaft, dass der eine derselben ganz in dem andern liegt; also 
ist die Bedingung des Satzes erfüllt und die Vereinigung oder Ver- 
tauschung der Faktoren dem Satze gemäss gestattet. 

Die erste dieser Kongruenzen lässt sieb auf folgende Weise in 
Worte kleiden: 

Wenn in einem Uammerlosen Frodiüä ^ivisclien mvei hongntenten 
FaMoren ein dritter FaMor stellt, so Icann man diesen mit dem folgenden 
durch Klammern msammenscliliessen. 



§ 5. 
Besondere Umgestaltungen von Produkten nullter Stufe. 

Die Produkte nullter Stufe^ da sie^ wie icb im folgenden Paragraph 
zeigen werde ^ alle algebraischen Oberflächen darzustellen vermögen, 
haben vor den andern Produkten ein besonderes Interesse und lassen 
eine Reihe von Umgestaltungen zu, die den andern Produkten abgehen. 
Daher werde ich sie besonders ins Auge fassen. 

Jedes Produkt^ also auch das Produkt nullter Stufe, besteht zu- 
nächst aus zwei Faktoren. Löset man nun einen dieser Faktoren wieder 
in seine zwei Faktoren auf, so erhält man drei Faktoren, deren Stufen- 
zahlen, da das gesamte Produkt von nullter Stufe sein soll, eine durch 
4 theilbare Summe haben müssen. Da die einzelnen Stufenzahlen stets 
kleiner als 4 sind, so kann die Summe nur entweder Null sein, wenn 
alle drei einzeln genommen Null sind, oder 4 oder 8; in allen drei 
Fallen können nach dem vorigen Paragraph die drei Faktoren beliebig 
vertauscht und vereinigt werden. Also: 

Wenn ein ProduM mdlter Stufe aus drei F'aMoren hesteht^ so Mnnen 
dieselben beliebig vertauscht und vereinigt iverden. 

Der Sinn dieses Satzes ist der, dass das Produkt, wenn es in dem 
einen Falle Null ist, auch jedesmal in dem andern Null sei. Hieraus 
folgt sogleich, dass man in einem beliebig zusammengesetzten Produkt 
nullter Stufe jeden beliebigen Faktor A auf die letzte Stelle bringen 
kann, ohne dass er noch von einer Klammer umschlossen wird. Zu 
dem Ende hat man nur auf folgende Weise zu verfahren. Unter den 
beiden Faktoren, aus denen das gesamte Produkt zunächst besteht, 
löse man denjenigen, welcher A enthält, in seine beiden Faktoren auf-, 
dann hat man drei Faktoren, welche man nach dem vorher aufgestellten 
Satze beliebig ordnen und vereinigen kann. Man stelle f nun den- 17 
jenigen derselben, welcher A enthält, in die letzte Stelle und fasse die 
beiden andern zu einem Produkte zusammen. Dies Verfahren, bei 
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welcliem jedesmal eine Klammer , die den Paktor Ä noch umscliliesst^ 
verschwindet^ lässt sich also so lange fortsetzen^ bis A von keiner 
Klammer mehr umschlossen wird; und dann ist Ä zugleich an den 
Schluss gerückt. Wendet man das Verfahren auf den ersten Faktor {A^ 
eines fortschreitenden Produkts nuUter Stufe an, so erhält man die 
Formel 

A^ A^ . • . An -=- An ' ' . A^ A-^ , 

und vertauscht man rechts A-^ mit dem gesamten vorhergehenden Faktor, 
so erhält man das Produkt 

'=E::z A^ (^An • • • A^) ; 

das heisst: 

Ein fortschreitendes ProchiM millter Stufe darf man umlcehren oder 
es in zivei Theile sondern und den letzten timgehehrt in Klammern 
sehliessen. 

Es werde endlich ein beliebig zusammengesetztes Produkt nuUter 
Stufe % betrachtet, welches noch einen Faktor nuUter Stufe 33 enthält. 
Es sei das Produkt, welches übrig bleibt, wenn man in % den Faktor 33 
weglässt, mit S bezeichnet; dann muss @, wie leicht zu sehen, gleich- 
falls von nuUter Stufe sein; und da man, nach dem vorhergehenden 
Paragraph, einen Faktor nuUter Stufe beliebig stellen und mit andern 
Faktoren vereinigen oder von ihnen trennen kann, so kann man dann 
auch den Faktor 33 isolirt an den Anfang stellen und erhält: 

Sl = 33e. 

Wenn nun 33 nicht Null ist, so folgt aus der Definition der Grössen 
nuUter Stufe 33K^©. Daraus ergiebt sich, dass % dann und nur 
dann Null ist, wenn entweder 33 oder ß verschwindet. Also: 

Wenn ein ProduU mdlter Stufe noch einen Fcddor mdlter Stufe 
enthält, so Icann man diesen als den einen Fcddor des gesamten Produhts 
setzen und cds den andern dasjenige ProcMä, tvelches übrig Ueibt, ivenn 
m^an cms dem gesamten ProduM diesen Faläor toeglässt. In diesem Falle 
ist das gesamte Prodidct dann und nur dann Nidl, ^uenn der eine oder 
der andere dieser Faläoren Nidl ist. 



§ 6. 
18 Stereometrisclie Gleichungen algebraischer Oberflächen. 

Der Satz, welchen ich in der vorhergehenden Abhandlung {hier" 
S. 136} über die lineale Erzeugung der algebraischen Oberflächen auf- 
gestellt habe, lautete: 
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Wenn die Lage eines Ptmides x (oder .einer 'Ebene) im Emmte da- 
durch heschränlä ist, dass ^ivei Gerade, ivelche durcli lineale Konstnddionen 
aus X und einer EeiJie fester Elemente hervorgehen, in derselben Ebene 
liegen sollen, so ist der Ort von x eine cdgebraische Oberfläche; und ^ivar 
ist sie ein Gebilde n-ten Grades, ivenn bei den Konstruläionen x im 
Ganzen n-mal angewandt ivird. Um^gehehrt lässt sich jede algebraische 
Oberfläche auf die angegebene Weise erzeugen. 

Es kommt darauf an^ diesen Satz durch stereometrische Formeln 
darzustellen^ wobei ich, den reciproken Fall, dass statt des Punktes x 
eine 'Ebene vorkommt , übergehe , da er sich durch Reciprocität stets 
von selbst ergiebt. Die zwei Geraden, welche nach dem Satze in der- 
selben Ebene liegen sollen, seien P und Q, so ist die Gleichung der 
Oberfläche: p^ ^ 

Jede der Geraden P und Q soll, nach dem Satze, aus x und einer 
Reihe fester Elemente durch lineale Konstruktion erfolgen. Die Er- 
zeue^uno^ neuer Elemente durch lineale Konstruktion lässt sich auf die 
folgenden vier Fälle, in denen aus zwei Elementen ein drittes entsteht, 
zurückführen: 1) wenn aus zwei Punkten ihre Verbindungsgerade-, 

2) wenn aus einem Punkt und einer Geraden ihre Verbindungsebene; 

3) wenn aus zwei Ebenen ihre Durchschnittslinie 5 4) wenn aus einer 
Ebene und einer Geraden ihr Durchschnittspunkt entsteht. 

Also: wenn aus zwei Elementen durch lineale Konstruktion ein 
drittes entsteht, so ist das letztere jedesmal das stereometrische Produkt 
der beiden ersteren-, und zwar im Sinne der Definitionen 1) bis 4). 
Und umgekehrt: jedes stereometrische Produkt, welches durch die 
Definitionen 1) bis 4) bestimmt wird, das heisst: welches nicht von 
nuUter Stufe ist, entsteht durch lineale Konstruktion aus seinen beiden 
Faktoren. Hieraus folgt, dass sich jedes Element, welches aus x und 
einer Reihe fester Elemente durch lineale Konstruktionen erfolgt, bei 
denen ^^^-mal x angewandt wird, als ein stereometrisches Produkt dar- 
stellen lässt, in welchem ^^-mal als Faktor x vorkommt, und dass, um- 
gekehrt, jedes stereometrische Produkt, welches n-mal als Faktor x 
enthält und ausserdem nur feste Elemente zu Faktoren hat und 
welches weder selbst von nullter Stufe ist noch einen Faktor nuUter 19 
Stufe enthält, durch lineale Konstruktionen aus x und den festen Ele- 
menten sich erzeugen lässt-, und zwar in der Art, dass x bei diesen 
Konstruktionen n-mal angewandt wird. 

Betrachtet man nun ein beliebiges gleich Null gesetztes Produkt 
nullter Stufe, welches n-mal den veränderlichen Punkt x als Faktor 
enthält, aber keinen Faktor nullter Stufe mehr einschliesst, so kann 
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man es immer auf die Form bringen^ dass es zunächst als Produkt 
zweier Geraden sich zeigt. Nämlich: enthält das Produkt irgend eine 
feste Gerade als Faktor ^ so kann man nach dem vorigen Paragraph 
diese Gerade in die letzte Stelle des Produkts bringen^ ohne dass die- 
selbe noch von einer Klammer umschlossen wird. Der andere Faktor 
muss dann^ da die Summe der Stufenzahlen durch vier theilbar ist^ gleich- 
falls eine Gerade sein-, und das Produkt hat die verlangte Form. 
Kommt aber in dem Produkt keine feste Gerade vor^ so müssen die 
festen Elemente Punkte oder Ebenen sein- Punkt und Ebene kann 
man aber als Produkte einer festen Geraden in eine Ebene oder in 
einen Punkt darstellen^ und dann wie vorher die feste Gerade in die 
letzte Stelle bringen. Die Gleichung wird also die Form 

erhalten^ wo in P und Q der veränderliche Punkt x im Ganzen ';^-mal 
als Faktor vorkommt-, P und Q ergeben sich also durch lineale Kon- 
struktionen^ bei welchen n-mal x angewandt wird; und da die Gleichung 
PQ = die Bedingung ausdrückt^ dass die Geraden P und Q in der- 
selben Ebene liegen, so ist nach dem angeführten Satze der Ort des 
Punktes x eine Oberfläche ^^-ter Ordnung. 
Hat man endlich eine Gleichung 

? = o, 

in welcher ^ ein Produkt nuUter Stufe ist^ welches 7^-mal x als Faktor 
enthält, aber noch Faktoren nullter Stufe in sich schliesst^ so kann 
man ^, nach dem vorigen Paragraph ^ stets auf die Form 39©®... 
bringen, wo S3^ K^ ®... Produkte nullter Stufe sind, die keinen 
Faktor nullter Stufe mehr enthalten. Es komme x in jenen Produkten 
S5, ©j ®... beziehlich b-mal, C-mal^ b-mal u. s. w. vor, so hat man 
h -\- c -\- h -{-'" = n und 

20 Die Gleichung drückt aus^ dass entweder 93= oder (S = oder 

® = u. s. w. ist. Diese einzelnen Gleichungen stellen aber, nach 
dem soeben Erwiesenen^ Oberflächen von B-ter, c-ter^ b-ter u. s. w. 
Ordnung dar. Also ist der durch die Gleichung ^ = bedingte Ort 
von X eine Oberfläche n-ier Ordnung, welche in jene Oberflächen 6-ter^ 
C-ter . . . Ordnung zerfällt. Demnach haben wir folgenden Satz: 

Die Gleicliimg ^ = 0^ in ivelclier ^ ein ProcUtM mdlter Stufe ist, 
ivelclies n-mal den veränderlichen PimM x als Faldor enthält ^ giebt^ als 
Ort von X, eine Oher fläche n-ter Ordnung; und umgelcehrt lässt sich 
jede algehradsche Oberfläche durch eine solche Gleichung darstellen. 
Stettin, im Juli 1852. 
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X. 

Ueber die verscliiedenen Arten der linealen n 
Erzeugung algebraisclier Oberflächen. 



Von 
Prof. H. Cfrassmaiin, 

Oberlehrer am Gymnasio zu Stettin. 



Crelle's Journal Bd. 49, Heft I, S. 21—36 (1855). 



Die drei Gattungen räumliclier Elemente, nämlich die PtmMe oder 
die Elemente erster Stufe, die geraden Linien oder die Elemente zweiter 
Stufe, die Ebenen oder die Elemente dritter Stufe, gestatten sechs ver- 
schiedene Kombinationen zu zweien, welche sich, je nachdem die Summe 
der Stufenzahlen kleiner als vier oder grösser als vier oder gleich vier 
ist, in drei Gruppen sondern lassen. Für jede dieser sechs Kombina- 
tionen habe ich in der vorhergehenden Abhandlung (auf Seite 146} den 
Begriff des stereometrischen Produkts beider Elemente bestimmt. 

Wenn die Summe der Stufenzahlen Meiner als vier war, so war 
das stereometrische Produkt die Verbindung beider Elemente (Verbin- 
dungslinie und Verbindungsebene), wenn grösser als vier, ihr Durch- 
schnitt. Beide Bestimmungen ergaben sich (auf Seite 147} als zu ein- 
ander reciprok. Wenn die Summe der Stufenzahlen gleich vier war, 
so setzten wir als das Produkt der Elemente eine Grösse, welche, einem 
Elemente als Faktor beigefügt, die Lage des Elements unverändert 
lässt. Wir nannten eine solche Grösse eine Grösse milUer Stufe. In 
diesem Sinne ergab sich, dass die Stufe eines beliebig zusammen- 
gesetzten Produkts stets der Summe der Stufenzahlen seiner sämtlichen 
Faktoren congruent ist in Bezug auf den Modul 4. 

Alle sechs Arten der Produkte wurden gleich Null gesetzt, wenn 
die Elemente, welche die Paktoren des Produkts bildeten, vereinigt 
lagen. Kongruent hingegen nannten wir zwei Elemente, wenn sie (als 
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unendlich angenommen) sicli gegenseitig deckten; zwei Grössen nullter 
Stufe aber nannten wir kongruent, wenn sie entweder beide Null oder 
beide ungleicli Null waren. Wir untersucliten dann, in wie weit man 
die Form eines Produkts verändern könne, sodass das ursprüngliche 
und das neue Produkt einander congruent seien. Es ergaben sich 
dabei besonders folgende Formeln und Sätze, in welchen A, ß, F, A^^, ^ 
Elemente darstellen, deren Stufenzahlen beziehlich a, b, c, a^^, sein 
mögen: 
22(1) AB = BA, 

(2) ABr= AFB = A{Br) u. s. iv.^ 
ivenn a + b -j- c < 5 oder > 7 ist. 

(3) ABFB = AB(rB) = A{rB)B. 

(4) A,A^ -^ A^Ei-A^-' A.A^EE^ A^{A^ ♦ • . A,), 

ivenn a^^ -|- ^2 H" " * * H" %i ^ ^ (mod 4) ist. 

(5) ^ = ist die Gleicl'mng einer OberfläeJie n-ter Ordnung ^ tuenn ^ 
ein ProdiiM milUer Stufe ist, in tvelchem der die Ober fläche konstniirende 
Ptmlct n-mal als Faldor vorkommt. 

(6) Wenn ein Prod/idct mdlter Stufe ^ noch einen FciMor mdlter 
Stufe D enthält und 9^ das ProcMct bezeichnete tvelches aus ^ übrig 
bleibt, ivenn man darin Q lueglässt, so ist 

und die Gleichung 

^ = Qg^ = zerftaU in Cl = und 9^ = 0. 

Der Zweck des gegenwärtigen Aufsatzes ist, den allgemeinen Satz 
über die lineale Erzeugung der Oberflächen, wie er in (5) enthalten 
ist, möglichst anschaulich und für die Anwendung bequem zu gestalten 
und auseinander zu legen. Dabei ist vermöge (6) nur nöthig, den 
Fall zu berücksichtigen, wo ^ Iceinen Faktor nullter Stufe mehr ent- 
hält, das heisst, wo bei der fortschreitenden Bildung des Produkts ^ 
die Summe der Stufenzahlen nicht eher durch vier theilbar wird, als 
bis das ganze Produkt gebildet ist. Ich werde daher in den nächsten 
fünf Paragraphen den Fall, wo die Summe der Stufenzahlen durch vier 
theilbar ist, ein für alle Mal ausschliessen. Wie bisher sollen die 
kleinen lateinischen Buchstaben (mit einziger Ausnahme des n) Punkte 
bezeichnen, die grossen lateinischen Buchstaben gerade Linien , die 
kleinen griechischen Buchstaben Ebenen. 
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' § 1- 

Produkt eines bewegliclien Elements mit einem festen. 

Das bewegliclie Element sei x^ | oder X^ das feste Element a^ a 
oder Ä. Indem ich die sechs Produkte, welche, unter Ausschluss der 
Stufensumme vier, aus einem der beweglichen und einem der festen 
Elemente sich bilden lassen, betrachte, will ich auf den Grad der Be- 
weglichkeit des entstehenden Produkts und auf die entstehenden pro- 
jektivischen Grundgebilde f aufmerksam machen. Ich nenne ein Ele- 23 
ment ^-fach oder im n-ten Grade beweglich, wenn von den Zahlkoeffi- 
cienten, durch welche seine Lage bestiramt ist, n auf ganz unabhängige 
Weise veränderlich sind. Also ist zum Beispiel ein Punkt in einer 
Geraden einfach beweglich, ein Punkt in einer Ebene zweifach, ein 
Punkt im Räume dreifach. Ebenso verhält es sich mit einer Ebene, 
welche durch eine feste Gerade oder durch einen festen Punkt gehen 
oder frei im Räume beweglich sein soll. Ferner eine Gerade, wenn 
sie in einer festen Ebene liegen und zugleich durch einen festen Punkt 
derselben gehen soll, ist einfach beweglich; wenn sie in einer festen 
Ebene liegen oder durch einen festen Punkt gehen soll, ist sie zwei- 
fach beweglich; wenn sie eine andere Gerade schneiden soll, dreifach 
und, wenn sie sich frei im Räume bewegen darf, vierfach. Nimmt 
man nun an, ^, |, X seien frei im Räume beweglich, so ist 

1) xa zweifach beweglich und stellt einen Strahlenbüschel (im 
Räume) dar; 

2) ^a ist zweifach beweglich und stellt eine liniirte Ebene dar. 
?>) xÄ ist einfach beweglich und stellt einen Ebenenbüschel (erster 

Stufe) dar; 

4) I J. ist einfach beweglich und stellt eine punktirte Gerade dar; 

5) Xa ist zweifach beweglich und stellt einen Ebenenbüschel 
zweiter Stufe dar; 

6) Xa ist zweifach beweglich und stellt eine punktirte Ebene dar 
Hierzu füge ich, der Uebersicht wegen, noch die folgenden beiden 

Produkte dreier Faktoren: 

7) xAa) sind einfach beweglich und stellen ebene Strahlenbüschel 

8) I-Aaj dar, und zwar 

7) als Durchschnitt eines Ebenenbüschels und einer Ebene, 

8) als Verbindung einer punktirten Geraden mit einem Punkte. 
Diese projekfci vischen Grundgebilde sind paarweise zu einander 

reciprok. Ich werde diejenigen derselben, deren Element einfach oder 
zweifach beweglich ist, beziehlich Gebilde erster oder zweiter Stufe nennen, 
wodurch die Benennung des fünften Gebildes gerechtfertigt scheint. 
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Um die Nothwendigkeit dieser Unterscheidung in projektivische 
Gebilde erster und zweiter Stufe nachzuweisen ^ führe ich gelegentlich 
folgenden leicht zu erweisenden Satz an: Bei zwei Gebilden derselben 
Artj welche zu einander projektivisch sein sollen^ kann man, je nach- 
dem sie von der ersten oder zweiten Stufe sind^ drei oder vier be- 
liebige Elemente des einen Gebildes mit eben so vielen des andern als 
entsprechend setzen; aber dann ist zu jedem Elemente des einen Ge- 
bildes das entsprechende des andern bestimmt; vorausgesetzt jedoch^ 
24 dass im zweiten Falle von den gewählten vier Elementen desselben 
Gebildes keine drei einem und demselben Gebilde erster Stufe an- 
gehören. 

Es ist bei der Auffassung dieser projektivischen Gebilde wichtig^ 
festzuhalten^ dass die punktirte Ebene und die liniirte Ebene ^ und 
ebenso der Ebenenbüschel zweiter Stufe und der räumliche Strahlen- 
büschel^ nur in Bezug auf die Gattung der Elemente sich unterscheiden; 
sodass nämlich zwei projektivische punktirte Ebenen zugleich projekti- 
visch sind in Bezug auf die Verbindungslinien ihrer entsprechenden 
Punktenpaare und zwei projektivische Ebenenbüschel zugleich in Bezug 
auf die Durchschnittsstrahlen der entsprechenden Ebenenpaare; und 
umgekehrt. Wo es auf die Unterscheidung der ursprünglichen Ele- 
mente nicht ankommt, werde ich^ mit Steiner^ die ersteren Gebilde 
ohne Weiteres Ebenen^ die letzteren räumliche Strahlenbüschel nennen. 



§ 2. 

Fortsclireitende Multiplikation eines frei beweglichen Punktes X 
mit einer Reihe fester Elemente. 

Es lassen sich zwei Hauptfälle unterscheiden^ je nachdem das ent- 
stehende Produkt einfach oder zweifach beweglich ist. Es werde der 
letzte Fall zuerst betrachtet. Der Punkt x kann in diesem Falle nur 
mit einem Punkte multiplicirt werden^ da das Produkt mit einer Ge- 
raden einfach beweglich ist. Es sei dieser Punkt a. Das Produkt xa 
ist nur dann Null, wenn x in a fällt; in jedem andern Falle liefert xa 
eine Gerade. Diese Gerade könnte nun mit einem Punkte 1) oder einer 
Ebene a^ multiplicirt werden; allein xah kann zugleich als Produkt 
von X mit der Geraden ah betrachtet werden und würde daher einfach 
beweglich sein. Es ergiebt sich also das Produkt xaa. Wenn a in cc 
liegt, so lassen sich nach Formel (3) a und a vertauschen, und man 
erhält xa . a^ was in einen variablen Faktor nuUter Stufe und einen 
festen Punkt zerfallt. Da wir auch diesen Fall ausschlössen, so bleibt 
nur übrig, dass a ausserhalb a liegt, wo dann xa , a eine punktirte 



Hosted by 



Google 



Produkte von zweifacher und einfaclier Beweglichkeit. 159 

Ebene darstellt. Der Punkt xa , a kann nun wieder mit einem Punkte ?> 
multiplicirt werden. Wenn 1) in a liegt^ so lässt sich wiederum 6 mit 
a vertauschen^ und man erhält xaha oder x{ah)a^ und man kommt 
wieder auf den Fall der einfachen Beweglichkeit zurück. Von hier an 
wiederholt sich dieselbe Schlussreihe^ und man gelangt zu dem Satze: 

Wenn ein frei hetveglicJier PimM x fortsehreitend mit einer BeiJie 
fester Elemente multiplicirt tvird^ so gelit äann^ und nur dann^ ein ^-ivei- 
facli f heivegliches TroduM hervor ^ tvenn diese Reihe mit einem Punkte 25 
leginnt, abivechselnd aus Punkten und Ebenen hesteht und dalei jeder 
Punkt ausserhalb der ihm vorhergehenden und der ihm nachfolgenden 
Ebene liegt. Das Produkt ivird in diesem Falle nur Nidl^ tvenn x mit 
dem ersten Punkte jener Beihe msammenfällt. 

Ferner: 

Wenn der Punkt x mit einer ab^uechselnden Eeihe von Punkten und 
Ebenen midtiplicirt ivird und einer dieser Punkte in die ihm nachfolgende 
oder vorhergehende Ebene fällte so kann man diese beiden Faktoren ver- 
tauschen und erhält im ersten Falle einen variablen P'aktor nullter Stufe, 
der mit einem festen Element multiplicirt ist, im letzten Falle ein einfach 
bewegliches Produkt, indem an die Stelle des Pimkts eine Gerade tritt. 

§ 3. 
Fortsetzung. 

Es werde jetzt der Fall der einfachen Beweglichkeit betrachtet. 
Am einfachsten ist es hier, x fortschreitend mit einer Reihe yon Ge- 
raden A, P, . . . zu multipliciren. Das Produkt xA wird Null, wenn 
x in A fällt. Dies au_sgeschlossen, stellt xA einen Ebenenbüschel dar. 
Wenn nun yon den folgenden Geraden keine die vorhergehende schneidet 
(der unendlich entfernte Durchschnittpunkt immer als solcher mit ge- 
rechnet), so stellt das Produkt abwechselnd Ebenenbüschel und punktirte 
Geraden dar. Ist nun das Produkt, bis zu irgend einem Faktor hin, 
^jp, und es schneiden sich die beiden folgenden festen Geraden A 
und J?, so sei dieser Punkt e, und die Geraden seien ac und bc. Dann 
erhält man pAB^pac(bc)^pacb.c [nach Formel (3)]; das heisst, 
es zerfällt das Produkt in einen variablen Faktor nullter Stufe und 
einen festen Punkt. Das Entsprechende geschieht im reciproken Falle. 
Also ergiebt sich folgender Satz: 

Wenn ein frei beiveglicher Punkt mit einer Beihe fester Geraden 
multiplicirt ^vird, so ist das Produkt dann, und nur dann, einfach be- 
^veglich, ^venn keine dieser Geraden die folgende schneidet; und das Pro- 
dukt ivird in diesem Falle nur dann Nidl, tvenn x in die erste Gerade 
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jener Beihe fällt Wenn jedoch eine der Geraden die folgende schneidet, 
so kann man statt dieser 'beiden Geraden eine Ebene und einen PunM 
setzen^ und ^ivar die Ebene, in der sie liegen, und den FunM, in dem 
26 sie sich f schneiden, und es verfällt dadurch das Produkt in einen 
variablen Falüor mälter Stufe und in ein festes Element 

Ich werde jetzt zeigen^ class man jeden Fall^ in welchem ein be- 
wegliclier Punkt x, mit einer Reihe fester Elemente multiplicirt^ ein. 
einfach bewegliches Element und zwar einen Punkt oder eine Ebene 
giebt^ auf den soeben betrachteten Fall zurückführen kann. 

Es sei zuerst ]) ein zweifach bewegliches Produkt und ebenso 
paa] dann trete noch die Gerade B hinzu. Es sei b der Punkt , in 
welchem die Gerade B die Ebene a schneidet^ und aEEEÄb, B^^bc, 
so ist: 

paaB^EEpa {A. b) (b c) eee; p a {Ab)bc [nach Formel (2)] . 
Aber 

pa(Äb)b ^E pccbÄb [nach. Formel (3)]^ 
also 

paaB EE p a bAbc ^ee p {a b) A (b c) [nach Formel (2)] . 

Man hat also statt des Punkts a und der Ebene a gerade Linien er- 
halten. Nämlich j wenn man den Durchschnittspunkt you B und a 
durch b bezeichnet^ so kann man statt des Punktes cc die Gerade ab 
und statt der Ebene a eine beliebige Gerade dieser Ebene setzen^ die 
jedoch nicht durch den Punkt b gehen darf. Durch wiederholte An- 
wendung dieses Verfahrens gelangt man zu folgendem Satze: 

Wenn ein beiveglicher Punlct mit einer Reihe abwechselnder fester 
Fimhte %md Ebenen multiplicirt ivird und auf die letde Ebene eine feste 
Gerade folgt, so hann man statt edler fester Punkte und Ebenen Gerade 
setzen. Nämlich, ivenn man das ganze Prod%ikt umkehrt und das um- 
gekehrte Prodidä nach und nach konstruirt, so erhält man eine Reihe 
von Hulfspimkten , die in den festen Ebenen liegen, und eine Reihe von 
Geraden, die durch die festen Punkte gehen. Diese Geraden kamt man 
statt der festest PunMe setzen und statt jeder Ebene eine Gerade, die in 
dieser Ebene liegt, aber nicht ckirch den in der Ebene liegenden Hülfs- 
pimkt geht 

In Formeln ausgedrückt^ würde der Satz: 
xa^a^a^a^ . . . ct^a^BEEE.x{a^c^A^{c^c^)A^^ . . . (c^^^ie^)A,B 
lauten, wenn 
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ist. Noch will ich bemerken^ class sich auch die gefundene Form des 27 
Produkts noch auf die Form x(ci^C-^)IJ-i^(c.^c^)JB^ . . . reduciren lässt^ wo 
B^ die Durchschnittslinie der Ebenen a-^ und a.^ (oder c^Ä^ und ^2^2)? 
B^ die der Ebenen a^ und a^ ist; und so weiter. 

Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen^ dass sich jedes Produkt von x 
mit einer Elementenreihe , die mit einer Geraden beginnt^ auch^ falls 
das Produkt wieder ein Punkt oder eine Ebene sein soU^ stets auf das 
Produkt von x mit einer Reihe von lauter Geraden zurückführen lässt. 
Durch die Multiplikation mit einer Reihe fester Geraden geht 
entweder ein Punkt p oder eine Ebene hervor. ' Da beide Fälle zu 
einander reciprok sind^ so braucht man nur den einen zu betrachten. 
Wir nehmen an, der Punkt p sei entweder :ee x^ oder er sei durch 
Multiplikation von x mit einer Reihe von festen Geraden entstanden. 
Es trete noch eine Gerade A hinzu, so ist pÄ eine Ebene. Soll nun 
zu dieser Ebene ein Element, welches keine Gerade ist, hinzutreten, 
so kann dieses Element (da die Stufensumme vier ausgeschlossen ist) 
nur eine Ebene a sein. Nun ist pÄa eine Gerade. Diese kann mit 
einer Ebene ß oder mit einem Punkt b zusammentreten; aber pAaß 
ist nach Formel (2) E^^p J.((%/3), also wäre piA wieder mit einer Ge- 
raden {aß) multiplicirt ; gegen die Annahme. Es bleibt daher nur 
übrig, das Produkt pAab zu betrachten. Es sei c der Durchschnitt 
von A und a, und JL eee ac, a ^e cB, so ist pAal) T:::zp{cic) {eB)h e^e 
pac(cB)h [nach Formel (2) J EEEpacBch [nach Formel (3)] :E^:p(ac)B(ch). 
Also ist auch dies Produkt auf ein Produkt mit lauter festen Geraden 
reducirt. Wir haben demnach folgenden Satz erlangt: 

Jedes ProduM eines frei beivegliehen PimJdes x mit einer Beihe 
fester Elemente lässt sieh, ivenn das Brodiilä ein einfach he^vegliches 
Element und zwar ein Punlä oder eine Ebene ist, in der Form dar- 
stellen, dass alle festen Elemente Gerade sind. 

Fasset man die gefundenen Sätze mit den reciproken Sätzen zu- 
sammen, so erhält man folgenden allgemeinen Satz: 

Wenn ein frei hewegliehes Element, und 0ivar ein Punld oder eine 
Ebene, mit einer Beihe fester Elemente midtiplicirt und d.as Prodiüct 
ivieder ein bewegliches Element und zivar ein Punld oder eine EI:^ene 
ist, so kann man statt der Beihe der festen Elemente entiveder eine 
Beihe abivechselnder fester Punlde und Ebenen oder eine Beihe fester 
Geraden setzen, je nachdem das Produkt ein ziveifach oder einfach be- 
wegliches Element ist; und zivar haben beide Beihen nothivendig die 
Eigenschaft, dass keine zivei aufeinander folgenden Elemente vereinigt 28 
liegen. Findel hingegen diese vereinigte Lage statt, so nimmt der Grad 
der Beivegliclikeit mindestens ttm eins ab. 

Grassmann, Werke. Tl. XI 
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Dieser Satz reicht für die Multiplikation eines beweglichen Ele- 
ments mit einer Reihe fester vollkommen ans. Denn ist das beweg- 
liche Element eine Gerade^ so mnss diese entweder mit einer festen 
Ebene oder mit einem festen Punkte in Kombination treten und giebt 
dann einen zweifach beweglichen Punkt oder eine zweifach bewegliche 
Ebene- und für diese wurde die weitere Kombination mit festen Ele- 
menten bereits betracbtet. Und ist das Produkt eine Gerade^ so kann 
dieselbe nur durcb Multiplikation zweier Punkte oder zweier Ebenen 
entstanden sein; und für beide wurden die Gesetze aufgestellt. 



§4. 
Lineale Bewegung oifener Figuren. 

Es sei zunächst die Aufgabe, das bewegliche Produkt eines be- 
weglichen Elements mit einer Reihe fester Elemente für den Fall zu 
konstruiren, dass sowohl das bewegliche Element als {auch} das Pro- 
dukt ein Punkt oder eine Ebene ist. In diesem Falle kann man nach 
§ 3 statt der Reihe der festen Elemente entweder eine Reihe abwech- 
selnder Punkte und Ebenen oder eine Reihe von Geraden einführen; 
und zwar so, dass keine zwei aufeinander folgende Elemente dieser 
Reihen vereinigt liegen. 

Ich werde mich für die Darstellung dieser Konstruktion des Be- 
griffs der offenen Figur bedienen. Darunter verstehe ich (siehe Cr eile's 
Journal Bd. 36, S. 181 {hier S. 78}) eine Reihe von Pimkten und Ge- 
raden, in welcher auf jeden Punkt eine durch ihn gehende Gerade und 
auf jede Gerade ein in ihr liegender Punkt folgt, gleichviel ob diese 
Geraden oder Punkte in derselben Ebene liegen oder nicht. Das An- 
fangselement der Reihe kann, ebenso wie das Endelement derselben, 
ein Punkt oder eine Gerade sein. Alle Zwischenelemente der Reihe 
(das heissfc, welche nicht Grenzelemente derselben sind) nenne ich 
Seiten oder Ecken der offenen Figur, je nachdem sie Gerade oder 
Punkte sind. 

Das Produkt eines beweglichen Punktes x mit einer abwechselnden 
Reihe von Punkten und Ebenen a^, a^, ... a^, a^, deren keine zwei 
aufeinander folgende vereinigt liegen, ist Null, wenn x in a^ liegt; in 
jedem andern Falle ist das Produkt die letzte Ecke einer offenen Figur, 
deren Anfangspunkt x ist, deren Seiten durch die festen Punkte 
%, . . . a^ gehen und deren Ecken in den festen Ebenen c^^, ... a^ 
liegen. Betrachtet man, zweitens, das Produkt eines beweglichen 
29 Punktes x mit einer geraden Anzahl gerader Linien J.^, I?^, . . . A^^ B^ 
(deren keine zwei aufeinander folgende sich schneiden), so zeigt sich 
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dasselbe gleich Null, wenn x in der Geraden A^ liegt; in jedem andern 
Falle ist das Produkt die letzte Ecke einer offenen Figur, deren An- 
fangspunkt X ist, deren Seiten durch, die Geraden A^^ . . . A^ gehen 
und deren Ecken in den Geraden jB^, . . . J5^ liegen. Ferner werde 
das Produkt von x mit einer ungeraden Anzahl gerader Linien 
A,^^ i?^, . . . A^^ B^j ^n + i betrachtet (deren keine zwei aufeinander- 
folgende sich schneiden). Legt man nun, vorausgesetzt, dass x nicht 
in A-^ lieg^j ii3 welchem Falle das Produkt Null ist, eine offene Figur 
hindurch, deren Anfangspunkt x ist, deren Seiten durch die Geraden 
A^j . . , A^^^ gehen und deren Ecken in den Geraden B^, , . . B^ 
liegen, so ist durch eine bestimmte Lage des Anfangspunkts x zwar 
die letzte Ecke in B^ bestimmt, aber nicht die letzte Seite, die durch 
A^,^^ geht; vielmehr ist der geometrische Ort derselben eine Ebene, 
und diese Ebene ist eben jenem Produkte kongruent. 

Es bleiben nur noch die reciproken Fälle zu betrachten, wo statt 
des Punktes x eine Ebene | eintritt. Man könnte hier der offenen 
Figur ihr reciprokes Gebilde substituiren ; doch ist es in vielen Fällen 
vortheilhaft, auch hier die offene Figur zu Grunde zu legen. Hat man 
das Produkt 1^^^% ... cc^cc^ zu konstruiren, so lässt sich eine offene 
Figur ZQ Grunde legen, deren Anfangsstrahl in der Ebene | liegt, 
deren Ecken in den Ebenen a^y ... a^ liegen und deren Seiten durch 
die Punkte %, . . . a^ gehen. Wenn die Ebene | fest ist (ohne mit a^ 
zusammenzufallen), so ist dennoch die ganze offene Figur beweglich, 
und der geometrische Ort ihrer letzten Seite ist eine Ebene, welche 
dem obigen Produkte kongruent ist. Ferner ist das Produkt i^A^B^... A^^B^ 
der geometrische Ort der letzten Seite einer offenen Figur, deren An- 
fangsstrahl in der Ebene | liegt, deren Ecken in den Geraden J.^, . . . J_^ 
liegen und deren Seiten durch die Geraden B^, . . , B^ gehen. Endlich, 
das Produkt ^AiB^ ... A^B^A^j^^ ist der letzten Ecke einer Figur 
kongruent, deren Anfangsstrahl in der Ebene | liegt, deren Ecken in 
den Seiten A^^^ , . . A^^^ liegen und deren Seiten durch die Geraden 
J5i; . . . -B^ gehen. 

Ich werde alle diese sechs Bewegungen der offenen Figuren lineale 
nennen. Es giebt also zwei Arten der linealen Bewegung offener 
Figuren, deren erste darin besteht, dass sich alle Ecken und Seiten in 
festen geraden Linien bewegen, die andere darin, dass sich alle Ecken 
in festen Ebenen bewegen, während alle Seiten durch feste Punkte 
gehen. Bei beiden Bewegungen soll f wieder der Fall ausgeschlossen 30 
bleiben, wo irgend zwei feste Elemente, in denen sich zwei aufeinander 
folgende Elemente der offenen Figur bewegen sollen, vereinigt liegen. 
Im ersteren Falle sind alle Ecken der offenen Figur einfach beweglich, 

11-= 
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im. letzteren zweifach; daher will ich jene erstere Art der linealen 
Bewegnng gleichfalls eine einfache , letztere eine ^iveifaclie nennen. In 
beiden Fällen ist jede Ecke (nnd ebenso der geometrische Ort jeder 
Seite) einer lineal beweglichen offenen Fignr einem. Produkte kongruent^ 
dessen erster Faktor der geometrische Ort des Anfangselements ist 
und dessen folgende Faktoren nach der Reihe diejenigen festen Ele- 
mente sind^ welchen die Ecken nnd Seiten der offenen Fignr ^ bis zu 
der betrachteten Ecke (oder Seite) hin, vereinigt liegen sollen. 



§ 5. 

Konstruktion der Produkte mit mehreren variablen Faktoren 

durch Verkettungen offener Figuren. 

Wenn zwei variable Faktoren zusammentreten^ so sind (immer 
noch das Produkt nuUter Stufe ausgeschlossen) folgende Fälle möglich: 
Entweder et) es treten zwei Punkte zusammen oder V) zwei Ebenen 
oder e) eine Gerade und ein Punkt oder d) eine Gerade und eine 
Ebene. 

In den ersten zwei Fällen ist das Produkt eine Gerade. Diese 
Gerade kann dann entweder mit einem Punkt oder einer Ebene zu- 
sammentreten. Dies giebt^ wenn man in jedem dieser Fälle nur die 
drei Stufenzahlen nebeneinander schreibt^ folgende vier Schemata: 

111, 113, 331, 333. 

In den Fällen c) und d) soll eine Gerade mit einem Punkt oder 
einer Ebene zusammentreten. Da die Gerade aber wieder nur als Pro- 
dukt zweier Punkte oder zweier Ebenen entstanden sein kann, so erhält 
man hier dieselben vier Schemata. Es werde in jedem Schema das 
erste der drei Elemente mit et oder a, das zweite mit 1) oder j3, das 
dritte mit c oder y bezeichnet, so erhält man die den vier Schematen 
entsprechenden Produkte: 

a&c, a&7, aßc^ <^ßy^ 

die wir nach der Reihe mit 

^, r, ö, s 

bezeichnen wollen, indem das erste und dritte eine Ebene, das zweite 
und vierte einen Punkt darstellt. 
31 Ich will jetzt zunächst annehmen, dass sowohl a, 6, c als auch 
a, ßy y variabel sind und dass jedes dieser Elemente dadurch entstanden 
sei, dass ein variabler Punkt, oder eine variable Ebene, mit einer Reihe 
fester Elemente multiplicirt wurde. Ebenso will ich annehmen, dass 
die .entstandenen Produkte (^, r, (?, s) späterhin noch mit Reihen fester 
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Elemente multiplicirt werden sollen. Hierclurcli ist Alles auf die Be- 
trachtung des vorigen Paragraphs reducirt. 

Zuerst betrachte man das Produkt q ^ ahc. Hier können nach 
§ 4 a, 6 und c als die letzten Ecken dreier lineal beweglicher offener 
Figuren angesehen werden; die Lage der Endstrahlen der drei offenen 
Figuren ist willkürlich^ nur dass sie beziehlich durch a^ h, c gehen 
müssen. Die Ebene q endlich soll als solche angesehen werden ^ die 
hernach noch mit einer Reihe fester Elemente zu multipliciren ist. 
Dieser Multiplikation wurde in § 4 eine offene Figur zu Grunde ge- 
legt^ deren Anfangsstrahl in der Ebene q beweglich ist. Also treten 
hier vier offene Figuren hervor; und zwar gehen die Endstrahlen d^r 
ersten drei offenen Figuren^ einzeln genommen^ durch die Punkte a^ h^ c^ 
und der Anfangsstrahl der vierten liegt in der Ebene q ^ ahc. Da 
die Lage jener Endstrahlen im Uebrigen willkürlich ist, so kann man 
sie leicht so annehmen, dass die vier in Betracht kommenden Grenz- 
strahlen paarweise zusammenfallen. Es sei p ein in ah beweglicher 
Punkt, so lässt sich die Gerade ai als der gemeinschaftliche Endstrahl 
der beiden ersten offenen Figuren und die Gerade pc als der Endstrahl 
der dritten und der Anfangsstrahl der vierten setzen. Denn durch 
diese Annahmen werden die Bedingungen erfüllt, dass die Endstrahlen 
beziehlich dnrch a^ i, c gehen und der Anfangsstrahl in der Ebene 
ahc beweglich sein soll. Die eigenthümliche Lage der vier Grenz- 
strahlen in dem Produkte abc ist also die, dass sie paarweise zusammen- 
fallen und das eine Paar mit dem andern vereinigt liegt, das heisst, 
von ihm geschnitten wird. 

Betrachtet man ziveitens das Produkt rE^^ahy^ so sind hier a 
und h als, letzte Ecken zweier offener Figuren anzusehen. Die End- 
strahlen derselben, welche beziehlich durch a und h gehen müssen, im 
Uebrigen aber willkürlich sind, kann man wieder zusammenfallen lassen, 
das heisst, ab als den gemeinschaftlichen Endstrahl derselben setzen. 
Die Ebene y ist nach § 4 als geometrischer Ort der letzten Seite 
einer offenen Figur zu betrachten. Der Endpunkt dieser offenen Figur 
ist im Uebrigen willkürlich; nur dass er in der letzten Seite, also hier 
in der Ebene y liegen muss. Der Punkt r^aby^ das heisst der 
Punkt, in welchem die Gerade ab die Ebene y schneidet, wird, f wenn 32 
r noch mit einer Reihe fester Elemente multiplicirt werden soll, zum 
Anfangspunkte einer vierten offenen Figur. Da der Endpunkt der 
dritten in y willkürlich war, so kann man ihn mit dem Airfangspunkt 
(r) der vierten zusammenfallen lassen. Also fallen in diesem Falle 
zwei Grenzstrahlen (ah) zusammen und ebenso zwei Grenzpunkte (r), 
und diese liegen mit jenen vereinigt. Li den beiden bisher betrachteten 
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Fällen fallen also die vier in Betracht kommenden Grenzelemente 
paarweise zusammen ^ und das eine Paar liegt mit dem andern ver- 
einigt. Der Unterschied ist nur der^ dass im ersten Falle alle vier 
Grenzelemente j im zweiten Falle zwei derselben Strahlen sind, die 
beiden andern PimMe. 

Es werde jetzt das dritte Produkt (3 ^ aßc betrachtet. Hier ist 
nach § 4 die Ebene a als der geometrische Ort der letzten Seite einer 
offenen Figur anzusehen, deren Endpunkt willkürlich in dieser Seite, 
also auch willkürlich in der Ebene a liegt. Ebenso ist ß als der 
geometrische Ort der letzten Seite einer offenen Figur zu betrachten, 
deren Endpunkt willkürlich in ß angenommen werden kann. Man 
kann daher einen in der Kante aß beweglichen Punkt p als gemein- 
schaftlichen Endpunkt jener beiden offenen Figuren setzen. Ferner ist 
G als die letzte Ecke einer offenen Figur zu betrachten, deren End- 
strahl willkürlich durch e geht. Wir setzen pc als diesen Endstrahl. 
Endlich die Ebene 6 ^ aßc, das heisst die Ebene, welche durch den 
Punkt c und die Kante aß gelegt ist, wird-, wenn sie noch mit einer 
Reihe fester Elemente multiplicirt werden soll, zu dem geometrischen 
Orte des Anfangsstrahls einer vierten Figur. Da p in aß beweglich 
ist, so ist (9 der geometrische Ort von cp] man kann also cp als An- 
fangsstrahl der vierten offenen Figur setzen. Es sind demnach, wie 
im vorhergehenden Falle, zwei der Grenzelemente Strahlen, und die 
beiden andern sind Punkte; jene Grenzstrahlen (cpi) fallen zusammen, 
ebenso diese Grenzpunkte (p), und diese liegen mit jenen vereinigt. 
Der Unterschied zwischen diesem und dem vorhergehenden Falle ist 
nur der, dass das Anfangselement der vierten Figur dort ein Pankt, 
hier ein Strahl ist. 

Das vierte Produkt endlich war s^aßy. Hier ist jede der 
Ebenen c^, j3, y als geometrischer Ort der Endseite einer offenen Figur 
zu betrachten, deren Endpunkt also in jener Ebene willkürlich ange- 
nommen werden kann. Man kann daher den Durchschnittspunkt (s) 
der drei Ebenen o:, /3, y als gemeinschaftlichen Endpunkt der drei 
33 offenen Figuren setzen; zugleich ist dieser f Punkt Anfangspunkt der 
vierten. Also sind dann alle vier Grenzelemente Punkte, welche in 
einem Punkt s zusammenfallen. Auch in diesem Falle kann man 
sagen, dass die vier Grenzelemente paarweise zusammenfallen und das eine 
Paar mit dem andern vereinigt liegt. Dies ist also das Gemeinschaftliche 
in allen vier Fällen. Im ersten Falle sind alle Grenzelemente Strahlen, 
im letzten Punkte; in den beiden mittleren Fällen sind zwei Grenzelemente 
Strahlen, die beiden andern Punkte; und zwar ist das Anfangselement 
der vierten Figur im zweiten Falle ein Punkt, im dritten ein Strahl. 
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Es wurde oben angenommen^ dafs a, h, c^ a^ ß^ y dadurch ent- 
standen seien, dass ein variabler Punkt, oder eine variable Ebene, mit 
einer Reibe fester Elemente multiplicirt sei, wobei es gleichgültig ist, 
ob diese Reihe aus einem oder au.s mehren Elementen besteht. Das 
erlangte Resultat bleibt indessen bestehen, auch wenn jene Bedingung 
nicht erfüllt wird. In der That, ist zum Beispiel a zwar variabel, aber 
nicht durch Multiplikation eines beweglichen Elements mit einem oder 
mehreren festen Elementen entstanden, so können wir dennoch a als 
den Anfangspunkt einer offenen Figur setzen, an den sich aber sogleich 
der Endstrahl derselben anschliesst *, und die oben gezogenen Folge- 
rungen bleiben bestehen. Durch das Wegfallen der konstanten Faktoren 
ist nur das Wegfallen der Ecken und Seiten der offenen Figur bedingt, 
und diese besteht bloss aus den beiden Grenzelementen. Ebenso, wenn 
die Ebene a zwar variabel ist, aber nicht durch Multiplikation eines 
beweglichen Elements mit einem oder mehreren festen Elementen ent- 
standen ist, kann man dennoch a als den geometrischen Ort des Än- 
fangsstrahls einer offenen Figur setzen, an welchen sich aber sogleich 
der Endpunkt derselben anschliesst. Die offene Figur besteht dann 
wiederum nur aus den beiden Grenzelementen*, in den übrigen Folge- 
rungen wird nichts geändert. Ganz auf dieselbe Weise kann man die 
Annahme, dass die entstehenden Produkte noch hernach mit einer Reihe 
fester Elemente multiplicirt werden sollen, ganz wegfallen lassen. 

Ferner wurde oben angenommen, dafs in jedem der vier Produkte 
alle drei Faktoren variabel sind. Sind alle drei konstant, so ist auch 
ihr Produkt konstant und kann also ohne Weiteres als eins der festen 
Elemente gesetzt werden. Sind zwei derselben konstant, so ist dann 
das variable Element entweder fortschreitend mit zwei festen Elementen 
multiplicirt oder mit deren Produkt, das heisst mit emem festen Ele- 
ment. In beiden Fällen setzt sich die an das variable Element sich 
anschliessende offene Figur nur fort. Es bleibt also nur der Fall zu 
betrachten, wo eins der drei Elemente fest ist, die beiden andern be- 
weglich sind. 

Dieser Fall erfordert um so mehr Beachtung, da er bei der Er- 34 
Zeugung der Oberflächen bei weitem der häufigste ist. 

Angenommen also, es sei etwa der Punkt a, den wir bisher als 
beweglich setzten, konstant, so tritt kein anderer Unterschied hervor, 
als dass der durch a gehende Strahl, welcher bisher als Endstrahl 
einer offenen Figur sich zeigte, jetzt durch den festen Punkt a geht 
oder, anders ausgedrückt, dass die Ecke a, welche bisher beweglich 
war, jetzt fest wird. In dem vorher gefundenen Resultate wird im 
TJebrigen nichts geändert. Ja auch der Wortausdruck desselben kann 
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unverändert bleiben^ wenn man den festen Punkt a^ nebst dem von 
ihm ausgehenden Strahle^ gleichfalls als offene Figur setzt-, und zwar 
den Strahl als Endstrahl derselben. Hierbei ist es gleichgültige ob 
man den festen Punkt a als Anfangspunkt der offenen Figur setzt 
oder als eine Ecke derselben, indem man dieser noch beliebige feste 
Seiten und Ecken vorangehen lässt. Immer kann man die ganze 
Figur^ mit Ausnahme des durch a gehenden willkürlichen Endstrahles, 
als unbeweglich annehmen. Wir nennen eine solche offene Figur, da 
sie von dem veränderlichen Elemente unabhängig ist^ zum Unterschiede 
von den früher betrachteten, eine unahhängige offene Figur. Ist zweitens 
eine der Ebenen, etwa a^ konstant, so wird der in a liegende Punkt, 
welcher bisher als Endpunkt einer offenen Figur sich zeigte, jetzt ein 
in der festen Ebene a liegender Punkt. Man wird daher auch diesen 
Punkt als Endpunkt einer offenen Figur setzen können, indem man 
eine solche offene Figur, deren Endpunkt in einer festen Ebene liegt, 
gleichfalls imcibliängig nennt. 

Von hier aus gelangt man sogleich zur Konstruktion eines be- 
liebigen Produkts, welches das bewegliche Element x beliebig oft als 
Faktor enthält, indem man den Begriff der Verkettung offener Figuren, 
wie er von mir (siehe Crelle's Journal Bd. 42, S. 190 {hier S. 83}) 
der Erzeugung ebener Kurven zum Grunde gelegt ist, nach Anleitung 
der soeben gegebenen Entwickelung auf den Raum überträgt. 

Wenn man nämlich einen beweglichen Punkt x zum Anfangs- 
punkte mehrerer offener Figuren macht, dann aus dreien derselben 
oder aus zweien und einer unabhängigen offenen Figur eine neue offene 
Figur in der Art bildet, dass die vier Grrenzelemente (nämlich die drei 
Endelemente der drei ersteren und das Anfangselement der neuen) 
paarweise zusammenfallen, während zugleich das eine Paar mit dem 
andern vereinigt liegt, und dann fortfährt, die jedesmal noch übrigen 
offenen Figuren auf die angegebene Art zusammenzuschliessen, bis sich 
zuletzt alle variablen offenen Figuren zu einer einzigen vereinigt haben, 
35 so nenne ich das ganze System dieser offenen f Figuren eine Verkettung 
derselben; und zwar eine Verkettung n-ten Grades, wenn n offene 
Figui-en von dem Anfangselement der Verkettung ausgehen. Wir sagen 
ferner, dass eine Verkettung offener Figuren im Räume sich linecü be- 
wege, wenn alle abhängigen offenen Figuren, aus denen sie besteht, 
sich lineal bewegen. Mittels dieser Begriffe lässt sich nun das Resultat 
dieses Paragraphs in dem folgenden Satze aussprechen: 

Jedes ProduU, ivelehes n-mal den variaUen Tunld x als FaMor 
enthält und ivelehes von erster oder dritter Stufe ist, aber keinen Faktor 
mdlter Stufe einschliesst, lässt sieh durch eine lineal bewegte Verkettung 
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n-ten Grades in der Art darstellen, dctss für jeden PiinM x das Pro- 
diiM entiveder der letzten Eeke der VerJiettung oder der Ebene, in ^velel^er 
die letzte Seite derselben leiveglich ist, kongruent sei. Und iimgekelirt 
lässt sich die letzte Ecke oder die Ebene der letzten Seite jeder Verkettimg 
n-ten Grades durch ein solches Produkt darstellen, 

§6. 

Erzeugung der algebraischen Oberflächen durch lineale Bewegung 
geschlossener Verkettungen. 

Es werde jetzt endlich ein beliebiges Produkt nuUter Stufe be- 
trachtet^ welches n-jnn\. x als Faktor enthält^ aber keinen Faktor nnllter 
Stufe einschliesst. Ich habe in dem vorhergehenden Aufsatze {auf 
S. 151 f.} gezeigt, dass man in einem solchen Produkte jeden Faktor, 
also auch x^ ohne Klammern nach der letzten Stelle bringen kann. 
Dann erhält das Produkt die Form Idx, wo lo ein Produkt dritter 
Stufe ist, welches ('/^ — l)-mal den Punkt x als Faktor enthält. Hat 
man nun die Gleichung 

ToX = 0, 

SO drückt sie aus, dass der Punkt x in der Ebene To liegt. Die Ebene 
ar aber lässt sich nach dem vorigen Paragraph als die Ebene dar- 
stellen, in welcher die Endseite einer Verkettung {n — l)-ten Grades 
beweglich ist. Also drückt die Gleichung 7ox = die Möglichkeit 
aus, jene Seite durch den Punkt x zu legen, oder, anders ausgedrückt, 
die Möglichkeit, das Endelement der Verkettung mit dem Anfangs- 
element derselben zusammenfallen zu lassen. 

Wir nennen eine solche Verkettung, deren Endelement mit ihrem 
Anfangselement zusammenfällt, eine geschlossene Verkettung; und zwar 
y^-ten Grades, wenn n offene Figuren von dem Anfangselemente (x) 
ausgehen (die letzte, f welche x zum Endelemente hat, eingerechnet). 36 
Dann verwandelt sich der Satz (5) der Einleitung in folgenden Satz: 

Der Anfangspunkt einer sich lineal bewegenden geschlossenen Ver- 
kettung n-ten Grades beschreibt eine Oberfläche n-ter Ordnung, 
und umgekehrt: 

Jede algebraische Oberfläche lässt sich cds Ort einer sich lineal be- 
ivegenden geschlossenen Verkettung darstellen. 

Stettin, im JuH 1852. 
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37 Die stereometrisclie Gleichung zweiten Grades und 
die dadurch dargestellten Oherflächen. 



Von 

Prof. H. Grrassmanii , 

am Gymnasio zu Stettin. 



Grelles Journal Bd. 49, Heft I, S. 37—46 (1855). 



Wenn ein stereometrisches Produkt nuUter Stufe ^ welches m-mal 
einen veränderlichen Punkt x als Faktor enthält, gleich Null gesetzt 
wird^ so ist der dadurch bedingte geometrische Ort von Xj wie ich in 
den früheren Aufsätzen nachgewiesen habe, eine Oberfläche n-ter Ord- 
nung. Ich will der Kürze wegen eine solche Gleichung eine stereome- 
trische Gleiclmng n-ten Grades nennen. Es ist also der geometrische 
Ort eines Punktes x^ welcher einer stereo metrischen Gleichung zweiten 
Grades genügt^ eine Oberfläche zweiter Ordnung. Ich werde hier 
diese Gleichung und die dadurch ausgedrückte Erzeugung der Ober- 
fläche zweiter Ordnung näher erörtern. 

Die allgemeine Form der stereom.etrisclien Gleichung zA^^eiten Grades. 

Die stereometrische Gleichung zweiten Grades hat die Form 

? = o, 

wo ^ ein stereometrisches Produkt nullter Stufe ist, welches den ver- 
änderlichen Punkt X zweimal als Faktor enthält. Da man in einem 
Produkt nullter Stufe jeden Faktor auf die letzte Stelle bringen kann, 
und zwar so, dass er von keiner Klammer mehr umschlossen wird 
(siehe Stereometr. Multiplik. § 5 {hier S. 151f }), so lässt sich dies auf 
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den Faktor x anwenden, und die Gleichung zweiten Grades nimmt 
die Form 

Tö;^ = oder, anders geschrieben, a;co = 

an, welche ausdrückt, dass der Punkt x in der Ebene oT liegt. 

Da To noch den Faktor x enthält, so kann man in der Gleichung 
^co = den in co enthaltenen Faktor x ohne Klammer auf die letzte 
Stelle bringen und erhält dann die Form 

xHx = 0, 

wo i? eine Reihe konstanter Faktoren bezeichnet, mit welchen fort- 
schreitend f multiplicrt werden soll. Und zwar wird, da in einem 38 
Produkte nuUter Stufe die Summe der Stufenzahlen sämtlicher Faktoren 
durch yier theilbar ist, die Summe der Stufenzahlen aller in H ent- 
haltener Faktoren, durch vier dividirt, zwei zum Rest lassen. 

Das Produkt ^Ji stellt ein Element dritter Stufe, also eine Ebene 
dar; folglich wird man (wenn nicht etwa xH sich in einen variablen 
Faktor nuUter Stufe und in einen konstanten Faktor zerfallen lässt), 
vermöge des in dem vorhergehenden Aufsatze (§ 3 {hier S. 161 1) er- 
wiesenen Gesetzes, statt i? entweder eine Reihe abwechselnder fester 
Punkte und Ebenen, welche mit einem Punkte beginnt, oder eine 
Reihe fester Geraden setzen können. Allein im ersteren Falle würde 
xH entweder von der ersten oder von der zweiten Stufe sein, je nach- 
dem jene Reihe mit einer Ebene oder einem Punkte schliesst. Es 
bleibt also nur der zweite Fall übrig, das heisst, es lässt sich stets 
statt JR eine Reihe gerader Linien setzen-, und zwar muss die Anzahl 
derselben, da die Summe der Stufenzahlen durch vier dividirt zwei 
zum Rest lassen muss, ungerade sein. Folglich zeigt sich die Gleichung 
in der Form 

(1) xABÄ^B^ . . . Ä^B^Gx = 0, 

wo Äj B, . . . gerade Linien sind. 

Wenn insbesondere xB sich in einen variablen Faktor nuUter Stufe 
und in einen konstanten Faktor auflösen lässt, so wird der erstere 
die Form xcc haben müssen, wo a eine Ebene ist, imd der letztere 
wird eine konstante Ebene sein. Diese sei ß] alsdann haben wir 

xa . ßx == 0. 

Es zerfällt dann die Oberfläche zweiter Ordnung in zwei Ebenen. 
Aber auch diesen Fall kann man der Gleichungsform (1) unterordnen. 
In der That: es seien Ä und B irgend zwei Gerade der Ebene a, die 
sich in einem Punkt c schneiden, welcher zugleich in der Ebene ß 
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liegt^ und G sei irgend eine Gerade in ß^ die aber nicht durch c geht^ 
so stellt die Gleichung 

xÄBCx = 

eine in diese beiden Ebenen a und ß zerfallende Oberfläche zweiter 
Ordnung dar. Diese Form aber ordnet sich der Form (1) unter, wenn 
man 7^ = setzt. Es ist also die Form (1) die ganz allgemeine Form 
der stereometrischen Gleichung zweiten Grades. 



§2. 

Geometrisclie Deutung der stereometrisehen Gleichung zweiten 

Grades. 

Wenn das Produkt xÄB . . . Ä,^B^^ nicht Null ist, so stellt das- 
selbe einen Punkt in B^^ dar, den wir p^ nennen wollen. Eben so 
39 stellt dann das f Produkt xAB . . .' A^,B^ für jeden Index r, von 
bis n^ einen Punkt dar, der jp,^. heissen soll. Dann folgt sogleich 

Diese Gleichung drückt aus, dass der Punkt p^ in der Geraden B^. 
liegt und in der durch ^.^,_^ und A^, gelegten Ebene. Das letztere 
lässt sich auch so ausdrücken, dass die Gerade p.^_^p,^ die Gerade A,^ 
schneidet. Es bilden also die Punkte x, p)? Ih^ • • • i\ ^^^^^ offene Figur, 
welche mit dem Punkte x beginnt, deren Ecken i^, . . . p)^,^ in den Ge- 
raden B, . . . B^ liegen und deren Seiten xp^ PPiy • • • Pn-iPn ^^^^ ^^^ 
Geraden A^ . . . A^ geschnitten werden. Und wenn der Anfangspunkt x 
dieser offenen Figur gegeben ist, so ist ihr Endpunkt p^ genau be- 
stimmt und stellt das Produkt xAB , . , A^B.^^ dar; immer unter der 
Voraussetzung, dass das Produkt nicht Null ist. Ist hingegen zwar 
das Produkt xAB . . . A^._^B^,_-^ ungleich Null, aber xAB . . . A^B^, 
gleich Null, das heisst p,^_-^A^B^, = 0^ so liegt 2^^__i entweder in A^ 
oder B^ liegt in der durch JV-i ^^^^^ A- gelegten Ebene. In beiden 
Fällen hat jeder Punkt p)^ der Geraden B^, die Eigenschaft, dass die 
Gerade Pr_iP^. die Gerade A^ schneidet; das heisst: Der Endpunkt p,^, 
einer offenen Figur, deren Anfangspunkt x ist, deren Ecken j^9, ... j\, 
in den Geraden B^ , . . B^ liegen und deren Seiten von den Geraden 
Ay . . . A^, geschnitten werden, ist in diesem Falle innerhalb der Ge- 
raden B^ ganz willkürlich. Dasselbe gilt dann aber offenbar für die 
Ecke p^ der ganzen offenen Figur rr, j), p^ - . -j 2\- Also: 

Bas Prochilä xAB . . . A^^B^^ ^vird jedesmal durch eine offene 
Figur Xj p^ 2^^ - - - p^j deren Eclcen p^ ... 2\ ^'^'^ den Geraden B, ... B^ 
liegen und deren Seiten xp^ . . . p^-iPn '^^^ ^^^'^ Geraden A, , . . A^^ 
geschnitten tuerden, in der Art dargestellt, dass, wenn jenes ProdiiM 
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nicht Null ist^ die Eclce p^ genau hestimmt und jenem Prodiüäe Iwn- 
gnient ist; dass hingegen, tvenn jenes Trodiild Nidl ist, die Eclte p^ 
ivillJmrUch in B^ angenommen iverden Icann. 

Betrachtet man nun die Gleichung zweiten Grades 
(1) xÄB...Ä^B,Cx = 0, 

SO sieht man^ dass sie, wenn xÄB . . . Ä^B^^ nicht Null ist, ausdrückt, 
dass p^Cx = ist, das heisst, dass sich durch p^^ und x eine Gerade 
legen lässt, welche die Gerade C schneidet; das heisst, es sind dann 
in der geschlossenen Figur x^ p^ . . . j\, x alle Ecken, ausser x^ in den 
Geraden B/. . . B^ beweglich, und die Seiten ^p, . . . Pn-iPn, Pn^ 
werden von den Geraden J_, ... Ä^^ C geschnitten.. 

Ist aber das Produkt xAB . . . A^B^ = 0, so wird auch jedesmal 
das ganze Produkt zu Null, und also wird die Gleichung (1) befrie- 
digt. In diesem Falle kann nun p^ in B^ willkürlich angenommen 40 
werden. Legt man durch x und C eine Gerade, welche die Gerade B^^ 
trifft, und setzt den Punkt, in welchem sie dieselbe trifft, p)^^, so ge- 
nügt die geschlossene Figur ^, j9, . . . p^, x auch in diesem Falle der 
oben ausgesprochenen Bedingung. Also haben wir den Satz: 

Wenn sich eine veränderliche geradlinige Figur (x,p,p^y . . ._2\, x) im 
Baume so hetvegt, dass alle Seiten (xp, pp^, . . . Pn-iPnj Pn^) '^^^'^ festen 
Geraden (A, A^, ... A^^, G) getroffen iverden und alle Eclten (p, p^, . . .pj, 
ausser einer (x), in festen Geraden (B, B^, . . . B^) liegen, so heschreiht 
diese eine Ec'ke (x) eine Oberfläche ziveiter Ordnung; und nuar eine 
geradlinige, deren Gleichung 

xAB ... A^^B^Gx=^0 
ist. 

Dass die Oberfläche eine geradlinige, das heisst eine solche ist, 

auf welcher sich gerade Linien ziehen lassen, folgt unmittelbar aus 
der Gleichung, da derselben zum Beispiel durch jeden Punkt x der 
Geraden A Genüge geschieht. Die besonderen Fälle, namentlich auch 
der, wo die Oberfläche zweiter Ordnung unbestimmt wird, sollen in 
den folgenden Paragraphen abgehandelt werden. 

§ 3. 
Projektivische Deutung der Gleichung zweiten Grades. 

Man nehme an, dass in der Gleichung (1) keine der konstanten 
Geraden die vorhergehende oder nachfolgende Gerade schneide, und 
betrachte unter dieser Voraussetzung das Produkt xAB . . . A^B^fi^ 
welches wir der Kürze wegen auch mit xB bezeichnen und in welchem 
X zunächst frei im Räume beweglich angenommen wird. Dann stellt, 
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wenn x nicht in A liegt ^ xA eine Ebene des durch die Axe A ge- 
legten Ebenenbüschels dar^ xAB den jener Ebene entsprechenden 
Punkt der Geraden B^ welche mit jenem Ebenenbüschel perspektivisch 
ist^ xABA^ die entsprechende Ebene eines Ebenenbüschels ^ der mit 
jenen beiden Gebilden perspektivisch ist, und so fort- xR endlich die 
entsprechende Ebene eines Ebenenbüschels^ welcher mit allen früheren 
Gebilden^ namentlich auch mit dem Ebenenbüschel xA^ projektivisch 
ist: so nämlichj dass xB und xA entsprechende Ebenen dieser Büschel 
sind. Dann sagt die Gleichung (1)^ die jetzt in der Form xBx = 
sich zeigt, aus, dass die der Ebene xA entsprechende Ebene xB durch 
den Punkt x geht, das heisst, dass x in der Durchschnittslinie der 
41 beiden Ebenen liegt. Also ist f jede Durchschnittslinie zweier ent- 
sprechender Ebenen jener beiden Büschel eine Linie der durch die 
Gleichung xBx = dargestellten Oberfläche, und da auch alle Punkte 
X der Geraden A in zwei entsprechenden Ebenen liegen, so besteht 
die Oberfläche aus der Gesamtheit jener Linien. Also: 

Die DurchschniUslinien der entsprechenden Ebenen siveier projeMivi- 
scJier Ebenenhüsehel bilden eine (geradlinige) Obe^^ fläche zweiter Ordnung. 

§ 4. 
Reduktion der Gleichung zweiten Grades auf die einfachsten Formen. 

Wenn zuerst in der Gleichung (1) irgend zwei aufeinander folgende 
feste Gerade, zum Beispiel A^ und B^^ sich schneiden, so kann man, nach 
den Gesetzen der stereometrischen Multiplikation (§ 3 {hier S. 159f. }), 
statt derselben eine Ebene und einen Punkt setzen; nämlich die Ebene^ 
in welcher die Geraden liegen, und den Punkt, in welchem sie sich 
schneiden. Ist a^ jene Ebene und a^ dieser Punkt, so verwandelt sich, 
die Gleichung (1) in 

xAB . . . A-l^.-l^. • ^rA + l^r + l • • • A^G^ = ö; 

wo der zwischengesetzte Punkt die beiden Faktoren nuUter Stufe 
scheidet. Statt des ersten dieser beiden Faktoren kann man auch 
x{a^B^_-^A^_-^ . . . BA) schreiben. 

Ist nun entweder a^B^_^A^__-^ . . . BA oder a^A^^^B^^^ . . . A^B^C 
Null, so genügt jeder beliebige Punkt x der obigen Gleichung. Die 
durch sie dargestellte Oberfläche zweiter Ordnung ist also gänzlich 
unbestimmt-, der Punkt x ist keiner seine Lage beschränkenden Glei- 
chung unterworfen. Die einfachste Form der Gleichung (1), welche 
den Pnnkt x ganz unbestimmt lässt, ist 
(a) xAx = 0. 
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Sind die beiden Produkte a^JB^_^Ä^_^ . . .JBÄ und a^Ä^j^^B^_^^ . . . Ä^JB^C 
ungleich Kull^ so stellt jedes derselben eine Ebene dar. Ist a die eine 
und ß die andere dieser Ebenen^ so verwandelt sieb die Gleichung in 

xa . ßx = 0, 

welche in einfachster Form die in zwei Ebenen a und ß zerfallende 
Oberfläche zweiter Ordnung darstellt und welche jedesmal hervorgeht^ 
sobald die Gleichung (1) zwei aufeinander folgende Geraden enthält, 
die in derselben Ebene liegen^ und nicht jeder Punkt jener Gleichung 
genügt. Zieht man von einem Punkte c^ der in a und ß zugleich 
liegt ^ zwei Gerade in a, etwa ca und ch, und zieht in ß irgend eine 
Gerade C^ die nicht durch c geht^ so lässt f sich die Gleichung auch 42 
in der Form 
(b) xca(ci)Cx = 

darstellen. Wenn in dieser Gleichung auch die Gerade C durch den 
Punkt c geht, so stellt sie wieder eine unbestimmte Oberfläche dar. 

Ich nehme jetzt an, dass von den Geraden A, B^ . . . Ä^^ B^^ C 
keine zwei aufeinander folgende in einer und derselben Ebene liegen. 
In diesem Falle ist, wie wir oben zeigten, die durch die Gleichung (1) 
dargestellte Oberfläche der Durchschnitt zweier projektivischer Ebenen - 
büschel mit den Axen Ä und (7; und zwar geht jede Ebene des 
letzteren Büschels aus der entsprechenden des ersteren durch fort- 
schreitende Multiplikation mit B^ Ä^, B^, . . . A^j I?^, C hervor. 

Nun wird bekanntlich bei Ebenenbüscheln (erster Stufe), wie bei 
punktirten Geraden, durch drei Paare entsprechender Elemente zu 
jedem vierten Elemente des einen Gebildes das entsprechende des 
andern, also hier das ganze Durchschnittsgebilde bestimmt. Dies führt 
zu einer Reduktion der Gleichung (1). 

Angenommen zuerst, es liegen die Axen A und G nicht in einer 
und derselben Ebene, so lege man durch A drei verschiedene Ebenen 
x^A, x^Aj x^A. Dann sind, wenn B noch immer die Reihe der 
Faktoren A^ _B, ... A^^ B^y C bezeichnet, die drei entsprechenden 
Ebenen: x^B^ x^R^ x^B. Die letzteren Ebenen gehen durch die Gerade 
C, und da A und nicht in einer und derselben Ebene liegen, so 
können die entsprechenden Ebenen x^A und x^B^ x^A und x^B, x^A 
und x^B nicht zusammenfallen. Die Durchschnittslinien dieser drei 
Paare entsprechender Ebenen seien (r^, G^, (rg, so schneiden diese 
drei Geraden jede der beiden Geraden A und C, und keine zwei jener 
drei Geraden können in einer und derselben Ebene liegen, weil sonst 
auch A und G in einer Ebene liegen müssten; gegen die Annahme. 

Jetzt lege man durch die drei Geraden (r^^, G^^ G.^ eine beliebige. 
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aber von Ä und C verschiedene Gerade B\ welche jene Geraden be- 
ziehlich in den Punkten g^^ g^^ g^ schneiden mag^ so lässt sich leicht 
zeigen^ dass die Oberflächen 
(1) xRx = 

und 

(c) xÄB'Cx = 

dieselbe Oberfläche darstellen. Denn die Ebenen X-^_Ä und x^E ent- 
halten beide die Gerade G-^^, also auch den Punkt g^] sie sind also, da 
43 die Gerade f B' mit A und mit G keinen Punkt gemein hat^ also 
auch g^ weder in Ä noch in G liegt, beziehlich mit g^Ä und ^^C kon- 
gruent. Setzt man auch in den Ausdrücken xÄ und x AB' G^ durch 
deren gegenseitigen Durchschnitt die Oberfläche (c) entsteht^ statt x 
den Punkt g^^ so wird xA^ g^A und xAB'C^g^AB'G'^g-^G, da 
^^ in B' liegt. Dasselbe gilt, wenn man g^ oder g^ statt g^ setzt. 
Also sind die drei Ebenenpaare g^A und g^G^ g^A und g^G, g^A und 
g^G Paare entsprechender Ebenen sowohl in den Ebenenbüscheln, 
welche die Oberfläche (1), als (auch} in denen, welche die Ober- 
fläche (c) erzeugen, mithin sind beide Oberflächen identisch. 

Es hat sich also ergeben, dass sich jedesmal, wenn von den Ge- 
raden J., B, ... J-^^, B^, G keine die nächstfolgende und auch die 
letzte nicht die erste schneidet, die Reihe der Geraden in der Gleichung 
(1) auf drei Gerade J_, JS', G zurückführen lässt, deren keine zwei in 
einer und derselben Ebene liegen. Die durch die Gleichung (1) dar- 
gestellte Oberfläche besteht dann aus der gesamten Linienschaar, welche 
die drei Geraden J,, B\ G schneiden. 

Es mögen ferner die Geraden A und G einen Punkt g gemein 
haben, ohne aber zusammenzufallen. Dann haben alle Ebenen beider 
Büschel, also auch deren Durchschnittslinien, den Punkt g gemein; 
folglich ist dann die Oberfläche ein Kegel mit der Spitze g und zwar, 
vermöge des allgemeinen Satzes, ein Kegel ziveiter Ordnung. Dieser 
Kegel wird durch die Spitze und einen nicht durch die Spitze gehenden 
Schnitt bestimmt. Legt man nun eine Ebene a, die nicht durch die 
Spitze des Kegels geht, durch die beiden projekti vischen Ebenenbüschel 
hindurch, so entstehen in, dieser Ebene a zwei projekti vische ebene 
Strahlenbüschel, deren gegenseitiger Durchschnitt der Kegelschnitt ist, 
in welchem der Kegel von der Ebene a geschnitten wird. Es seien et 
und e die Punkte, in welchen die Axen A und G die Ebene a schneiden, 
und es sei die planimetrische Gleichung des Kegelschnitts: 

xa'DeFcx = 0, 
so ist, wie man leicht sieht, die Gleichung des Kegels: 
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( xgaD{ge)F{gc)x == 

(d) I oder 

l xÄDEFCx = 0^ 

wenn man ge^ E setzt. 

Es zeigt sich also, dass jeder Kegel ^ dessen Spitze g ist^ durch 
eine Gleichung von der Form (1) mit fünf Geraden sich darstellen 
lässt^ von denen die erste und die letzte durch den Punkt g gehen^ 
wie auch umgekehrt^ dass jede Gleichung von dieser Form einen Kegel 
darstellt. In besonderen f Fällen kann der vorher betrachtete Kegel- 44 
schnitt in zwei gerade Linien zerfallen- dann zerfällt der Kegel in 
zwei Ebenen^ und die Anzahl der Geraden lässt sich dann auf drei 
reduciren^ wie wir es oben sahen. 

Endlich werde der letzte Fall betrachtet, wo die beiden Axen Ä 
und C zusammenfallen. Dann nimmt die Gleichung (1) die Form 

xÄB . . . A^B^Ax = 

an. Man sieht sogleich^ dass wenn dieser Gleichung irgend ein ausser- 
halb der Geraden A liegender Punkt x genügt^ auch jeder in der 
Ebene xA liegende Punkt ihr genugthun muss. Wir haben also nur 
die sämtlichen Punkte x einer Geraden, die mit A nicht in einer und 
derselben Ebene liegt, zum Beispiel {der Geraden) B^^ zu suchen, 
welche der obigen Gleichung genügen. Liegt aber x in J3^, so ist 
xAB . . . A^^B^Ax ^ xAB . . . A^x . B^A-^ wie sich aus den Gesetzen 
der stereometrischen Multiplikation (§ 4 {hier S. 150}) ergiebt. Da 
aber B^ und A nicht in einer und derselben Ebene liegen, also ihr 
Produkt B^^A nicht Null ist, so darf man diesen Faktor nuUter Stufe 
ganz weglassen und erhält 

xAB . . . B^_^A^x = 0. 

Diese Gleichung stellt eine Oberfläche ^iveiter Ordnung dar. Die 
Punkte, welche dieselbe mit B^ gemein hat, sind die gesuchten Punkte, 
und die Ebenen, welche diese Punkte mit A verbinden, bilden die 
durch die gegebene Gleichung (1) dargestellte Oberfläche. Nun können 
aber vier verschiedene Fälle vorkommen. Entweder die Gerade B^ liegt 
ganz in der zu Hülfe genommenen Oberfläche, oder sie hat zwei 
Punkte mit ihr gemein oder einen oder keinen. Im ersten Falle ge- 
nügt jeder Punkt x der Gleichung (1); im zweiten Falle zerfällt die 
Oberfläche (1) in die Ebenen, welche durch A und die beiden Durch- 
schnittspunkte gelegt sind; im dritten Falle fallen die beiden Ebenen 
zusammen; im vierten Falle endlich genügt kein ausserhalb der Axe A 
liegender Punkt der Gleichung (1). Die Oberfläche besteht dann aus 
einer isolirten. Geraden. 

Gr assmaun, Werke. II. 12 
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Nur der letzte Fall zeigt sich hier als ein neuer. Wir können 
diesen Fall durch die Gleichung xÄ ^== ausdrücken. Aber diese 
Gleichung ist keine stereometrische. Es lässt sich der Fall durch eine 
stereometrische Gleichung von der Form 

xADEFAx = 
ausdrücken^ wenn hier nämlich die Gerade F so angenommen wird^ 
dass sie mit der durch die Gleichung xADEx = dargestellten Ober- 
45 fläche keinen f Punkt gemein hat. Aber auf weniger als fünf gerad- 
linige Faktoren lässt sich die Gleichung in diesem Fall nicht bringen^ 
da xADAx = eine Gleichung ist^ welcher durch jeden Punkt x 
genügt wird. 

§ 5. 

Die Gesamtheit der durch die stereometrische Gleichung zweiten 

Grades darstellbaren Oberflächen nebst ihren normalen Gleichungen. 

Die stereometrische Gleichung zweiten Grades stellte, wenn sie 
nicht den yeränderlichen Punkt x ganz unbestimmt liess, stets eine 
geradlinige Oberfläche dar. Wir haben nun im vorigen Paragraph 
gesehen, dass sich folgende fünf Gattungen geradliniger Oberflächen 
zweiter Ordnung durch stereometrische Gleichungen zweiten Grades 
darstellen lassen: 

1) Die Jiyperholische geradlinige Fläche zweiter Ordnung, das heisst 
das einscJialige Hyperboloid und das Jiyperholische Parctboloid, 

2) der Verein zweier verschiedener Fbenen, 

3) der Verein zweier zusammenfallender Ebenen. 

In diesen drei Fällen liess sich die stereometrische Gleichung auf 
die Form 

xAJBCx = 

bringen. Diese Form stellt die erste Fläche dar, wenn von den drei 
Geraden A, J5, C keine zwei in einer und derselben Ebene liegen; die 
zweite Fläche, wenn zwei jener Geraden sich schneiden und die dritte 
Gerade weder in der Ebene der beiden ersteren liegt, noch durch ihren 
Durchschnittspunkt geht; die dritte Fläche endlich, wenn die drei Ge- 
raden Aj Bj C in einer und derselben Ebene liegen, aber nicht durch 
einen und denselben Punkt gehen. 

4) Der Kegel ziveiter Ordnung, 

5) die isolirte Gerade, 

In diesen zwei Fällen liess sich die stereometrische Gleichung auf 
die Form 

xABGBEx = 

l)ringen. Diese Form stellte den Kegel dar, wenn A und E sich 
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schneiden und weder eine der vier Geraden Ä, JB^ G^ D die nächst 
folgende Gerade schneidet^ noch auch jeder Punkt der Ebene a^ in 
welcher A und E liegen^ der Gleichung genügt. Der letzt erwähnte 
Fall tritt, wie man leicht sieht, dann und nur dann ein, wenn die 
Gerade C so liegt, dass sie die Gerade aBi^aD) schneidet. Endlich 
stellte diese Form die isolirte Gerade dar, wenn A und E zusammen- 
fallen und die Gerade D die Oberfläche, welche durch die Gleichung 
xABCx = dargestellt wird, gar nicht trifft. 

Die aufgestellten fünf Gattungen geradliniger Flächen zweiten 46 
Grades haben die Eigenthümlichkeit, dass jede Fläche, welche einer 
dieser Gattungen angehört, sich aus jeder Fläche derselben Gattung, 
aber aus keiner Fläche einer andern durch KoUineation ableiten lässt. 
Daraus folgt, dass, wenn sich eine dieser Flächen durch eine stereome- 
trische Gleichung zweiten Grades darstellen lässt, auch jede andere 
Fläche derselben Gattung auf gleiche Weise dargestellt werden kann, 
indem man nur statt der geraden Linien, welche in der Gleichung 
jener Fläche vorkommen, die geraden Linien desjenigen kollinearen 
Systems setzen darf, in welchem statt der ersteren Fläche die zweite 
als jener entsprechend sich zeigt. Da nun jene fünf Gattungen die 
geradlinigen Flächen zweiter Ordnung vollständig umfassen, so folgt 
Nachstehendes : 

Jede geradlinige Fläche ziveiter Ordnung lässt sich durch eine stereo- 
metrische Gleichung ziveiten Grcides darstellen; tvie auch umgelcehrt jede 
Gleichung der letzteren Art eine Fläche der ersteren Art darstellt. 

Stettin, im Juli 1852. 
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47 Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades 
und die dadurch erzeugten Oberflächen. 



Von 

Prof. H. Grassmaiin, 

am Gymnasio zu Stettin. 



Grelles Journal Bd. 49, Heft I, S. 47-^65 (1855). 



§ 1- 
Die versehie denen Formen der stereometrisclien Gleicliungen 

dritten Grades. 

Eine stereometrisclie Gleichung^ welclie in Bezug auf den ver- 
änderlichen Punkt X vom dritten Grade ist, liat die Form eines gleich 
Null gesetzten Produkts nuUter Stufe^ welches den Punkt x dreimal als 
Paktor enthält. 

In diesem Produkte lässt sich nach den in der Abhandlung IX 
(Stereometr. Multiplikation § 5 {hier S, 152}) entwickelten Gesetzen 
der stereometrischen Multiplikation jeder beliebige Faktor auf die 
letzte Stelle schaffen; und zwar so, dass er von keiner Klammer 
mehr umschlossen wird; also lässt sich namentlich auch einer der drei 
Faktoren x auf die letzte Stelle bringen. Dann nimmt das Produkt 
die Form ABHx an, in welcher A und B Produkte sind, die den 
Punkt x nur einmal als Faktor enthalten, und wo H eine Reihe kon- 
stanter Faktoren ist, welche fortschreitend verknüpft werden sollen. 

Bezeichnet man durch M' die umgekehrte Reihe von Faktoren, so 
kann man, nach den am angeführten Orte entwickelten Gesetzen der 
stereometrischen Multiplikation, statt des Produkts ^ßJS^ auch^5(^i?') 
setzen, und das Produkt besteht nun aus drei Faktoren, deren jeder 
den Punkt x einmal als Faktor enthält. 
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Da das Produkt von iiullter Stufe sein soll, so muss die Summe 
der drei Stufenzahlen der Faktoren durch vier theilbar sein; und da 
jede Stufenzalil grösser als Null und kleiner als vier ist, so keinn die 
Summe derselben nur entweder vier oder acht sein. Im ersten Falle 
sind die Stufenzahlen 1, 1, 2, im zweiten 3, 3, 2. In beiden Fällen 
ist einer der drei variablen Faktoren von zweiter Stufe. Dieser Faktor 
zweiter Stufe kann entweder ein Produkt zweier Punkte oder ein Pro- 
dukt zweier Ebenen sein; und zwar muss von den Faktoren, des Pro- 
dukts, da dasselbe x nur einmal enthält, der eine konstant, der andere 
variabel sein. 

Bringt man den konstanten Faktor auf die letzte Stelle des f Pro- 48 
dukts, so erhält man folgende vier Schemata: 

1111, 1133, 3311, 3 3 33, 

wo in jedem Schema die drei ersten ZifiPern der Reihe nach die Stufen- 
zahlen der drei variablen Faktoren, wie sie bei der letzten Umgestaltung 
hervorgingen, bezeichnen, während die letzte Ziffer die Stufenzahl des 
konstanten Faktors ist. Es ergeben sich demnach folgende vier Glei- 
chungsformen : 

]}Tsa = 0, _pr(9a = 0, W'Qsa = 0, ToQöa = 0, 

wo 29, r, s variable Punkte, W, ^, (? variable Ebenen sind, a ein kon- 
stanter Punkt, a eine konstante Ebene ist, und wo jedes der variablen 
Elemente ein Produkt ist, welches x nur einmal und zwar verbunden 
mit einer Reihe fester Elemente enthält. 

Nun habe ich gezeigt (siehe Abh. X § 3 {hier S. 161}), dass man, 
wenn x mit einer Reihe fester Elemente multiplicirt ist und das Pro- 
dukt einen Punkt oder eine Ebene giebt, statt jener Reihe entweder 
eine Reihe abwechselnder fester Punkte und Ebenen, die mit einem 
Punkt beginnt und mit einer Ebene schliesst, oder eine Reihe fester 
Geraden setzen kann; und zwar in dem Sinne, dass die substituirte 
Reihe bei jedem beliebigen x dasselbe Produkt giebt wie die ursprüng- 
liche. Die Reihe der festen Geraden, mit dem Punkte x fortschreitend 
verbunden, giebt eine Ebene oder einen Punkt, je nachdem die Anzahl 
der Geraden ungerade oder gerade ist; wohingegen die Reihe der ab- 
wechselnden Punkte und Ebenen, da sie mit einem Punkt beginnt und 
mit einer Ebene schliesst, stets wieder einen Punkt als Produkt liefert. 
Ist nun $R (oder $R^ oder SFfg) ^i^^^ Reihe fester Elemente, deren Stufen- 
zahlen eine durch vier theilbare Summe haben, und zwar entweder 
eine Reihe abwechselnder Punkte und Ebenen, die mit einem Punkte 
beginnt und mit einer Ebene schliesst, oder eine Reihe gerader Linien, 
deren Anzahl gerade ist, und bedeutet x"^, dass das Element x fort- 
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schreitend mit den Elementen der Reihe 9t multiplicirt werden soll^ 
so lässt sich jede der Grössen p, r, s in der Form x'St darstellen nnd 
jede der Grössen oü ^ q^ ö in der Form x%{Äj wo Ä eine Gerade ist 
und daher auch 5ft eine Reihe von Geraden bezeichnet. Setzt man 

CO ^x'SiÄ/ Q^X^Ü^Ä^, (3 ^x'^^Ä^, 

so ergeben sich die vier Gleichungsformen 

(1) xm{x%)(x%)a==0, 

(2) xmÄ(xm,Ä,) {x%Ä,) a = 0, 

(3) X n (^3ti) (x%Ä,) a = 0, 

(4) x^Ä (x%ä;) (x%) a = 0. 

49 Hierbei muss man wohl merken^ dass die Reihen 5Rj 9ti, 9^2; ^^ 

die Stufenzahlen ihrer Faktoren jedesmal eine durch vier theilbare 
Summe geben, die Stufenzahl der Grösse, mit der sie verbunden sind, 
unverändert lassen; dass sie ferner überall, wo zu ihnen keine feste 
Gerade mehr hinzutritt, sowohl Reihen abwechselnder fester Punkte 
und Ebenen als auch Reihen fester Geraden darstellen können-, dass 
sie hingegen, wo noch eine feste Gerade hinzutritt, jedesmal Reihen 
fester Geraden darstellen sollen. Die beiden ersten Gleichungen, in 
Worte gefasst, geben folgende Sätze: 

1. Wenn ein Punkt x Anfangspunkt dreier offener Figuren ist 
und die Ebene, welche die Endecken derselben verbindet, durch einen 
festen Punkt (a) geht, während in jeder offenen Figur entweder die 
Seiten durch feste Punkte gehen und die Ecken in festen Ebenen 
liegen oder aber die Seiten und Ecken von festen Geraden getroffen 
werden, so beschreibt der Anfangspunkt x eine Oberfläche dritter Ordnimg. 

2. Wenn ein Punkt x Anfangspunkt dreier offener Figuren ist, 
deren drei Endseiten sich in einem und demselben Punkte einer festen 
Ebene (a) begegnen, und alle Ecken und Seiten der drei offenen 
Figuren von festen Geraden getroffen werden, so beschreibt der An- 
fangspunkt X eine Oberfläche dritter Ordmmg. 

Bestehen insbesondere die Reihen in Formel (1) nur aus je einem 
Punkt und einer Ebene, in Formel (2) aus je zwei Geraden, so erhält 
man folgende Specialsätze: 

Wenn die Grundfläche eines veränderlichen Tetraeders und die an 
der Spitze liegenden Kanten desselben durch feste PtmJäe gehen, während 
die Eclcen der Grundfläche in festen Ebenen liegen, so beschreibt die 
Spitze des Tetraeders eine Oberfläche dritter Ordnung. 

Wenn von den beiden Spitzen einer dreiseitigen Boppelpyramide 
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die eine in einer festen Ebene liegt, ivährend die an den Spitzen liegenden 
Kanten soivie die EeJcen der gemeinsehaftliehen Grundfläche von festen 
Geraden getroffen tverden, so iescJireiU die andere Spitze eine Ober- 
fläche dritter Ordnung. 

Da wir die vier aufgestellten Gleichnngsfornien auf die beiden 
ersten reduciren werden^ so ist es nicht nÖtliig^ aucli die beiden nn- 
symmetri scheren Gleichungsformen (3) und (4) in Worte zu fassen. 

§ 2. 50 

Reduktion der vier Gleichiingsfornien auf die ersten beiden Formen. 

Bezeichnet man in der Grleichung (3) die Gerade x'^ix^-^ mit Y 
und den Punkt x^<^ mit r^ so nimmt die Gleichung die Form an: 

Y{rA^)a = {). 

In dem Produkte Y{rA^ a kann man (siehe Stereom. Mult. § 5 
{hier S. 151}), da es yon nullter Stufe ist und aus drei Faktoren be- 
steht, die letzten beiden in Klammern schliessen und erhält: 

0=Y(rÄ,a). 

Nun sei a der Punkt^ in welchem die Gerade Ä^ die Ebene a schneidet, 
und a^ irgend ein von a verscbiedener Punkt in Ä^^ also Ä^ 'EE a^a. 

Dann wird 

rÄ^a^ra^acc. 

Da der Faktor a in a liegt, so kann man (siehe Stereom. Mult. § 4 
{hier S. 150}) diese beiden Faktoren vertauschen und erhält 

rÄ^a ^^ fa^aa, 
also : 

= Y{ra^aa). 

Hier lässt sich wieder a, als letzter Faktor, aus der Klammer heraus- 
rücken, und man erhält: 

== Y{;)''a^a)a. 

Da endlich ra^a einen Punkt darstellt, welcher aus x durch Multipli- 
kation mit einer Reihe fester Elemente hervorgegangen ist, so kann 
man ihn in der Form x"^^ darstellen. Substituirt man dies und setzt 
zugleich statt Y seinen Werth, so erhält man die Gleichungsform (1). 
In der Gleichung (4) wollen wir 

setzen; dann giebt dieselbe: 

pA{p^A^)p^a=:=^Qi. 
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Es wird hier zu untersclieiden sein^ ob sich die Geraden Ä und Ä-^ 
schneiden oder nicht. 

Angenommen zuerst, sie schneiden sich nicht, so drückt pÄ(p^Ä^) 
die Durchschnittslinie der beiden Ebenen pÄ und 2h^i ^^^^? ^^^ i^^ 
mit T bezeichnen will, so dass 

Y EEE p J, (|)j, Ä-^) und Yp^ a = 

ist. Es genügt, zwei Punkte dieser Geraden Y zu kennen. 

Es ist klar, dass der Punkt pAA^, das heisst der Punkt, in wel- 
51 chem die Ebene pA die Gerade A-^ f schneidet, sowohl in der Ebene 
pA als auch in p^A^ liegt, also auch in der Durchschnittslinie Y 
beider Ebenen. Dasselbe gilt von dem Punkte p^A-^A, Beide Punkte 
sind, da der eine in J,^, der andere in A liegt und A und A^ keinen 
Punkt gemein haben, von einander verschieden; also ist Y ihrem Pro- 
dukte kongruent, mithin 

Y ^ pA A^(p^A^A). 

Setzt man diesen Werth in die Gleichung Yp^ a = und giebt dann 
dem pAA-^y was einen Punkt darstellt, die Form x?H und dem p^A^A 
die Form x"^^, so erhält man: 

was die Form (1) ist. 

Angenommen, zweitens, A und A-^ schneiden sich in einem Punkte c. 
Dann sei A^ch, A-^'^^-c\, und man erhält 

pc'b{p^c'h-^p^a = 0. 

Das Produkt pch^p-^ch-^) stellt die Durchschnittskante der beiden Ebenen 

pch und Pi^c\ dar, also eine durch c gehende Linie. Sie werde gleich 

sc gesetzt, also 

s c ^ p ch (^p-^c\) ^ scp^a = 0. 

Es sei nun a irgend eine konstante Ebene, die jedoch nicht durch 
c geht, so lassen sich, da dann ca nicht Null ist, zu dem Produkte 
nullter Stufe scp^ct noch die Faktoren c und a hinzufügen; also wird 

scp^a ES scp^a . ca. 

Hier kann man in dem Produkt der vier Punkte scp^a die beiden 
ersten und die beiden letzten Faktoren zusammenschliessen, indem man 
{sc){p^a) schreibt. Tritt nun hier noch der Faktor c hinzu, so liegt 
derselbe in dem ersten Faktor sc; folglich kann man (siehe Stereom. Mult. 
§ 4 (hier S. 150}) c mit dem zweiten Faktor p^a zusammenschliessen 
und erhält 

s cp^ a ::z- s c (p^ ac) a^ 
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also^ indem man statt sc seinen Werth setzt: 

welche Gleichung die Form (2) hat. Demnach haben wir alle stereo- 
metrischen Gleichungen dritten Grades auf die Formen (1) und (2) reducirt. 

§ 3. 52 

Lineale Konstruktion der Oberfiäclien dritter Ordnung. 

Die durch stereometrische Gleichungen dritten Grades dargestellten 
Oberflächen lassen sich lineal konstruiren; das heisst^ es lässt sich 
mittels des einzigen Postulates „Drei Punkte durch eine Ebene zu 
verbinden" jeder Punkt einer solchen Oberfläche konstruiren. 

In der That^ sei in der Formel (1) das Produkt 

(a) x'Ü{x^^){x%)EEacp 
gesetzt, so verwandelt sich die Formel (1) in 

(b) ■ (pa = 0. 

Setzt man noch die Punkte rr5R, x^Si^^ x%2, beziehlich ^j, p^, p^^ so 
wandelt sich die Kongruenz (a) in pPi2h "^^ 9^- Multiplicirt man die- 
selbe auf beiden Seiten mit p^ so erhält man, da pPiP^P = ist, 
= pcp^ das heisst == x^ücp. Es ergiebt sich auf die Weise: 

(c) = x^(p = x^^q) = x^2^' 

Diese Gleichungen lassen sich (siehe Stereom. Mult. § 5 {hier S. 152}) 
umkehren, und man erhält: 

(d) = q)Wx = ^SR/^ = (p'^^X) 

wenn nämlich 9i', 9i/, Sftg' ^^^ durch TJmkehrung aus 9^, 9?-,^, Si^ ^^^^~ 
vorgehenden Faktorenreihen sind. 

Diese Gleichungen führen nun unmittelbar zu der gesuchten Kon- 
struktion. 

In der That, sei cp eine beliebige durch den Punkt a gelegte 
Ebene, und es seien die Ebenen cpW^ (f^i, g^9^2' konstruirt, so ist der 
Durchschnittspunkt dieser drei Ebenen oder, falls sie mehrere Punkte 
gemein haben, jeder den drei Ebenen gemeinschaftliche Punkt x ein 
Punkt der Oberfläche dritter Ordnung. In der That: ist x den drei 
Ebenen gemein, so genügt x den Gleichungen (d), also auch den um- 
gekehrten (c), und mithin liegen die Punkte ^7, 2h) Ih ^^^ 95 ^^^ heisst, 
wenn nicht p . p^ . p^ Null ist, so ist cp ^--2^1hp2' ^^^^ erhält also, da 
cp durch a geht, in allen Fällen: 

pp^p^a = 
das heisst 

xl^{x'^;){x%)a = Qi; 
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das heisst: x ist ein Punkt der Oberfläche. Jeder durch a gelegten 
Ebene entspricht also^ wenn g)5R' . ^91^^' . g^^tg' i^ic^t Null ist^ ein be- 
stimmter, lineal konstrnirbarer Punkt der Oberfläche, und wenn jenes 
Produkt Null wird, so entspricht der Ebene cp die Gesamtheit der in 
53 einer Geraden (der Durchschnittslinie der f drei Ebenen) liegenden 
Punkte, oder, falls die drei Ebenen zusammenfallen, entsprechen ihr die 
sämtlichen Punkte dieser Ebene, und jene Gerade oder diese Ebene 
liegen dann ganz in der Oberfläche. 

Umgekehrt giebt es zu jedem Punkte x der Oberfläche mindestens 
eine Ebene cp^ aus welcher er sich lineal konstruiren lässt. Denn ver- 
möge der Gleichung der Oberfläche pp^jp^a ^= lässt sich stets für 
jedes Xj was dieser Gleichung genügt, durch die Punkte p, p^j p^, a 
mindestens eine Ebene legen. Wird dieselbe mit cp bezeichnet, so sind 
P^7 Pi^j P'29^ gleich Null, also auch cp^'x^ (p^-^^x, cp^^X'i ^^^ heisst: 
der Punkt x wird aus der angenommenen Hülfsebene q) konstruirt. 

Hierdurch ist also die lineale Konstruirbarkeit der Oberfläche 
dritter Ordnung völlig dargethan. 

Man betrachte die Gleichung (2) 
(2) x^Ä{x % Ä^) {x%A,)a^ 0, 

und es sei 

( x^Ä^E^y x'^^A-^^'EEoj^j irSitg J,2 z:e «2 

(a) I und 

Dann verwandelt sich die Gleichung (2) in 

(b) ya = 0. 

Multiplicirt man die Kongruenz (a) auf beiden Seiten nach und nach 
mit W, w\j W2, so ergiebt sich: 

= bjy ■= W^y = '(^J^Vy clas heisst 



[0 = xMAy == x?l{^Ä^y= x'tR^Ä^y^ 
also auch umgekehrt: 

== yÄ^H'x = yÄ^'St^'x = yÄ^'^^'x, 

wo wiederum 9^', 9^^', Üig' ^^® 9^; S^i? ^^2 <^urch Umkehrung hervorgehen. 
Es sei also y ein beliebiger Punkt in der Ebene a, und die 
Ebenen yÄW, yA-^?R^\ yA^^R^' seien konstruirt, so ist jeder Punkt ^, 
Av elcher in diesen drei Ebenen liegt, ein Punkt der durch die Glei- 
chung (2) dargestellten Oberfläche. Umgekehrt: wenn x ein Punkt 
jener Oberfläche ist, so ist für ein solches x das Produkt G)co-^d3^a==0. 
Es haben also die vier Ebenen od, o)-^, oTg; c^ mindestens einen Punkt 
gemein. Derselbe sei y] dann sind Toy^ '^ly? ^^V gleich Null, also 
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auch yÄ^'Xj yÄ-^^^'x, yA2^2'x ^i^^ Null, das heisst x liegt in den 
drei Ebenen yÄ'St^ yÄ^?f{^\ yÄ^^^'. Also lässt sicli jeder Punkt x 
der Oberfiäclie aus einem Punkt y der Ebene a auf die angegebene 
Weise lineal konstruiren •, und umgekehrt liefert jeder in der Ebene oc 54 
liegende Punkt y mittels der angegebenen Konstruktion einen Punkt 
der Oberfläche. 

Es ist also die lineale Konstruirbarkeit aller durch stereometrische 
Gleichungen dritten Grades dargestellten Oberflächen nachgewiesen und 
die Konstruktion angegeben. 

§4. 

Projektivische Beziehung zwisclieii Ebenen und räumliclien 
Strahlenbiischeln. 

Bei den stereometrischen Gleichungen siveiten Grades liess sich 
alles auf die fortschreitende Multiplikation mit einer Reihe von Ge- 
raden zurückführen. Es traten daher nur punktirte Gerade und Ebenen- 
büschel erster Stufe, überhaupt nur Gebilde erster Stufe hervor. Bei 
der stereometrischen Gleichung dritten Grades tritt zum ersten Male 
der veränderliche Punkt mit einer Reihe von Punkten und Ebenen so 
in Verbindung, dass Gebilde zweiter Stufe sich ergeben. 

Verfolgt man fortschreitend das Produkt xaabß . , .^ so stellt xa 
einen räumlichen Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkt a dar, xaa 
eine punktirte Ebene, welche mit jenem Strahlenbüschel perspektivisch 
ist, xaah einen räumlichen Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkt i&, 
welcher mit dem ersten Strahlenbüschel perspektivisch, ist, indem die 
punktirte Ebene a ihren perspektivischen Durchschnitt darstellt; xaahß 
ist eine punktirte Ebene, welche mit der punktirten Ebene a perspek- 
tivisch und mit xa projektivisch ist. So wird man überhaupt je zwei 
dieser Gebilde (räumliche Strahlenbüschel und punktirte Ebenen) zu 
einander projektivisch nennen können, wenn man eins aus dem andern 
durch Multiplikation mit einer Reihe abwechselnder fester Punkte und 
Ebenen ableiten kann. Doch setzen wir stets voraus, dass keins der 
aufeinander folgenden festen Elemente mit einem Nachbarelemente 
vereinigt liegen darf (also der Punkt nicht in der vorhergehenden oder 
folgenden Ebene). Es leuchtet ein, dass diese Beziehung gegenseitig 
ist; so zum Beispiel, wenn aus xa das Gebilde xaahßc ^yc abgeleitet 
ist, so geht das ursprüngliche Gebilde durch die rückgängige Kombi- 
nation hervor, nämlich xaE^ycßhaa. Analytisch betrachtet beruht 
die Gegenseitigkeit auf dem Gesetze, dass ABTB £i AB ist, wenn die 
Stufenzahlen von F und B zusammen vier betragen und diese beiden 
Elemente nicht vereinigt liegen. Aus diesem Gesetze nämlich, welches 
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früher (Stereom. Mult. § 4 {hier S. 150}) nachgewiesen wurde ^ folgt 
sogleich durch wiederholte Anwendung: 

55 wenn die Stufenzahlen je zweier aufeinander folgender Faktoren 
Bj B^y ... B^^^ r zusammen vier betragen. Hierin liegt dann un- 
mittelbar die Gegenseitigkeit der Projektivität. 

Betrachtet man nun zwei projektivische punktirte Ebenen^ so ist 
klar^ dass dreien Punkten der einen Ebene ^ welche in gerader Linie 
liegen^ auch drei in gerader Linie liegende Punkte der andern ent- 
sprechen» Denn dreien in gerader Linie liegenden Punkten einer 
Ebene werden in dem perspektivischen Strahlenbüschel drei in einer 
und derselben Ebene liegende Strahlen entsprechen und diesen wiederum 
in der mit jedem Strahlenbüschel perspektivischen Ebene drei in ge- 
rader Linie liegende Punkte; und so fort. Es sind also die projekti- 
vischen Ebenen zugleich einander kollinear. Sind daher vier Punkte 
in der einen Ebene ^ von denen jedoch keine drei in gerader Linie 
liegen^ vier derselben Bedingung unterworfenen Punkten der andern 
entsprechend^ so ist dadurch nothwendig zu jedem fünften Punkte der 
einen Ebene der entsprechende der andern bestimmt. 

Der Beweis dafür, dass man auch in der That vier beliebige 
Punkte in einer Ebene (von denen jedoch keine drei in gerader Linie 
liegen) vier solchen in einer andern projektivisch entsprechend setzen 
kömiCj ergiebt sich aus der Lösung der Aufgabe: Vier beliebige Punkte 
einer Ebene a (von denen keine drei in gerader Linie liegen) aus vier 
beliebigen (derselben Bedingung unterworfenen) Punkten einer andern 
Ebene a^ durch Multiplikation mit einer Reihe abwechselnder fester 
Punkte und Ebenen abzuleiten. 

Es seien a^ h^ c^ d die vier Punkte in a und %, &^, q, d^ die 
in a^. Verbindet man zwei entsprechende Punkte a und a^ durch 
eine Gerade und nimmt in ihr einen beliebigen Punkt Iv^ an, der jedoch 
nicht mit a^ zusammenfällt, legt dann durch a eine beliebige Ebene a^^ 
die jedoch nicht mit a zusammenfällt, und multiplicirt die Punkte 
%7 \j hj ^1 fortschreitend mit \ und a^^ so erhält man vier Punkte 
^2, &2' ^2? '•^2? ^^^ denen a<^ mit a zusammenfällt. Jetzt ziehe man 
die Geraden al) und cd und nenne ihren Durchschnittspunkfc e, ziehe 
dann die entsprechenden Geraden a^lj^ und c^d^ und nenne ihren Durch- 
schnittspunkt e^. Da nun ah und a^\ sich in a schneiden, also in 
einer und derselben Ebene liegen, so werden auch die Geraden h\ 
und ee^ sich schneiden. Ihr Durchschnittspunkt sei /%. Jetzt lege 
man durch ah eine beliebige Ebene a^, welche jedoch nicht mit a 
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zusammenfällt^ und multipHcire die Punkte a^^ \, c^^ d^^ e^ fort- 
schreitend mit /% und a^, so erhält man fünf Punkte a^^ \^ a^^ d^^ e.^^ 
von denen drei in gerader Linie f liegende, nämlich a^^ b^^ e^, mit 56 
den entsprechenden Punkten a^ 1), e zusammenfallen und von denen 
auch die Punkte c^, c/g, e^ in gerader Linie liegen, weil die ent- 
sprechenden ^2, c?2, e^ in gerader Linie lagen. Nun ziehe man endlich, 
die Geraden cCg, dd^. Dieselben werden sich, da sich die Geraden cde 
und c^d^e^ in dem Punkte e ^e e^ schneiden, gleichfalls schneiden 
müssen; ihr Durchschnitt sei h^. Multiplicirt man nun die Punkte 
%; ^3; ^3; ^3 fortschreitend mit \ und a, so fallen die so hervor- 
gehenden vier Punkte mit a, &, c, d zusammen. Also ist 
a, &, c, dEE, (%, &i, q, d^) Jc^a^k^a^k^a, 
Es lässt sich sagen, dass nach dieser Formel die Punkte a, &, c, d 
aus %, Z>i, q, d^ durch dreimalige Projektion hervorgehen, indem die 
Punkte zuerst durch den Punkt \ auf die Ebene a^ projicirt sind, 
dann die so hervorgegangenen Projektionen durch den Punkt /% auf 
die Ebene a^^ und dass diese Projektionen schliesslich durch \ auf a 
projicirt sind. Dann ergeben sich aus der vorstehenden Auflösung 
und durch Reciprocität folgende Sätze: 

1. Vier beliebige Punkte einer Ebene, von denen keine drei in 
gerader Linie liegen, lassen sich aus beliebigen vier derselben Be- 
dingung unterworfenen Punkten einer andern Ebene durch dreimalige 
Projektion ableiten. 

2. Wenn insbesondere ein Punkt der einen Gruppe mit dem ent- 
sprechenden der andern zusammenfällt, so lassen sich die Punkte der 
einen Gruppe aus denen der andern durch 0^veimalige Projektion ableiten. 

3. Wenn endlich zwei der ersten vier Punkte mit zweien ent- 
sprechenden der andern zusammenfallen und die geraden Linien, welche 
die beiden übrig bleibenden Punkte jeder Gruppe verbinden, sich 
schneiden, so lassen sich die einen vier Punkte aus den andern durch 
einmcdige Projektion ableiten. 

4. Vier beliebige, durch einen Punkt gehende Ebenen, von denen 
keine drei dieselbe Kante gemein haben, lassen sich aus beliebigen 
vier, derselben Bedingung unterworfenen Ebenen durch dreimalige 
Projektion ableiten [wobei ich den Ausdruck Projektion auch auf die 
reciproke Ableitungs weise übertrage]. 

5. Wenn dabei ein Paar entsprechender Ebenen zusammenfällt, 
so lassen sich die einen aus den andern durch zweimalige Projektion 
ableiten. 

6. Wenn dabei zwei Paare entsprechender Ebenen zusammenfallen 
und die Durchschnittskanten, in welchen sich die beiden übrig bleibenden 
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Ebenen jeder Gruppe sclineiden^ in einem Punkte sich begegnen^ so 
lassen sich die einen vier Ebenen aus den andern durch einmalige Pro- 
jektion ableiten. 
57 7. In zwei Ebenen^ welche projektivisch sein sollen^ lassen sich 

beliebige vier Punkte der einen beliebigen vier Punkten der andern^ 
vorausgesetzt^ dass keine drei Punkte einer Gruppe in gerader Linie 
liegen^ entsprechend setzen. Dann aber ist zu jedem fünften Punkte 
der einen Ebene der entsprechende der andern bestimmt. Dasselbe 
gilt, wenn man statt der vier Punkte in beiden Ebenen vier Gerade 
setzt, von welchen keine drei durch denselben Punkt gehen. 

8. Bei zwei Punkten, welche die Mittelpunkte von projekti vischen 
räumlichen Strahlenbüscheln werden sollen, lassen sich beliebige vier 
durch den einen Punkt gehende Ebenen, von denen keine drei eine 
und dieselbe Kante gemein haben, beliebigen vier derselben Bedingung 
unterworfenen Ebenen, die durch den andern Punkt gehen, entsprechend 
setzen; dann aber ist zu jeder fünften Ebene des einen Büschels die 
entsprechende des andern bestimmt. Dasselbe gilt, wenn man statt 
der vier Ebenen durch jeden der beiden Punkte vier Strahlen setzt, 
von denen keine drei in einer und derselben Ebene liegen. 

9. Zwei projektivische punktirte Ebenen lassen sich stets durch 
dreimalige Projektion aus einander ableiten. Haben sie insbesondere 
einen selbstentsprechenden Punkt, so lassen sie sich durch zweimalige 
Projektion aus einander ableiten; und wenn in der Durchschnittslinie 
der beiden Ebenen drei selbstentsprechende Punkte liegen, durch ein- 
malige Projektion. 

10. Umgekehrt: Wenn sich zwei projektivische Ebenen aus ein- 
ander durch einmalige Projektion ableiten lassen, so ist in der Durch- 
schnittslinie beider Ebenen jeder Punkt ein selbstentsprechender. Wenn 
sie sich durch zweimalige Projektion ableiten lassen, so haben sie 
einen selbstentsprechenden Punkt (nämlich den Punkt, welchen die 
beiden Ebenen mit der Projektionsebene gemein haben). 

11. Zwei projektivische (räumliche} Strahlenbüschel lassen sich stets 
durch dreimalige Projektion aus einander ableiten. Haben sie insbesondere 
eine selbstentsprechende Ebene, so lassen sie sich durch zweimalige 
Projektion aus einander ableiten, und, wenn durch die Verbindungslinie 
der beiden Mittelpunkte drei selbstentsprechende Ebenen gehen, durch 
einmalige Projektion. 

12. Umgekehrt: Wenn sich zwei projektivische {räumliche} Strahlen- 
büschel aus einander durch einmalige Projektion ableiten lassen, so ist 
jede durch die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte gehende Ebene eine 
selbstentsprechende. Wenn sie sich durch zweimalige Projektion aus 
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einander ableiten lassen^ so haben sie eine selbstentsprecliende Ebene 
(nämlich die Ebene ^ welche durch die beiden Mittelpunkte und den 
Projektionspunkt geht). 

Koch ergehen sich leicht die folgenden Sätze ^ welche zur Ver- 58 
anschaulichung der projektivischen Beziehungen nothwendig sind. 

13. In je zwei projektivischen Ebenen {a und a^ giebt es min- 
destens ein Paar entsprechender Geraden^ welche sich schneiden. (Es 
giebt deren im allgemeinen mehrere; und zwar bilden in jeder Ebene 
die Geraden^ die von den entsprechenden Geraden getroffen werden^ die 
Tangenten eines Kegelschnitts.) 

Beweis: Denn es lassen sich beide nach dem. Satze Nr. 9 durch 
dreimalige Projektion aus einander ableiten. Legt man nun durch die 
drei Projektionspunkte eine Ebene a^, welche die Ebenen a und a^ 
beziehlich in A und A.^ schneidet, so sind A und A-^ entsprechende 
Geraden. Denn, die fortschreitenden Projektionen der Geraden A^ 
bleiben stets in der Ebene a^-, also liegt auch die der Geraden A^ ent- 
sprechende in dieser Ebene^ mithin im Durchschnitt von a^^ und a^ das 
heisst^ ist identisch mit A. 

14. Wenn sich zwei projektivische Ebenen (a und a^ durch f^.wei- 
malige Projektion aus einander ableiten lassen, so giebt es eine Gerade 
von der Art, dass alle durch sie gelegte Ebenen die beiden Ebenen 
a und c^j in entsprechenden Geraden schneiden-, und zwar ist jene 
Gerade die Verbindungslinie der beiden Projektionspunkte. 

15. Wenn sich zwei projektivische Ebenen durch einmalige Pro- 
jektion aus einander ableiten lassen, so schneiden sich je zwei ent- 
sprechende Geraden beider Ebenen-, und die Ebenen, welche zwei ent- 
sprechende Geraden verbinden, gehen alle durch denselben Punkt, 
nämlich durch den Projektionspunkt. 

Und ebenso reciprok: 

16. Je zwei projektivische {räumliche} Strahlenbüschel haben 
mindestens ein Paar entsprechender Strahlen, welche sich schneiden. 

17. Wenn sich zwei projektivische (räumliche) Strahlenbüschel 
durch zweimalige Projektion aus einander ableiten lassen, so giebt es 
eine Gerade, deren sämtliche Punkte Vereinigungspunkte entsprechender 
Strahlen sind-, und zwar ist diese Gerade die Durchschnittslinie der 
beiden Projektionsebenen. 

18. Wenn sich zwei projektivische {räumliche} Strahlenbüschel 
durch einmalige Projektion aus einander ableiten lassen, so begegnen 
sich je zwei entsprechende Strahlen in der Projektionsebene. 

Die aufgestellten Beziehungen werden für die projektivische Deu- 
tung der Gleichungen dritten Grades genügen. Da diese Beziehungen, 
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SO viel ich weiss , bisher nirgends im Zusammenhange dargestellt 
sind^ so glaubte ich^ der Deutlichkeit wegen^ sie hier zusammenstellen 
zu müssen. 

59 § 5. 

Die Oberfläclie dritter Ordnung als Durehsclinitt dreier 
projektiviseher Büschel. 

Nimmt man an^ dass x in der Gleichung dritten Grades stets mit 
einer Reihe abwechselnder fester Punkte und Ebenen multiplicirt sei^ 
so erhält man eine Gleichung von der Form 

(1) x'^{xlSi^{xlSi^a = {), 

wo 9fl^ ^^^ Sig Reihen abwechselnder fester Punkte und Ebenen sind. 
Wir haben gezeigt ;, dass jeder Punkt x^ welcher dieser Gleichung 
genügt^ sich mittels einer durch den Punkt a gelegten Hülfsebene 9 
als Durchschnitt der drei Ebenen ^St'^ 9^9^i'; ^^^^ konstruiren lässt^ 
indem nämlich W ^ ^ft^'; ^^ durch Umkehrung der Reihen 9R^ Sft^; 9^2 
hervorgehen. Ferner wurde gezeigt, dass, wie auch die Hülfsebene ^ 
durch den Punkt a gelegt werden mag, stets der Durchnittspunkt jener 
drei Ebenen oder allgemeiner jeder den drei Ebenen gemeinsame Punkt 
(der Gleichung} (1) genügt. Nun stellt die Gesamtheit der durch den 
Punkt a gehenden Ebenen g? einen Ebenenbüschel zweiter Stufe {dar}, 
und ihre Durchschnittslinien stellen einen räumlichen Strahlenbüschel 
dar. Aus diesem Ebenenbüschel geht das System der Ebenen g)9t' 
durch fortschreitende Multiplikation mit einer Reihe abwechselnder 
fester Ebenen und Punkte, also durch fortschreitende Projektion hervor. 
Das hervorgehende Gebilde ist ein Ebenenbüschel zweiter Stufe, aus 
welchem also (nach dem vorhergehenden Paragraph) der ursprüngliche 
Ebenenbüschel wiederum durch Projektion abgeleitet werden kann. 
Die Beziehung ist also eine gegenseitige, das heisst : beide Büschel sind 
zu einander projektivisch. Demnach sind die drei Ebenenbüschel g)$R', 
9^1'; 9^2' ^^^ Ebenenbüschel g)a projektivisch, also auch unterein- 
ander, und wir haben folgenden Satz: 

Der Durchschnitt dreier projeldivischer Ebenenbüschel ^loeiter Stufe 
ist eine Oh er flächte dritter Ordnung. 

Oder, anders ausgedrückt: 

Die gesamten DiirchschnittspimMe je dreier entsprechender Ebenen dreier 
projeldivischer Strahlenbüschel bilden eine Oberfläche dritter Ordnung. 

Sucht man, umgekehrt, wenn drei projektivische Ebenenbüschel 
zweiter Stufe gegeben sind, die möglichst einfache Gleichung ihres 
Durchschnitts, so kann man auf den Satz zurückgehen, dass zwei 
solche Büschel sich stets durch dreimalige Projektion aus einander 
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ableiten lassen. Es seien a, a^, a^ die f Mittelpunkte der drei Ebenen- 60 
büschel und (p, (p^, cp^ entsprechende Ebenen derselben. Da sich nun 
aus einem Ebenenbüschel (9)) jeder damit projektivische Büschel ((p-^, (p^) 
durch dreimalige Projektion , also durch fortschreitende Multiplikation 
mit drei Paaren von Ebenen und Punkten ableiten lässt^ so folgt^ dass 
sich cp-^ und cp^ in den folgenden Formen ausdrücken lassen: 

(p^ zEi: cpycßhaa^y g^g ^ ^ ^1 <^i i^i ^1 % <^2 • 
Also wenn x der Durchschnitt der drei entsprechenden Ebenen cp^ cp^, (p^ 
ist^ so ist 

X ^ 9)(Pi(P2 ^ (picpycßhaa^) {(pyiC^ßi^cciCi^)» 

Ist X der Durchschnitt der drei Ebenen (p, (p^^ (p^ oder allgemeiner 
(auch wenn die drei Ebenen eine Kante gemein haben oder zusammen- 
fallen) ein Punkt^ der in allen dreien zugleich liegt^ so hat man: 

= (pXj = (p^x == cpycßhaa^x^ = cp^x == cpy^c^ß^\a^a^x 
oder umgekehrt: 

X(p==0^ xa-i^ahßcyq) = Oy ^ö^2%fei^i<^i^i9> = 0, 
also, da die drei Punkte x, xa^ahßcy, 0[)a2a^\ßiC^yi in (p liegen: 

(p ^ xixa-^ahßcy) {oca^a~^\ß^c^y^). 
Die Ebene cp geht aber durch a, also hat man 

= g}a = x{xa^a'bßcy) {xa^a^\ß^c^y^ a. 

Dies ist die gesuchte Gleichung, durch welche der Durchschnitt dreier 
projektivischer Ebenenbüschel dargestellt ist. 

Wenn insbesondere zwei der projekti vischen Ebenenbüschel durch 
zweimalige Projektion aus einander sich ableiten lassen, das heisst, 
wenn sie eine selbstentsprechende Ebene haben, so reducirt sich nach 
der soeben gegebenen Entwickelung die Gleichung auf die Form 
= xixa^ahß) (oca^a^iißiC-^yi) a. 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass die Durchschnittslinie der 
Ebenen a und ß auf der durch die Gleichung dargestellten Oberfläche 
dritter Ordnung liegt. In der That, ist x irgend ein Punkt dieser 
Durchschnittslinie, das heisst, liegt r:c in a und in /3, so ist xa^a^x^ 
also xa^ahß-jixhß^x. Mithin geben die beiden ersten Faktoren 
obiger Gleichung denselben Punkt x^ folglich ist ihr Produkt gleich 
Null, also auch das ganze Produkt. Somit ist Xy also jeder Punkt 
von aß, ein Punkt der Oberfläche, das heisst: die Gerade aß f liegt 61 
selbst auf der Oberfläche. Die Ebenen a und ß sind nun diejenigen 
Ebenen, mittels deren die beiden ersten Ebenenbüschel {cp und (p^) 
aus einander durch Projektion abgeleitet werden konnten. Die Durch- 
Grass mann, Werke. II. 13 
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Schnittslinie dieser beiden Ebenen liat nach dem Satze Nr. 17 (im 
vorigen Paragraph) die Eigenschaft ^ dass in jedem Punkte derselben 
zwei entsprechende Strahlen der beiden Büschel sich begegnen^ weshalb 
sie die KolUneationsaxe dieser Büschel genannt werden kann. 

Haben insbesondere je zwei der drei projektiyischen Büschel^ 
welche die Oberfläche erzeugen^ eine selbstentsprechende Ebene^ so ist 
klar, dass die drei KoUineationsaxen, die zu je zweien jener Büschel 
gehören, in der Oberfläche liegen. Fallen endlich diese drei selbst- 
entsprechenden Ebenen zusammen, das heisst, fallen in der Ebene (J, 
welche die drei Mittelpunkte der Büschel verbindet, drei entsprechende 
Ebenen zusammen, so liegt jeder Punkt jener Ebene ö in drei ent- 
sprechenden Ebenen und ist also ein Punkt der Durchschnittsfläche; 
das heisst: die Durchschnittsfläche zerfällt in die Ebene ö und in eine 
Fläche zweiter Ordnung. In dieser Fläche zweiter Ordnung müssen 
aber die drei KoUineationsaxen liegen, folglich ist die dadurch erzeugte 
Fläche zweiter Ordnung gleichfalls eine geradlinige. 

Für die drei KoUineationsaxen ergiebt sich leicht, dass, wenn zwei 
derselben in einem Punkt zusammentreffen, auch die dritte durch diesen 
Punkt gehen muss. Denn treffen zwei KoUineationsaxen, zum Beispiel 
die zwischen dem ersten und zweiten und die zwischen dem zweiten 
und dritten Büschel, in einem Punkte zusammen, so begegnen sich in 
diesem Punkte drei entsprechende Strahlen jener drei Büschel, also 
auch zwei entsprechende Strahlen des ersten und dritten Büschels; das 
heisst: die KolUneationsaxe zwischen dem ersten und dritten Büschel 
muss gleichfalls durch diesen Punkt gehen. Hieraus nun folgt, dass 
die KoUineationsaxen entweder durch einen und denselben Punkt gehen 
oder sich überhaupt nicht treffen. Im ersteren Falle ist die durch sie 
gelegte Fläche zweiter Ordnung ein Kegel ^ im zweiten ein einfaches 
Hyperioloid oder, wenn die drei KoUineationsaxen mit einer und der- 
selben Ebene parallel sind, ein hyperbolisches Paraboloid. 

In beiden Fällen wird die Fläche zweiter Ordnung durch jene drei 
Axen bestimmt. Sind A^ _B, C die drei Axen und wird angenommen, 
sie treffen nicht in demselben Punkte zusammen, so ist die Gleichung 
des gesamten Durchschnitts der drei Büschel: 

xd . xABGx = 0, 
und in Worten ausgedrückt: 
62 Wenn in der Verhindimgsebene der Mittelpiinkte dreier projeldivischer 

Büschel drei entsprechende Ebenen msammenfallen, so verfällt die Durch- 
Schnittsfläche der drei Büschel in jene Verbindung sebene und in eine 
durch die drei KoUineationsaxen gehende Fläche siveiter Ordnung. 

Wir stellen nun noch die Aufgabe: „Die Oberfläche dritter Ordnung, 
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welche durch, drei gegebene Punkte und durch vier gegebene gerade 
Linien geht, als Durchschnitt dreier projektivischer Büschel zu kon- 
struiren/^ 

Die Bedingung, dass eine Oberfläche durch eine gerade Linie gehen 
(das heisst: diese ganz in jener liegen) soll, ist identisch mit der Be- 
dingung, dass vier in gerader Linie liegende Punkte auf der Oberfläche 
liegen sollen. Die Bedingung also, dass sie durch vier gerade Linien 
gehen soll, drückt aus, dass sie sechzehn Punkte enthalten soll, die zu 
je vieren auf vier geraden Linien liegen. Diese sechszehn Punkte, mit 
den drei ursprünglich gegebenen, liefern eine Anzahl von neunzehn 
Punkten, welche zur Bestimmung einer Oberfläche dritter Ordnung im 
allgemeinen ausreichen. Es wird also die Oberfläche durch jene drei 
Punkte und vier Gerade im allgemeinen bestimmt werden. Es seien 
a, a-^, a^ die drei Punkte, Ä, B, Gy D die vier Geraden. Durch jene 
drei Punkte und diese vier Geraden lege man die zwölf Ebenen, so 
bilden diese drei Büschel mit den Mittelpunkten a, %, a^, indem jeder 
Büschel vier Ebenen enthält. 

Wir nehmen an, dass die gegebenen sieben Elemente nicht eine 
solche besondere Lage haben, dass sich durch irgend einen der drei 
Punkte eine Gerade ziehen lasse, welche drei der gegebenen Geraden 
schnitte. Dies angenommen, folgt, dass von den vier Ebenen eines 
jeden Büschels keine drei sich in einer und derselben geraden Linie 
schneiden, weil sonst diese gerade Linie, gegen die Annahme, durch 
den Mittelpunkt dieses Büschels gehen und die drei Geraden, durch 
welche die drei Ebenen gelegt wären, schneiden würde. Man kann 
daher (nach § 4, Nr. 8) die drei Büschel zu einander projektivisch 
setzen, wobei sich die entsprechenden Ebenen beliebig wählen lassen. 
Wir setzen aA^ %^? ^2-^ einander entsprechend; und so überhaupt 
diejenigen jener zwölf Ebenen, welche jedesmal in einer der vier Ge- 
raden Äj By Cy D zusammentreffen. Die Durchschnittsfläche dieser 
drei Ebenenbüschel wird dann durch eine Gleichung von der Form 

ausgedrückt, wo die Reihen 9t^, Sig beziehlich mit a^ und a^ beginnen. 
Diese Gleichung lässt sich, da die vier Faktoren Punkte sind, auch 

schreiben. Es ist {noch} zu zeigen, dass die durch sie dargestellte 63 
Durchschnittsfläche die sieben gegebenen Elemente enthält. 

Ist zuerst x^^^ a, so wird ^a = 0; ist x e_= % oder a^^ so wird 
x^^ oder ^g^^ == 0, also wird in allen drei Fällen der Gleichimg ge- 
nügt, das heisst, die Fläche enthält die Punkte a, %, ct<^. Ferner, in 

13* 
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der Geraden Ä, da sie in drei entsprechenden Ebenen liegt ^ ist jeder 
Punkt dreien entsprechenden Ebenen gemein^ also ein Punkt der Durch- 
schnittsfläclie^ folglich geht diese auch durch die Gerade Ä und ebenso 
durch B^ C, D. Mithin ist die Aufgabe vollständig gelöset. 

§ 6. 
Deutung jeder stereometrisclien G-leichung dritten Grades durch 

Projekt! vit'at. 

In dem vorhergehenden Paragraph wurde nur die Gleichungsform 
(1) und von ihr wiederum nur der Fall betrachtet^ wo die in der 
Gleichung vorkommenden Reihen (91, ^^j Sftg) von Paktoren aus ab- 
wechselnden Punkten und Ebenen bestehen. Es bleiben also noch die 
Fälle zu berücksichtigen, wo eine oder mehrere der Reihen nur aus 
Geraden bestehen. In der zweiten Gleichungsform bestehen, wie wir 
oben sahen, alle drei Reihen aus Geraden. Die Gleichung (1) war: 
(1) xm(x%)(x%)a = 0. 

Es wurde gezeigt, dass sich jeder Punkt x^ der dieser Gleichung 
genügt, als Durchschnitt dreier Ebenen ansehen lässt; mittels eines 
durch a gelegten Ebenenbüschels zweiter Stufe. Wenn nämlich q) eine 
beliebige Ebene dieses Büschels ist und iR', 9i^', ^^' die durch Umkehr 
aus 9i, 9^3^, 9^2 hervorgehenden Reihen sind, so genügt der Durchschnitt 
der drei Ebenen g)9t', 9 9t/, 9 9^2' ^^^ obigen Gleichung, und die Ge- 
samtheit dieser Durchschnitte bildet die durch die Gleichung (1) dar- 
gestellte Oberfläche. Die Ebene ^9^' geht nun aus q) durch fort- 
schreitende Projektion hervor, und die ganze Schaar der Ebenen g)9t' 
bildet einen Ebenenbüschel", und zwar entweder einen Ebenenbüschel 
zweiter Stufe oder erster Stufe, je nachdem 9t' aus einer Reihe ab- 
wechselnder Ebenen und Punkte oder aus einer Reihe von Geraden 
besteht. Im ersten Falle ist der letzte Punkt jener Reihe 9t' der 
Mittelpunkt des Ebenenbüschels zweiter Stufe; im zweiten Falle ist 
die letzte Gerade jener Reihe 9t' die Axe des Ebenenbüschels erster 
Stufe. In beiden Fällen ist der Ebenenbüschel g)9t' durch Projektion 
aus dem Ebenenbüschel zweiter Stufe (p abgeleitet. Im ersten Falle 
64 liess sich rückwärts aus dem letzteren Büschel 9 f wieder der erste 
durch Projektion ableiten. Im zweiten Falle ist dies nicht möglich, 
da man durch fortschreitende Projektion eines Ebenenbüschels erster 
Stufe immer nur höchstens zu Gebilden erster Stufe gelangen kann. 
Die Projektivität ist also in diesem Falle nicht gegenseitig. Dasselbe 
gilt nun von den Ebenenbüscheln cp^^', cp'^^. 

Nach diesen Vorbemerkungen lassen sich die vier aus der Formel (1) 
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fliessenden Sätze der Projektivität unmittelbar aussprechen^ wobei wir^ 
der Vollständigkeit wegen, aucb nocb den früher entwickelten Satz 
hinzufügen : 

1. Der Durchschnitt dreier einander projektivischer Ebenenbüschel 
zweiter Stufe ist eine Oberfläche dritter Ordnung. 

2. Der Durchschnitt zweier Ebenenbüschel zweiter Stufe und eines 
Ebenenbüschels erster Stufe^ von denen die ersten beiden untereinander 
projektivisch sind^ der letzte aber aus ihnen durch Projektion ableitbar 
istj bildet eine Oberfläche dritter Ordnung. 

3. Der Durchschnitt eines Ebenenbüschels zweiter Stufe und 
zweier aus ihm durch Projektivität ableitbarer Ebenenbüschel erster 
Stufe ist eine Oberfläche dritter Ordnung. 

4. Der Durchschnitt dreier aus einem Ebenenbüschel zweiter Stufe 
durch Projektion ableitbarer Ebenenbüschel erster Stufe ist eine Ober- 
fläche dritter Ordnung. 

Hierzu füge ich sogleich den aus der Formel (2) {S. 182} ableitbaren 
Satz^ welcher sich aus ihr genau auf die entsprechende Weise ergiebt. 

5. Der Durchschnitt dreier aus einer punktirten Ebene durch Pro- 
jektion ableitbarer Ebenenbüschel erster Stufe ist eine Oberfläche dritter 
Ordnung. 

Endlich lassen sich alle diese Fälle in dem folgenden Satze zu- 
sammenfassen : 

6. Der Durchschnitt dreier aus einem Gebilde zweiter Stufe durch 
Projektion ableitbarer Ebenenbüschel ist eine Oberfläche dritter Ordnung. 

Zu der speciellen Diskussion der Sätze Nr. 2 bis 5 würde eine 
Entwickelung der projekti vischen Beziehungen zwischen Gebilden zweiter 
und erster Stufe und zwischen Gebilden erster Stufe^ die aus demselben 
Gebilde zweiter Stufe entspringen^ nothwendig sein. Diese Beziehungen 
sind indessen von so eigenthümlicher Art^ dass ihre auch nur noth- 
dürftige Entwickelung einen bedeutenden Umfang haben würde. Nur 
beispielsweise will ich hier eine der einfacheren Beziehungen ohne Be- 
weis aufstellen: 

^,Aus einem beliebigen Verein von fünf verschiedenen Punkten 65 
(a, i^ Cj d, e) einer Ebene (a)^ von denen jedoch keine vier in gerader 
Linie liegen^ lässt sich ein beliebiger Verein von fünf verschiedenen 
Punkten (a^, b^, q^ d^, ef) einer Geraden A^ durch fortschreitende 
Projektion ableiten-, vorausgesetzt jedoch^ dass keine vier Punkte des 
letzten Vereins mit den vier Strahlen projektivisch sind, welche von 
den vier entsprechenden Pimkten des ersten Vereins nach dem fünften 
Punkte desselben gezogen werden. Alsdann ist zu jedem sechsten 
Punkt der Ebene der entsprechende Punkt der Geraden bestimmt. 
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Wenn hingegen vier Pnnkte der Geraden (znm Beispiel a^, h^, c^^ d~^) 
mit den vier Strahlen (ae, he^ ce^ de) projektivisch sind^ welche von 
den entsprechenden Punkten (et, i, c, d) nach dem fünften Punkt (e) 
der Ebene gezogen sind, so hängt die projektivische Beziehung zwischen 
jener Geraden und dieser Ebene von dem durch fünf Punkte (a, b, c, d, e) 
der Ebene gelegten Kegelschnitt in folgender Weise ab: Ist der von 
irgend einem sechsten Punkt (^) des Kegelschnitts nach den fünf 
Punkten (a, h, c, d, e) gezogene Strahlenbüschel zu der gegebenen 
Geraden nicht projektivisch , so kann dieselbe aus jener Ebene nicht 
durch Projektion abgeleitet werden- findet dagegen jene Projektivität 
statt, so ist die projektivische Beziehung zwischen der Ebene und der 
Geraden sticht bestimmt, sondern man kann dann zu jedem beliebigen 
sechsten Punkt (/') der Ebene, der jedoch nicht in dem Kegelschnitt 
liegt, den entsprechenden Punkt f\ der Geraden noch willkürlich an- 
nehmen, sodass noch immer die Gerade aus der Ebene durch fort- 
schreitende Projektion erfolgt." 

Dieser Satz entspricht dem bekannten Satze, „dass man in zwei 
Geraden drei Paare von Punkten beliebig annehmen und dann die 
Geraden projektivisch setzen kann, so dass jene Punktenpaare ent- 
sprechende Elementenpaare werden". Und schon aus diesem Satze, 
welcher für die gegenseitige Beziehung dreier aus einem Gebilde zweiter 
Stufe ableitbaren Gebilde erster Stufe noch bei weitem zusammen- 
gesetzter sich gestaltet, sieht man, dass zu der weitern Behandlung des 
hier berührten Gegenstandes ein umfangreicherer Apparat nöthig ist; 
weshalb ich diesen Gegenstand für eine andere Gelegenheit vorbehalte. 

Stettin, im Juli 1852. 
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Sur les differents genres de multiplication. las 

Par 

Grrassmami^ 

prof. des mathem, au College de Stettin. 



Grelles Journal Bd. 49, Heft 2, S. 123—141 (1855). 



M. Cauchy a communique ä rAcademie des Sciences^ le 10^ 
17 et 24 janvier de Tannee passee^ les principes d'un calcul fonde sur 
des quantites qu'il nomine defs algebriques. (Voyez Comptes rendus 
XXXVI, {1853}, pages 70, 129, 161. Oeuvres completes, L Serie, 
Bd. XI, Nr. 514, Bd. XII, Nr. 516, 517.) II a fait yoir qu'a l'aide de 
ce calcul, on peut resoudre ayec uue graude facilite des questions 
d'analyse et de mecanique, dans lesquelles rapplication des methodes 
ordinaires entrainerait de loiigs et penibles calculs. Ce n'est que 
depuis quelques semaines que j'ai pu obtenir connaissance de ces com- 
naunications ', mais au premier coup d'oeil je reconnus que les principes 
qui y sont etablis, et les resultats qui en ont ete tires, etaient absolu- 
ment les memes que ceux, que j'ayais publies dejä en 1844 (dans un 
ouvrage intitule ^^ Ausdehnung slehre oder Wissenschaft der extensiven 
Grösse/^ Leipzig 1844) et dont j'avais donne en nieme temps des 
applications nombreuses ä l'analyse algebrique, ä la geometrie, a la 
mecanique et ä d'autres branctes de la pbysique. Depuis la publication 
de cet ouvrage, je suis parvenu ä simplifier et ä generaliser les prin- 
cipes du calcul qui y est expose, mais je m'etais propose d'en retarder 
la publication jusqu'au temps ou j'aurais le loisir de remanier tout 
l'ouvrage. Cependant, en raison des articles cites, je me trouve force 
de publier ici quelques-uns des resultats obtenus, conime je vois que, 
dans ses clefs algebriques^ M. Caucliy a trouve en quelque sorte les 
clefs, non seulement pour entrer dans la tbeorie que j'ai publiee 
jusqu'ä present, mais encore pour ouvrir la porte a plusieurs resultats 
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non encore publies. Ce qui en parait le plus important, c'est le 
developpement des divers genres de multiplication, dont je me propose 
de donner ici un aper9u. 

H arifhmetiqiie ne connait qu'un seul genre de multiplication, dont 
la propriete est que Ton puisse intervertir Tordre des facteurs, et reunir 
en un produit particulier autant de facteurs que Ton voudra, sans que 
la valeur du produit total en soit alteree- et qui de plus ne s'evanouit 
pas, ä moins que Tun de ses facteurs ne devienne egal ä zero. C'est 
surtout dans la theorie des quantites dans Tespace, que j'ai nommees 
l'ii extensives , et traitees dans f Touvrage cite, que se presentent des 
genres de multiplication entierement difierentes de celle de Tanalyse 
ordinaire, dont l'application neanmoins s'etend, ä peu pres, ä toutes 
les branclies des matbematiques et de la pbysique. 

§ 1- 

Systeme d'iinites relatives. 

Pour fixer l'idee generale de la multiplication dont il s'agit, je 
commencerai par etablir les prmcipes sur lesquels il parait convenable 
de s'appuyer. 

Je dis que deux ou plusieurs quantites A^ B^ C, . . . ont entr'elles 
une relation algehriqiie, quand Fune ou l'autre d'entre elles est egale ä 
un polynome dont les termes sont proportionnels aux autres, en sorte 
que Ton ait, par exemple, 

OU ßj y^ . . . designent de simples nombres, soit rationnels ou irration- 
nels, soit reels ou imaginaires, soit egaux ä zero ou non. Pour en 
donner une idee palpable, concevons que les lettres Ä^ B designent 
des objets differents quelconques, par exemple, differentes especes de 
plantes. Alors il est evident que la chose representee par la lettre Ä 
ne saurait etre regardee comme le produit de la chose JB par aucun 
facteur algebrique; ou, pour en choisir un exemple qui soit plus con- 
forme aux matbematiques, supposons que ^ et jB designent des lignes 
donnees en grandeur et en direction, et supposons que le produit 
d'une ligne par un facteur algebrique reel, represente une ligne de la 
meme direction, mais dont la grandeur est ä celle de la ligne donnee 
comme le facteur algebrique est a rimite-, supposons de plus que le 
produit d'une ligne reelle par un facteur imaginaire, soit une ligne 
imaginaire. Alors la ligne A ne pourra evidemment resulter d'une 
multiplication de la ligne JB par un facteur algebrique, a moins que 



Hosted by 



Google 



§ i. Systeme d'unites relatives. 201 

les lignes ne soient paralleles entre elles. D'oü il resnlte que les 
lignes Ä ei B n'ont aucune relation algebrique entre elles. 

Considerons maintenant n quantites a, h^ c^ . . , qui n'ont aucune 
relation algebrique entre elles: alors il est evident que Ton peut en 
deduire une infinite de quantites, en multipliant chacune d'elles par un 
facteur algebrique, et en ajoutant les produits ainsi obtenus. Nous 
appellerons unite relative toute quantite que Ton se propose d'employer^ 
pour en deduire d'autres quantites au moyen d'une multiplication par 
des facteurs algebriques^ tandis que nous reserverons ä l'unite des 
nombres le nom dÜunite absolue. De meme nous appellerons Systeme 
d'unites relatives tout assemblage de plusieurs quantites ^ non liees 
entre elles par des relations algebriques^ mais destinees pour en deriver 
par voie de multiplication et d'addition, toutes les quantites que f Ton i2o 
veut considerer. Enfin, nous designerons les quantites ainsi obtenues 
par le nom de quantites extensives, en sorte que^ par exemple le 

polynome 

aa -\- ßh -\- yc -\- • ' ' ^ 

oü a, ß, y, . , . designent de simples nombres, et a,l),e,... un Systeme 
d'unites relatives, devra etre regarde comme une quantite extensive; et 
nous dirons qu'elle est composee des unites a, h, c, . . , au moyen des 
coefficients a, ß, y, . . . (Dans mon ouvrage cite, j'ai designe les unites 
relatives par le nom ,,Gnmdänderungen'\ et un Systeme d'unites rela- 
tives par le nom de ,,von einander unabhängige Gnmdänderungen'' [voir 
§ 16 {diese Ausgabe I, 1, S. 51}]: denominations qui resultent du point 
de vue particulier, sous lequel les quantites extensives y sont envisagees.) 
II ne serait pas convenable d'employer l'epitliete compose pour 
designer les quantites extensives elles-memes, parcequ'il arrive sou- 
vent que les quantites extensives sont des quantites aussi simples 
que les unites dont elles resultent. Par exemple, la diagonale d'un 
Parallelogramme peut etre regardee comme la somme des cotes qui 
partent du meme point, pourvu que l'on tienne compte de leur 
direction, aussi bien que de leur grandeur. Donc, si l'on regarde 
ces cotes comme des unites relatives, il est clair que la diagonale 
est composee de ces unites, sans qu'elle cesse pour celä d'etre une 
simple ligne. Nous remarquons ä cette occasion que l'on peut 
regarder trois lignes, ou quatre points quelconques dans l'espace, 
comme un Systeme d'unites relatives, et qu'on peut en composer toutes 
les lignes ou tous le points de l'espace, ä moins que les lignes ne 
soient paralleles ä un meme plan et que les points ne soient situes 
dans un meme plan. (Voyez sur ce sujet mon ouvrage precedemment 
cite, oü je suis entre dans des details; et en suivant, quant aux points, 
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les principes etablis par M. Moebius dans son calcul barycentrique. 
Quant ä la somme des lignes donnees en grandeur et direction^ il est 
remarqiiable que plnsieurs geometres ont con^u cette idee presque en 
meme temps et independamment les unes des autres.) 

§ 2. 
Multiplication des quantites extensives. 

Considerons maintenant la multiplication des quantites extensives. 
La multiplication en general est caracterisee par la propriete^ que Ton 
peut multiplierj chacun par chacun, les termes^ dont les facteurs sont 
composes^ ou sont censes composes, sans que la valeur du produit 
total en soit alteree. II faut cependant en general tenir compte de 
Tordre, dans lequel les multiplications sont eflfectuees successivement; 
en Sorte que les termes^ qui entrent dans cbaque produit, y soient 
I26ranges dans le meme ordre, dans lequel les facteurs qui les f renfer- 
maientj etaient ranges dans le produit donne. II est facile de voir 
que l'on pourrait deduire de cette idee generale toutes les lois de la 
multiplication des nombres, sans y ajouter aucune autre condition que 
Celle que 1 . 1 soit egal ä 1: condition qui servira ä definir l'unite 
absolue. II resulte aussi de l'idee generale^ qu'ayant ä multiplier des 
quantites quelconques, affectees chacune d'un facteur algebrique, il sera 
permis de multiplier le produit de ces quantites par le produit des 
facteurs algebriques^ ä moins que Ton n'intervertisse l'ordre des facteurs 
dans le premier des produits. II sera maintenant facile de definir 
precisement la multiplication des quantites extensives. 

Definition. Multiplier des quantites extensives ^ e'est nudtiplier 
dahord dans le meme ordre, chacune par chacime^ les unites dont les 
diverses quantites extensives sont composees: multiplier ensuite ces produits 
chacun par le produit des coefficients dont les unites qui y entrent etaient 
affectees, et ajouter finalement par voie d'addition les produits ainsi obtenus. 
En d'autres termes: 

On multipliera les quantites extensives en suivant les regles de la 
multiplication algebrique, en ayant seulement soin que Vordre des facteurs 
ne soit point altere. Par exemple, le produit des quantites extensives 
aa -\- ßh et ya -\- ^6, a, ß, y, d designant des nomhres, a et i des 
unites relatives, sera: 

{aa -j- ßh) (ya -{- öh) = ay . aa -{- ad . ai ~{- ßy .ha -\- ßd . hh. 

II n'y aura donc qu'a definir les produits des unites relatives. On 
con^oit que^ si Ton n'admet aucune relation entre ces produits, il 
faudra regarder ces produits comme de nouvelles unites relatives, que 
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Ton pourrait appeller unites d'un degre superieur^ par exemple du 
^-ieme degre, n etant le nombre des facteurs. Mais rien n'empeche de 
supposer des relations algebriqnes arbitrairement cboisies^ qui lient 
entre eux les produits des unites. Quelles que soient d'ailleurs ces 
relations, on pourra toujours en representer cbacune par une equation, 
en egalant ä zero la somme des ces produits, multiplies cliacun par 
un facteur algebrique. Soient, pour fixer les idees, 

a, ß, y, .. . 
des nombres quelconques, et 

A,-B,C,... 

les produits des unites relatives: alors toute relation entre ces produits 
pourra f etre representee par une equation de la forme 127 

equation qu'on peut appeler equation de condition par rapport ä la 
multiplication dont il s'agit. Etant donne le Systeme de toutes les 
equations de condition relatives a une multiplication particuliere, 
celle-ci en sera determinee precisement*, et il est evident qu'ä Faide 
de ces equations, on pourra eliminer autant des produits Ä, B, (7, . . . 
qu'il y en a d'equations. Ces eliminations etant effectuees, le reste des 
produits -4, jB, C, . . . formera un Systeme d'unites relatives, qui ser- 
viront ä en composer toutes les quantites fournies par la multiplication 
dont il s'agit. 

Voilä ridee la plus generale qu'on puisse concevoir de la multi- 
plication de quantites quelconques. C'est cette idee qui a servi de 
base aux developpements dans mon ouvrage cite (voyez „Äusdehmmgs- 
lehre" § 12 {diese Ausgabe I, 1, S. 44}), et que j'ai täche ensuite de 
perfectionner ä plusieurs egards. C'est encore cette idee que M, Cauchy 
parait avoir eue en vue dans ses memoires sur les clefs algebriques, 
En effet: les defs algebriques de M. Cauchy ne sont au fond que les 
unites relatives; et ses facteurs symboliques conviennent, du moins dans 
un certain rapport, aux quantites extensives telles que je les ai definies. 
La difference ne consiste qu'en ce que M. Cauchy regarde les clefs 
algebriques seulement comme un moyen pour resoudre divers problemes 
de l'analyse et de la mecanique et qui, les problemes etant resolus, 
disparaissent, tandis que d'apres les principes etablis par moi, on est 
en etat, ä chaque pas du procede, d'attribuer une signification indepen- 
dante aux unites relatives et aux quantites qui en sont composees, 
qu'elle que soit d'ailleurs la marche que Ton suive. 

Pour considerer les produits de quantites quelconques, on pourra 
se borner d'abord a des produits de detix facteurs. Car, quel que soit 
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le nombre des facteurs^ il sera toujours possible de les reduire a deiix 
facteurs; ce que Ton effectuera^ en partageant tous les facteurs en deux 
groupes, et en reunissant ensuite les facteurs de Tun et de l'autre 
groupe ä deux produits particuliers^ lesquels multiplies donneront le 
produit propose. Si donc les lettres %, ttg? • • • '^K designent des miites 
relatives^ on pourra presenter toute equation de condition sous la forme 

oü les a^ ^ designent des nombres quelconques et le signe sommatoire 
doit etre etendu ä toutes les valeurs entieres des indices r et s entre 
128 les limites f 1 et ti. II est evident que Ton peut supposer plusieurs 
equations de cette forme qui doiyent subsister simultanement^ et que 
d'ailleurs tous les coefficientS; tels que a^^ ^^ sont tout-ä-fait arbitraires. 
On se trouverait ainsi conduit ä une infinite de multiplications parti- 
culieres^ qui ne semblent promettre aucune utilite pour la science. Le 
plus grave inconvenient^ qui s'y trouve^ est surtout que les equations 
de condition cessent generalement de subsister lorsqu'on y substitue 
aux unites les quantites qui en sont composees. 

Pour faire disparaitre cet inconvenient^ nous supposerons premiere- 
ment que Ton puisse changer le signe de l'une quelconque des unites 
relatives, ou bien, de deux quelconques d' entre elles, et substituer 
chacune d'eUes a la place de l'autre, sans que les equations de condi- 
tion cessent de subsister. En second lieu, nous supposerons en outre 
que, pour deux unites quelconques, il y ait toujours deux quantites 
extensives, qui ne soient ni multiples des unites, ni egales a elles, et 
qui neanmoins, etant substituees a ces unites, satisfassent encore aux 
equations de condition. En troisieme lieu enfin, nous supposerons 
qu'il soit meme permis de substituer ä toutes les unites des quantites 
qui en sont composees ä volonte, sans que les equations de condition 
en soient alterees. 

Nous designeronSj dans la suite, les multiplications qui resultent 
de ces trois suppositions, respectivement par les noms des midii^lica- 
tions symetriqiies j ciradaires et lineales; ce qui nous servira, des ä 
present, pour distinguer entre elles les trois suppositions que nous 
venons d'exposer. 

§ 3. 

Multiplications symetriques. 

Dans la premiere supposition, soit l'equation 

S{a^,^ii^ii^) = 

l'une quelconque des equations de condition. Apres l'avoir mise sous 

la forme 
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oü les indices r et s sont differents de 1^ substituons — % a la place 
de + %; et nous aurons: 

Ces equations^ ajoutees et retranchees^ donneront: 

et 

8{a^^^u^u^) + 8{a^^^%u^ = 0. 

Puis, en substitnant dans la premiere de ces equations, — ik^^ ä la 
place de l'unite u^ on en tirera^ par voie d'addition: 

les indices r et s etant differents des indices 1 et 2. En poursuivant 129 
de cette maniere^ on obtiendra finalement l'equation 

%,!%% + ^2,2^%«^2 H h <^^,^^^^^^^ = 0. 

De meme^ en snbstituant, dans la seconde des eqnations ci-dessus trou- 
vees^ — li^ a la place de -\- u^^ et en retrancliant l'equation ainsi ob- 
tenue de celle d'oü Ton est parti^ on trouvera l'equation 

dans la quelle les indices 1 et 2 pourront etre remplaces par deux 
{differents} quelconques des indices 1 , . . n. On est donc conduit ä la 
proposition suivante. 

Theoreme 1. Si Vequaüon 

est Vime queleonqiie des equations de condition relatives ä ime multipli- 
cation, et qiiHl soit d'ailleurs permis de changer le signe de cl%aeune des 
■imites relatives ii^, n^, ... ii^, sans que les equations ^e condition cessent 
de subsister, on aura les equations suivantes: 

(1) a^^^li^ll^ + <%2,2^^2^2 H h <^n,n^^nK = ^ 

et 

(2) a-^ 2%'^^2 "K ^2 1^2% ^^ 0*5 

dont la derniere aura encore Heu, quand on y remplace les indices 1 et 2 
par deux differents qitelconques parmi les indices 1 . . . n. 

Ajoutons maintenant a la supposition precedemment etablie, cette 
autre^ que l'on puisse substituer reciproquement l'une quelconque des 
unites ä l'autre, sans alterer par lä les equations de condition. Cette 
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Hypothese admise, en substituaiitj dans l'equation (1) du theoreme pre- 
cedent^ les unites u^ et u^ l'une a l'autre^ on aura requation 

^l,1^2^^2 + ^2,2%% H h (^n,n^nK = 0; 

doiic^ en la retranchant de requation primitive 
011 obtieiidra celle-ci: 

De plus^ en rempla^ant^ dans la meine equation (1)^ les unites 

respectivement par 

U2, %, ... u^^ % 
130 on en tirera l'equation 

(«2,2 — ^3,3) (}h'^h — %%) = 0. 
Puis^ en appliquant le memo remplacement ä l'equation obtenue, et 
ainsi de suite^ jusqu'a ce que cliaque unite soit cliangee successivement 
dans toutes les autres, et en ajoutant finalement toutes ces equations^ 
on obtiendra pour equation resultante: 

(^1,1 + ^2,2 H h %n) K% + ^%^2 H h %%) = 0. 

Considerons maintenant l'autre equation du theoreme precedent^ 
savoir : 

CC-i 2 '^% ^^2 ^2 1 ^^2 1 • ^. 

En y substituant l'une ä l'autre les deux unites % et u^^ nous aurons 

a^ 2^2% ~1~ ^2 i'^i'^% = 0. 
Ces equations, combinees entre elles par voie d'addition et de sou- 
straction^ donneront les equations 

K,2 + ^2,1) (%^% + ^%%) = 0, 

dans lesquelles on peut remplacer les indices 1 et 2 par deux quel- 
conques differents* parmi les valeurs 1 . . . n. Les resultats, auxquels 
on est arrive, peuvent etre enonces par la proposition suivante. 

Theoreme 2. S'il est permis de changer le signe de Vune qiiel- 
conque des unites relatives, ainsi que d'en substituer reciproquement Vune 
quelconque ä Vautre, sans que les equations de eondition cessent de sub- 
sister^ on peut en tirer les systemes suivants d' equations: 

(1) (0^1^ 2 — ^2,1) (%^% — ^%%) = 0; 

(2) (^1^2 + ^2,1) (%^% + ^2%) = ö, 

(3) {a^^^ — (^2,2) (%% — ^^2^2) = 0, 

(4) (^1,1 + ^2,2 H h ^^, J (^h% + ^^2^2 + h ^JK) = 0, 
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do7Ü les trois premiers subsistent encore, quand on y siibsütue ä la place 
des indices deux qiielconques differents parmi les valeurs 1 , . . n. 

Le premier membre de cliaciine des equations precedentes contient 
deux facteurs; par consequent, le second membre etant egal ä zero^ il 
faudra que Tun ou Tautre de ces facteurs s'evanouisse. On tirera donc 
de chacune de ces equations deux nouvelles equations^ dont l'une ou 
l'autre devra se verifier, et dont Tune se rapporte aux coefficients, 
l'autre aux unites. Or il f est clair que chacune des equations quil3i 
renferment les unites, entrainera ayec eile les autres qui en resultent 
par Techange des indices, et qu'il en sera de meme pour les equations 
des coefficients. II s'ensuit que cliacun des quatre systemes d'equations 
ci-dessus etablis, se partagera en deux systemes, dont Tun ou l'autre 
devra subsister. En pla^ant ces systemes deux a deux en ligne hori- 
zontale, on aura: 

1^. ou ^^2^=^2 1 ^^^v ^^ u^u^==^u^ii-^ etc., 

2°. ou aj 2 + C^2 1 =^ ^ ^^^7 ^^ %^2 ~1~ ^%% = ^ ^^^'7 

3°. ou C^j^ ^ = ^2 2 ^^ ^3 3 ""^ • • •; ^^ %% ^^ '^2 ^^2 ""^ '^%% = . • -^ 

4°. ou ^1^1 + 0:2,2 H \-^n,n = 0. OU 11^ U^ + U^ U^ -\ \- -lijl^ = 0. 

II y a donc sei^e cas differents, puisqu'on peüt clioisir Tun ou l'autre 
Systeme de chaque colonne horizontale. Or il est evident que, recipro- 
quement, toutes les equations que nous venons d'etablir entre les 
unites, continueront encore de subsister, quand on y fait les substitu- 
tions ci-dessus designees. On est donc conduit ä la proposition suivante. 
Theoreme 3. Entre deux facteurs, composes des unites relatives 
%, ii2, ... li^, il en existe sei^e especes de midtiplication; de sorte que 
les equations de condition subsistent encore, soit que Von echange arhi- 
trairement les unites relatives, soit que Von change le signe de Vune 
quelconque d' entre elles. On ohtient les equations de condition relatives 
ä chacime de ces especes , en choisissant, comme Von voudra parmi ces 
quatre systemes d'equations suivants: 

(1) %% = %%, 

(2) ii^u^-\-u^^u,^^ = Q, 

(3) u^u^ = u^u^ = . . . = liji^^^ 

(4) u^u^ + u^u^ -\ 1- %^K = 0; 

les deux premiers devant subsister pour deux differentes valeurs entieres 
qiielconques r et s entre les limites 1 et n. 
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§ 4. 

Multiplieations circulaires. 

En second lieu, en poursmyant la marche proposee, ajoutons aux 
suppositions precedemment efcablies^ cette autre^ qu'aux unites ii^ et ^% 
on puisse substituer des quaiitites x^n-^ -|- x^u^ et y^u^ -|- ^2^2? ^I^^ ^^^ 
sont composees au moyeri des coefficients x-^^ x^, y^, y^j supposes 
distincts de zero, saus que les equations de condition en soieiit alterees. 
132 En posant, pour abreger, 

on aura: 

0/ Cv ■ - X^ oi-ivii j X^ i/tavi^ I XiXoivv-ivio ~| '^2 17^ 

ai = x^y^ii^u^ + x^y^u^u^ -\- x^y^ii^u^ -\- x^y^u^^u-^, 

d'oü Ton tirera les valeurs des produits 66 et ha, en rempla9ant, l'une 
par l'autre, les lettres x et y. 

D'apres le tlieoreme precedent, on a pour equations de condition 
les quatre systemes d'equations : 

(1) U^U^ = ^^2%; • • • 

(2) %^*2 "i~ ^^2% "= ö? • • • 

(3) u^ u^ = u^ ^^2 = % % = . . . 

(4) u^u^ + u^ii^ H h u^u^^ = 0, 

qui doivent subsister, ou separes, ou combines d'une maniere quel- 
conque. II est d'abord evident que le premier de ces systemes ne 
sera pas altere par des substitutions quelconques. 

Pour trouver les transformations des autres equations, supposons 
d'abord, pour plus de simplicite, qu'il en existe plus de deux unites. 
Alors, en substituant ö^ et 6 ä la place des unites ^% et ^%; ^^ ^^i 
est permis par bypotbese, on aura, en partant des equations (2), la 
suiyante: 

= a6 + &<^ =^ 2x^y^u^u^ + 2^2%%% + (^i2/2 + ^2^1) (%^% "h ^%%); 
d'oü, puisque le dernier terme s'evanouit en vertu de l'equation sup- 
posee li^it^ -f- ttgit^ = 0, il vient: 

X-^y^U^li-^ + ^2^2 ^^2 '^'2 = 0. 

On en tirera, ä l'aide du tlieoreme 2: 

^i2/i(%% — '^%%) = ö, 
d'oü il suit [X-^ et y^ etant differents de zero): 

^1% = %%. 
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Donc^ on obtiendra par Techange des indices^ permis par hypothese: 

%% = %'^2 "^^ '^%% = • • •; 
c'est ä dire: les equations (2) entraineront avec elles les equations (3). 
Supposons maintenant que les equations (3) aient lieu. En appli- 
quant a requation 

la Substitution indiquee^ on aura: 138 

u^u^ =^ aa = X-^ii-^u^ -\- x^ii^u^ -f- x-^x^iu^u^ + "^2%)? 

d'oü, en rempla9ant les carres ii^u,^ et u^ii^ par le carre equivalent 
u^u-^y on trouvera: 

{X^ + X^^ 1)U^U-^ + %Ä^2('^1^2 + '^2%) = 0. 

En y changeant le signe de l'unite %j ce qui est permis par hypothese, 
et retrancliant Tequation ainsi obtenue de l'equation precedente, on aura: 

d'oü^ x^ et x^ etant distincts de zero, il resulte: 

%^2 + ^2% = ö? 

c'est ä dire: les equations (3) entraineront avec elles les equations (2). 

II est donc evident que, dans Thypotliese admise, les equations 
(2) et (3) ne sauraient subsister separement, et que, par suite, au lieu 
de ces deux systemes d'equations, on en aura un seul, resultant de 
leur combinaison. 

Pour trouyer les conditions auxquelles les coefficients x^^y^^x^^y^ 
sont assujettis, transformons aussi l'equation (4) par les substitutions 
ci-dessus enoncees. On aura: 

= aa + &5 + u^u^ H 1- u^u^ = {x^^ + yi^)%% + 

+ (^2^ + ^2^)^2^2 + (^1^2 + VlV^ K^2 + ^2%) + ^3% H (" ^n'^n' 

Par suite, en retrancliant l'equation (4), on obtiendra: 

= (^lH^l^— l)%% + (^2^ + ^2^ — l)^2^2 + K^2+^1^2)(%%+^2^^^^ 

d'oü Fon tirera, ä l'aide du theoreme 2, les equations suivantes: 
{^1 + Vi — 1) (%% — %%) = 0, 

{^% + 2/2^ — 1) (^2^2 — %%) = 0, 
(%^2 + VlV^ (%^2 + ^2%) = 0. 

Par consequentj si le Systeme comb ine des equations (2) et (3) n'a 
pas lieu, on aura: 

^i + 2/i' — 1 = 0, x^^ + 2/2^ — 1 = 0, x,x^ + y^y^ = 0, 

Grrassmann, Werke. 11. 14 
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d'oü Ton tirera: 

C'est ä dire: pour que Ton puisse substituer les quantites a ei h h la 
place des unites % et u^^ il faudra que Ton ait: 

a = %% + ^2^2; ^ ""^ i (^i'^^2 — ^2%); 

134 i^i^ + ^2^ etant egal ä l'unite. Les meines equations auraient ete 
obtenues^ si nous ayions suppose au lieu de requation (4) le Systeme 
des equations (2) et (3). 

Supposons, pour en donner uii exemple palpable^ que les unites 
u-^ et it^ representent deux rayons d'un cercle, perpendiculaires Tun ä 
l'autre; alors il est clair, que les quantites a et h representeront 
pareillement deux rayons perpendiculaires du meme cercle. Par cette 
raison nous appelons changement ciradaire ou transformation cirmlaire^ 
toute transformation^ au moyen de laquelle deux quantites quelconques 
a et fc se changent respectivement en xa -{- yh et en + (^& — ya\ 
x^ -\- y^ etant egal a l'unite absolue; et admettons que le cbangement 
soit appele ou positif ou negatif^ selon que^ dans l'expression derniere^ 
on met le signe positif ou le signe negatif. Je dirai de plus qu'un 
Systeme de quantites est transforme par un changement circulaire, 
quand on a applique ce cbangement a deux quelconques d'entre elles. 
(Les changements cirailaires s'appliquent convenablement surtout 
aux tbeories des diametres conjugues^ des points triples et quadruples^ 
a la tbeorie de la rotation et a d'autres tbeories de la geometrie et 
de la mecaniquCj oü ils servent souyent ä faciliter beaucoup les 
recher ches.) 

Nous avons trouve que^ dans l'hypothese adniise^ les equations de 
condition se reduisent a trois systemes d'equations^ dont Tun resulte 
de la combinaison des equations (2) et (3) du theoreme 3^ et que de 
plus il faut que les transformations des unites soient de la forme cir- 
calaire^ pour que les trois systemes d'equations n'en soient pas älteres. 
II nous reste ä faire voir que^ reciproquement^ ces transformations cir- 
culaires ne sauraient alterer aucun de ces systemes. 

Premierement^ il est evident que les equations (1) ne seront 
alterees par aucune transformation des unites. 

Secondement, supposons que les equations (2) et (3) aient lieu 
simultanement^ et admettons qu'on y remplace les unites % et it^ par 
des quantites a et i^ qui en sont derivees par un changement circu- 
laire positif, de sorte que Ton ait: 

a = x^ii^ + ^2^2? ^ = ^i^h — ^2%? ^1^ + ^2^ "" -*-• 
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L'expression u^u^ + %% se changera par lä en 

ah -{- ha ^= (x^^ — x^^) (%% + %%) + 2x^x^{u^u^ — %%)• 
Donc, puisqne par hypotliese: 

%^^2 + ^2% "^^ ö? %% = '^2^2? 

on aura: 135 

ah -\-ha =^ 0. 

De plus, Texpression %i^%i^ ~\- u^ii-^ (r etant different de 1 et 2) se 
changera en 

La meme chose ayant lieu pour Texpression li^ii,^ -\- u^ii^, il est 
clair que les eqnations (2) subsisteront encore dans l'liypothese admise. 
De l'autre cöte, le carre %% se changera en 

aa = x-^ii^u^ -j- ^2^%% "i" ^1^2 (%% "t~ '?■'%%); 

d'oü, puisque %% "f" '^2% ^^^ ^^^ ^ zero, et ^t^tt^ = u^ii^^, ü vient: 

aa = {x-^ 4" ^2^)%'^^!? 

donc, en vertu de Tequation ^^^^ + x^ =1, on a: 

II est done evident que le Systeme des equations (2) et (3) ne sera 
altere par aucun changement circulaire positif. Mais comme ces equa- 
tions ne cessent pas de subsister, quand on y cbange le signe d'une 
quantite quelconque y contenue, il est clair que le resultat obtenu 
aura encore lieu par rapport a un cbangement circulaire negatif, et 
consequemment par rapport ä un cbangement circulaire quelconque. 

Troisiemement^ supposons que requation (4) ait lieu, et admettons 
qu'on y applique le changement circulaire ci-dessus adopte; alors 
l'expression %^fj^ 4" ^2^2 ~f" * ' ' "f~ '^^n'^n ^^ changera en: 

aa + fe6 + %%-j h ^^^^^==(^i^ + V)(%% + ^2 %) + %% + ••• + ^V^n' 

Donc, x^ + x^ etant egal ä l'unite, il en resultera: 
aa + hh-\- u^Uo^ -\ \- tiji^ = %% + u^u^ + %% H + ^n'^n = 0- 

L'equation (4) ne sera donc alteree par aucune transformation circulaire. 

Nous avons suppose jusqu'ici qu'il y ait plus de deux unites. Or 
il est facile de s'assurer que pour le cas de deux unites, on pourrait 
deduire les memes consequences, quoique la marche necessaire dans ce 
cas, s'ecarte ä quelques egards, de celle que nous venons de suivre. 

Les resultats, auxquels on est arrive^ peuvent etre enonces par les 

proposifcions suivantes. 

14* 
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Theoreme 4. Si d'abord ü doit etre permis de chcmger le signe 
de Vune queleonqiie des unites relatives^ et de remplaeer ä volonte Vune 
l^Qpar Vautre, et si ensuite il doit y avoir deux quantites, composees de 
deux imites mi moyen de coefficients differents de zero, et qiii, etant siib- 
stituees ä ces unites^ satisfont encore aux eqiiations de condition: il est 
necessaire que ces equations, pourvu quil y en ait, forment %m o%i phi- 
sieurs des trois systemes suivants: 
[1] u^u^ = u^u^, 

[2] U^U^ + ^s'^V = ö, %% = ^^"^2 = • • • = ^^^^> 

[3] %% + ^l^u^ -\ h '^K'^n = 0? 

oü les signes %, u^^ . . .; u^ representent les unites relatives, et oü r et s 
designent deux quelconques differents des indices 1, 2^ . . . n. 

Theoreme 5, Chacun des systemes d'equations, etablis dcms le 
theoreme precedent, eontinue de suisister, qiiand les unites sont trans- 
formees par des changements circulaires quelconques; et reciproquement : 
il n'y a en outre aucune transformation des unites qui laisse siibsister 
tous ces systemes. 

Theorem>e 6. II existe huit especes de multiplication, dont les 
equations de condition continuent de suhsister, quand on assujettit les 
unites ä des transformations circidaires quelconques. On ohtient les 
equations de condition relatives ä chacune de ces miätiplications, en choi-- 
sissant entre les trois systemes, assignes dans le theoreme 5 autant que 
Von en voudra. 

Nous designons les multiplications obtenues ici sous le nom de 
multiplications circulaires, tandis que les multiplications etablies par les 
tlieoremes 1^ 3^ 3 pourraient etre appelees multiplications symetriques. 
Cependant il faut faire obseryer que les huit especes de la multiplica- 
tion circulaire fönt partie des seize especes de la multiplication syme- 
trique, en sorte que parmi Celles- ci il n'y a que huit especes ^ qui ne 
sont pas en meme temps circulaires. 

§ 5- 
Multiplications lineales. 

En troisieme lieu, supposons qu'il soit permis de substituer aux 
unites des quantites qui en sont composees ä yolonte^ sans que les 
equations de condition en soient alterees. II est d'abord evident que 
les suppositions etablies jusqu'ici, auront encore lieu dans ce cas. On 
peut donc recourir aux systemes d'equations obtenus ci-dessus. ße- 
prenons les quatre systemes d'equations relatifs ä la multiplication. 
symetrique^ sayoir: 
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(1) U^U^ = U^lii, 

(2) %% + %% = 0^ 

(3) %% = U^U^ = . . . = 'U,^'Hj^^ 137 

(4) %% + u^%i^ + . . . 4- ^^^,^^ = 0, 

et substituons ä la place de l'imite n-^^ la quantite a^ supposee egale 
au polynome x^ii-^ -\- x^u^ -\- • - - ^ dont les coefficients %, x^^ ... sont 
arbitraires. 

Alors^ en partant de requation (1)^ on aura: 

Cl %ioL X-i %Va %V<.y "J" X^ t't'O 't'^ )" Xo lli^ Uo ~\ ' ' * 

d'oü^ en echangeant Fordre des unites dans cliaque terme du second 
membre (ce qui est permis en vertu de Tequation (1))^ il resulte: 
au^ = x^ii2iii -\- x^ii^ii^ -j- x^u^'U^ -j- . . . = 

c^est a dire: l'equation (1) ne cesse pas de subsister^ quand on y rem- 
place l'une quelconque des unites par une quantite composee arbi- 
trairement de toutes les unites. 

Puis, en partant de l'equation (2)^ on obtiendra par la meme 
Substitution: 

et comme tous les termes du second membre^ excepte seulement le 
terme 2x^%i^u^y doivent s'evanouir en vertu des equations (2), il faudra^ 
que ce terme 2^2%% s'evanouisse pareiilement, pour que l'equation (2) 
puisse subsister encore apres la Substitution. Donc^ puisque x<^ peut 
etre suppose different de zero, on aura u^u^ = 0; et par Techange 
des indices: 

%% == %t^2 = • • • = 0. 

Or il est evident que ces equations resulteraient aussi de la combi- 
naison des equations (3) et (4). Par suite nous en conclurons que 
dans l'hypotliese admise^ les equations (2) entraineront avec elles les 
equations (3) et (4). 

En partant maintenant des equations (3)^ on aura: 

aa = x^u^u^ -\- x^x^ (%^% + ^^2%) '\' ^£^^2^2 + • • •- 
Or d' apres l'hypotliese, le carre aa doit etre egal encore au carre u^u^. 
On aura donc: 

%% = X-^U-^U-y + X^^U^U^ -f- X^X^ill^li^ -\- ^^2%).+ ' • •? 

et puisque cette equation doit subsister, quelles que soient les valeurs 
des coefficients x^, x^^ . . ., on aura separement: 
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%% = 0, ti^it^ == 0, li-^ii^ + li^ii^ = 0, etc.; 

c'est ä dire: les equations (3) entraineront les equations (2) et (4). 
138 En partant eiifin de l'equation (4) on aura: 

= a^ + u,' + • . • + V = 
= x^Hi^^ + {x^^ + 1) ^(/ H h {x^^ + 1) <' + ^1^2 {^h'^h + '^2^^i) + • 



d'oü Ton tirera: 



u-^ = i^2^ = • • • = 0^ 
ii{U^ + '^^'^^1 = Oj etc. 



En combinant les resultats^ trouyes dans l'hypothese etablie^ on 
peut enoncer la proposition suivante. 

Theoreme 7. S'il est permis de remplacer cliaque uniU, renfermee 
dans les equations de condition, par ime quantite composee arbitrairement 
d\mites, Sans que ces equations eessent de suhsister: il faudra, que 
les equations de condition^ pourvu qiiil y en ait, forment un des deux 
sy Sternes : 

[1*] %u^ = U^ti^y 

[2*] %% = u^u^ ==... = 0^ u-^u^ = — • li^'U-^-y . . .j 

ou iien qu'elles en soient combinees, 

Nous designons les multiplications etablies dans ce theoreme sous 
le nom de multiplications lineales, parce que, etant appliquees a la 
Geometrie, elles s'effectuent par des constructions lineales, sans qu'il 
faudrait recourir au cercle. II est evident qu'il y aura, pour parier 
exactement, quatre especes de multiplication lineale, et qu'il y restera 
egalement quatre multiplications circulaires, qui ne sont pas en meme 
temps lineales. Cependant parmi les quatre multiplications lineales il 
y en a une que l'on peut rejeter entierement, parceque tous les pro- 
duits en seraient egaux ä zero. Ce serait celle oü les deux systemes 
d'equations, etablis ci-dessus, auraient lieu conjointement. De meme, 
la multiplication qui n'est assujettie ä aucune condition, peut etre 
rejetee, parcequ'elle ne parait pas fournir des applications remarquables. 
II nous restera donc deux multiplications lineales, dont l'une est assu- 
jettie aux equations [1*] et l'autre aux equations [2*]. L'une et l'autre 
est de la plus grande importance, tant pour l'analyse que pour la 
geometrie, la mecanique et la physique en general; l'une et l'autre 
peut d'ailleurs etre etendue sans aucune difficulte a autant de facteurs 
que l'on youdra. La premiere, qui jouit de la propriete, que le produit 
est independant de l'ordre dans lequel se suivent les facteurs, est 
identique, quant aux Operations, ä la multiplication employee dans 
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Tanalyse algebrique^ et sera appelee pour cela muUiplication f cdge-139 
})rique; l'autre est celle que j'ai appelee muUiplication exterieure, et 
qui fait l'objet principal de mon ouvrage cite plus haut. C^est par 
eile qu'on est en etat d'effectuer avec la plus graiide facilite Telimi- 
nation des inconnues entre des equations, taut lineaires que non- 
lineaireSj et de resoudre tout a coup un grand nombre de problemes 
de geoinetrie, ainsi que de mecanique^ difficiles a resoudre autrement-, 
comme je Tai fait Yoir dejä en 1844 et comme Mrs. Caucliy et de 
Saint -Venant Tont propose recemment^ sans y aj outer rien de nouveau. 
Cependant^ ayant publie plusieurs applications de cette multiplication 
non seulement dans l'ouyrage cite, mais aussi dans le Journal de M. 
Grelle (Tomes 31^ 36 , 42, 44*)) je peux me dispenser d'entrer dans 
plus de detail a ce sujet. 

A l'egard de la multiplication algebrique, les regles d'operation 
en sont connues; mais il n'en est pas de meme quant a l'application 
de cette multiplication a des quantites qui ne sont pas tout ä fait 
algebriques; par exemple, s'il s'agit de multiplier algebriquement, non 
les grandeurs des lignes, mais les lignes elles-memes, donnees en 
grandeur et direction, ou bien des points quelconques. Pour mettre 
en eyidence Tavantage de cette multiplication, nous remarquerons par 
exemple que, les lettres a, h, e, d, e, f, g, h, i designant neuf points 
quelconques d'une courbe du troisieme ordre, et x un dixieme point 
de cette courbe, on obtiendra pour equation de cette courbe celle-ci: 

a^ .W . c^ . d^ . e^ .p . g^ . h^ A^.x^ = Oy 

equation, dans laquelle chaque exposant se rapporte ä la multiplication 
algebrique, en sorte que la puissance a^ = aaa designe un produit 
algebrique de trois facteurs, dont cliacun est egal au point a, et ainsi 
de suite, et dans laquelle les diverses puissances sont multipliees Tune 
par l'autre au moyen de la multiplication exterieure. Une proposition 
analogue aura lieu par rapport ä toute courbe algebrique. De plus, 
ä l'aide de la multiplication algebrique, appliqaee a des quantites 
extensives, on peut reduire toute fonction de plusieurs variables a une 
fonction d'une seule variable, et appliquer directement la plupart des 
theoremes demontres pour des fonctions d'une seule variable, a des 
fonctions d'un nombre quelconque de variables. Enfin, par cette 
multiplication, on est en etat d'appliquer immediatement tous les 
theoremes analytiques aux fonctions de quantites purement geometri- 
ques; comme de points etc. 



=^) {Hier S. 49, 73, 80, 109.} 
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§ 6. 
Deux cas importants de multiplications circnlaires. 

Parmi les quatre multiplications^ proprement dites circulaires, il y 
en a deux qui sont d'un grand usage dans Tanalyse^ dans la geometrie, 
et surtout dans la mecanique. Ce sont Celles^ clont les produits sont 
140 independants de f l'ordre des facteurs, et dont l'une d'ailleurs est 
assujettie aux equations [2] du tlieoreme 4^ et l'autre ä l'equation [3] 
du meme theoreme. 

La premiere est determinee par les equations 

li^u^ = 0, oü l'index r est different de s, 
et 

%% = 1i2U2 == • '. 

Je Tai appelee mtütiplication interieiire , (voyez „Äiisdehnungslehre'^ 
pag. XI, {diese Ausgabe I^ 1^ S. 11 } et surtout ,,Geometrisehe Analyse" , 
gekrönte Preisschrift, Leipzig 1847, pag. 17 — 57 {diese Ausgabe I, 1, 
S. 345—395 } , oü j'ai donne des applications ä la geometrie et a la 
mecanique) en voulant exprimer par ce mot le rapport particulier qui 
existe entre eile et la multiplication exterieure. Pour trouver ce rap- 
port, prenons pour unites trois lignes perpendiculaires et egales en 
grandeur l'une ä l'autre, et projetons une ligne quelconque, designee 
par la lettre a sur deux autres lignes h et c, supposees perpendicu- 
laires l'une ä l'autre; soient \ et q ces projections: alors il est facile 
de s'assurer que le produit interieitr des deux lignes a et i sera egal 
au produit a\j tandis que le produit exterieur des memes lignes sera 
egal au produit ac^] donc parceque les lignes a et \ sont situees l'une 
dans l'autre, et que les lignes a et c^ sont situees l'une au dehors de 
l'autre, il sera convenable de designer ces produits sous les noms que 
je leur ai donnees. 

L'autre multiplication circulaire est determinee par les equations 

et 

%% -^ ^i2^h + h ^t,,^t^ = 0. 

Cette multiplication remarquable est representee, si l'on ne suppose 
que deux unites relatives, par la multiplication de deux quantites com- 
plexes, telles que a -\- h ]/ — 1 ei c -\- d ]/ — 1. En effet, il sera permis 
de regarder l'unite absolue et l'unite imaginaire ")/ — 1 comme des 
unites relatives, pourvu que l'on n'en compose des quantites qu'au 
moyen de coefficients reels. Alors, en designant l'unite imaginaire ]/— 1 
par la lettre i, on aura 

1 + ^2 _ 0, 



Hosted by 



Google 



§ 6. Deux cas de miütiplications circulaires, 217 

et le produit sera en outre independant de l'ordre des facteurs. Donc 
les equations 

tt^u^ = it^'iii et ii^ii^ -\- 'hi^ii^ == 

auront lieu au cas oü i% est = 1 et ii^ =y — 1. Pour cette raison, 
on pourrait designer cette multiplication sous le nom de miiltiplication 
complexe. 

II est bon de remarquer que Tune ou l'autre de ces multiplications 141 
circulaires s'appliquera en geometrie et en mecanique ä tous les 
problemes qui se rapportent d'une maniere quelconque au cercle, ou a 
V angle, ou ä la grandeur des lignes, separee de leur direction, et aux 
aires des surfaces situees dans l'espace. Et il sera facile de voir que 
dans tous ces cas^ l'emploi des multiplications lineales ne suffira pas 
pour resoudre les problemes. 

II nous resterait encore ä discuter les huit multiplications syme- 
triques qui ne sont pas en meme temps circulaires. Mais nous remar- 
quons que ces multiplications ne sont d'aucun usage, ni dans l'analyse^ 
ni dans la geometrie, et que nous n'en aurions fait aucune mention^ 
s'il ne nous eüt pas paru conyenable, d'en partir, pour etablir les 
divers genres de la multiplication circulaire. 

Stettin le 5 fevrier 1854. 
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XIV. 

Die lineale Erzeugung von Kurven dritter Ordnung 

Von 

Prof. H. Grassmann ^ 

Oberlehrer am Gymnasio zu Stettin^. 



Crelle's Journal Bd. 52, Heft 3 (1856). 

254 Im 31. Bande (S. 122 f. (hier S. 62 f.}) und im 36. Bande dieses 
Journals (S. 177 f. {hier S. 74f. }) habe ich drei möglichst einfache 
Methoden angegeben, um sämtliche Kurven dritter Ordnung durch Be- 
wegung gerader Linien um feste oder geradlinig bewegliche Punkte 
zu erzeugen. Es wurden diese Methoden durch die drei Gleichungen: 

(1) xaBcDxJD^c^JB^a-^x = 0, 

(2) xaAa^ . xl)B\ . xc ==^ 0^ 

(3) xaÄ . xhB . xcC = 0, 

dargestellt, in welchen die kleinen Buchstaben Punkte, die grossen 
gerade Linien, x den die Kurve konstruirenden Punkt bezeichnen, und 
in welchen die Multiplikation planimetrisch ist. Ich habe dort streng 
und ausführlich nachgewiesen, dass die beiden ersten Methoden allgemein 
sind, das heisst, dass sich jede Kurve dritter Ordnung durch jede dieser 
Methoden erzeugen lasse; und zwar die erste auch dann, wenn man B 
und B^ zusammenfallen l'ässt, wogegen ich für die dritte Methode dort 
den Beweis nur mehr andeutete als ausführte (Bd. 36, S. 180 {hier S. 77 }). 
Hr. Prof. Bellavitis behauptet nun in einem Aufsatze (unter dem 
Titel: Sopra un algoritmo proposto per esprimere gli allineamenti etc., 
Venezia 1855), welchen er mir zuzuschicken die Güte gehabt hat, es 
sei Imne jener Methoden allgemein, sondern es Hessen sich durch jede 
derselben nur ganz specielle Kurven dritter Ordnung erzeugen; nämlich 
nur solche, die durch sieben oder gar durch sechs Punkte bestimmt 
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werden^ und die daher von noch speciellerer Natur seien als die durch 
acht Punkte bestimmte Doppeltpunktskurve; dagegen sei Chasles der 
erste ^ welcher (Compte rendu^ 30 mai 1853) ein solches Problem ge- 
löst habe. Dies und die freie Darstellung des Algorithmus^ wie ich 
ihn in Band 31, 36, 42, 44 dieses Journals {hier S. 49 — 135} ent- 
wickelt, sowie der Rechnungsregeln, welche ich dort für diesen Algo- 
rithmus mitgetheilt habe, bildet den Inhalt des genannten Aufsatzes. 
Der Einwurf musste für mich um so bedeutender sein, da Hr. Bella- 
vitis diesen Algorithmus selbständig behandelt f und damit Resultate 255 
erzielt. Ich glaube es daher mir und dem Gregenstande schuldig zu 
sein, denselben noch einmal aufzunehmen und namentlich auch die 
Allgemeinheit der dritten Methode streng nachzuweisen. Zugleich werde 
ich zeigen, dass sich nicht nur jede beliebige lineale Erzeugung der 
Kurven dritter Ordnung auf die zweite Methode direkt zurückführen 
l'asst, sondern dass sich auch aus neun beliebig gegebenen Punkten die 
Konstanten der Gleichung (2) so bestimmen lassen, dass die durch diese 
Gleichung dargestellte Kurve durch jene neun Punkte geht; das heisst, 
ich werde die linealen Eigenschaften eines Zehnecks ^ welches einer 
Kurve dritter Ordnung eingeschrieben ist, aus einer Gleichung von 
jener Form ableiten. Gelegentlich werde ich dann auch die Fehlschlüsse 
angeben, auf welchen der Einwurf des Hrn. Bellavitis beruht. 

§1- 

Die wiclitigsten Reclinungsregeln der planimetrischen Multiplikation. 

Im folgenden, wie in den früheren Aufsätzen, sollen stets die 
Punkte mit kleinen , die geraden Linien mit grossen Buchstaben be- 
zeichnet werden, und jene „Elemente erster Stufe^^, diese „Elemente 
zweiter Stufe^^ heissen, während ich die Zahlen ,^Grössen nullter Stufe^' 
nennen werde. Ich werde vorzugsweise solche Gleichungen betrachten, 
deren eine Seite Null und deren andere Seite ein Produkt ist, in wel- 
chem die Summe der Stufenzahlen aller darin enthaltener Faktoren 
durch drei theilbar ist und in welchem überhaupt keine andere Ver- 
knüpfung vorkommt als nur planimetrische Multiplikation. Eine solche 
Gleichung drückt, wenn nicht einer der Faktoren Null ist, stets aus, 
dass ein bestimmter Punkt in einer bestimmten geraden Linie liegt. 
So zum Beispiel drückt die Gleichung 

aus, dass der Punkt h in der geraden Linie Ä liegt. Hr. Bellavitis 
braucht hiefür das Wort Kongruenz, was aber nicht ganz angemessen 
sein dürfte, da ein Punkt nicht mit einer geraden Linie kongruent 
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genannt werden kann. Ich werde mich^ wo es auf einen kurzen Namen 
ankommt^ des entsprechenden Wortes Incidenz bedienen^ sodass also 
die obige Grleicbung, welche ausdrückt^ dass & in A fällt oder & mit A 
incident ist, eine Incidens heissen soll, während ich für das Zusammen- 
fallen Bioeier Punkte oder zweier gerader Linien das Wort Kongniens 
beibehalte, für welches Hr. Bella vitis ohne Noth Koincidem setzt. 
Dass Hr. Bellavitis jene Gleichung überdies in der Form 

Ah 11 

256 schreibt, ist eine Veränderung der Bezeichnung, welche nicht bloss 
überflüssig, sondern auch, wenn das Zeichen || nicht denselben Sinn 
haben soll wie jedes Gleichheitszeichen, unrichtig genannt werden muss. 
(Man sehe meine Ausdehnungslehre, wo sich die Gleichheit plani- 
metrischer Produkte sowie ihre Addition und so weiter im weitesten 
Sinne behandelt findet.) 

Die wichtigsten ßechnungsregeln, deren ich mich im Folgenden 
bedienen will und bei deren Anwendung ein Produkt sich selbst kon- 
gruent bleibt, werde ich hier kurz zusammenstellen, indem ich mich 
dabei auf meine früheren Aufsätze berufe. 

Regel 1, Die Stufenzahl eines planimetrisehen Produkts ist der 
Summe der Stufenzahlen seiner Faktoren kongruent, in Bezug auf den 
Modul 3. (Man sehe den entsprechenden Satz für das siereometrische 
Produkt in diesem Journal Bd. 49, S. 12 {hier S. 147}). 

Begel 2. Zwei Elemente von gleicher Stufe, welche entweder die 
ersten Faktoren eines Produkts sind oder auf einen ersten Faktor der- 
selben Stufe folgen, können unter sich vertauscht werden und geben 
Null, wenn sie einander kongruent sind (Bd. 42, S. 194 (hier S. 87}), 
zum Beispiel: 

ab^^ba, AB^BA^ abe^acb, ABC^ACB, 
aa = AA = abb = ABB = 0. 
Begel 3. In einem Produkt nuUter Stufe (siehe Regel 1) kann 
man eine schliessende Klammer weglassen, wenn man zugleich die Ord- 
nung sämtlicher frei in der Klammer stehenden (das heisst nicht von. 
einer neuen Klammer umschlossenen) Faktoren umkehrt; oder, anders 
ausgedrückt: Man kann in einem Produkt nuUter Stufe eine Schluss- 
klammer setzen, wenn man die Ordnung sämtlicher frei in die Klammer 
tretender Faktoren umkehrt (Bd. 44, S. 5 {hier S. 115}), zum Beispiel: 
abCdEfg = a{gfEdGb). 
Zusatz. Man kann auch die Ordnung sämtlicher Faktoren eines 
Produkts nuUter Stufe umkehren (ebenda), zum Beispiel: 
abCdEfg ^ gfEdCba, 
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Hegel 4. Zwei einander ineidente Faktoren^ welche anf einander 
folgen j können vertausclit werden (Bd. 42^ S. 194 {hier S. 87^ 88})^ 
zum Beispiel: 

ahC^ aCb^ wenn ?>C=0. 

Hegel 5. Ein Faktor nuUter Stufe (siehe Regel 1) kann^ wenn 
er nicht Null ist^ weggelassen werden (Bd. 42, S. 194 (hier S. 87}), 
zum Beispiel (siehe Regel 4): 

aCh^l), wenn aC^O ist. 

Hegel 6. Wenn in einem Produkte zwischen zwei kongruenten 257 
Elementen ein. Element von anderer Stufe steht, so kann man es mit 
einem der beiden andern zusammen weglassen, falls nicht Incidenz 
zwischen ihnen stattfindet. Zum Beispiel: 

abCh'^a'bj wenn Ch^O ist. 

Beweis. ahCi=C{al))h (Regel 2) = Ch{ah) (Regel 4) = ah 
(Regel 5), wenn (76 ^ 0. 

Begel 7. Wenn ein Produkt mit vier Faktoren gleicher Stufe be- 
ginnt, von denen die zwei letzten von einer Klammer umschlossen sind 
und einer der zwei letzten kongruent ist mit einem der zwei ersten, 
so kann man statt aller vier Paktoren einen der beiden kongruenten 
setzen, falls nicht das Produkt der drei übrigen Null ist (Ausdehnungs- 
lehre. Leipzig 1844. § 133 {Ges. Werke I, 1, S. 219)), zum Beispiel: 



a 



'b(ac)^ay wenn ahc^O. 



Denn a6(ac) eee 6a(ac) (Regel 2) EEE.h(cie)a (Regel 4) ^ a (Regel 5), 
wenn ach^O ist. 

Begel 8. Wenn das Produkt zweier Elemente, deren eines wieder 
aus zwei Faktoren besteht, gleich Null gesetzt ist, so ist diese Glei- 
chung gleichbedeutend mit dem Vereine zwei anderer Gleichnngen, die 
man aus jenen erhält, wenn man von den letztgenannten Faktoren 
einmal den einen, dann den andern auslässt; zum Beispiel die Gleichung 

ist, wenn ah ein Element (also nicht Null) ist, gleichbedeu.tend mit 
dem Vereine der beiden Gleichungen 

Begel 9. Eine Ineidenz, welche in Bezug auf x vom n-ten Grade 
ist, bestimmt als geometrischen Ort von x eine Linie >^-ter Ordnung 
(Bd. 31, S. 119 {hier S. 58}). 
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§ 2. 
Deutung der Gleichung (3). 

Die Gleicliiing (3) 

xaÄ . xhB . xcG = 

ist in Bezug auf x vom dritten Grade; also ist (Regel 9) der geome- 
trische Ort Yon x eine Liiiie dritter Ordnung. Der Ausdruck xaA 
stellt den Durchschnittspunkt der geraden Linien xa und A dar^ und 
258 da das Produkt dreier f Punkte dann und nur dann Null ist^ wenn 
die drei Punkte in gerader Linie liegen, so enthält obige Gleichung 
folgenden, schon (Bd. 36 {hier S. 74}) mitgetheilten Satz: 

Der geometrische Ort eines PunMs, dessen Verbindungslinien mit 
drei festen Punläen drei feste gerade Linien so schneiden, dass die drei 
DurchschnittspunUe in gerader Linie liegen ^ ist eine Kurve dritter 
Ordnung. 

Die Kurve geht, wie ich (Bd. 31, S. 125 {hier S. 66}) nach- 
gewiesen habe, durch folgende neun Punkte: 

a, l, c, BC, CÄj ABj hcA, caB, ahC, 

die ich beziehlich mit 

a, h, c, %, \, c^, a, /3, y 

bezeichne. Es haben also die beiden Dreiecke ahc und a^\e^ die 
Eigenschaft, dass sich ihre entsprechenden Seiten in den Punkten 
a, |3, y treffen; nämlich hc trifft die Seite \c^ oder A in dem Punkte a, 
ca die Seite c^a-^ oder B in ß und ah die Seite a-^\ oder C in y. 
Folglich ist es, damit sich eine Kurve dritter Ordnung mittels der 
Gleichung (3) darstellen lasse, nothwendig, dass man ihr zwei Dreiecke 
ahc und a^\c^ einschreiben könne, deren entsprechende Seiten sich in 
drei Kurvenpunkten a, /3, y schneiden. Um auf rein geometrische 
Weise zu zeigen, dass dies bei jeder Kurve dritter Ordnung möglich 
sei, will ich einige Sätze über diese Kurven voranschicken. 



Ueber den Gang der Kurven überhaupt und der Kurven dritter 
Ordnung insbesondere. 

Sat0 1. Definition. Ich sage, ein Punkt, welcher sich in einer 
Ebene bewegt, bewege sich stetig, wenn die gerade Linie, welche von 
irgend einem Punkte ausserhalb der Ebene nach ihm gezogen wird, 
bei jener Bewegung niemals aus einer Lage unmittelbar in eine andere 
übergeht, welche mit jener einen endlichen Winkel . bildet. 
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Bemerkung. So lange der Punkt in endliclier Entfernung bleibt^ 
lässt sich seine stetige Bewegung auch dadurch bestimmen, dass er bei 
jener Bewegung niemals aus einer Lage in eine andere übergeht, 
welche um eine endliche Strecke von jener entfernt liegt. 

Sat0 2. Definition. Wenn ein Punkt von einer beliebigen Lage 
aus sich stetig so bewegt, dass er keinen Punkt seiner früheren Bahn 
berührt, bis er wieder in seine ursprüngliche Lage zurückkommt, so 
nenne ich diese Bahn einen Zug und sage, der Punkt habe diesen Zug 
einmal durchlaufen. 

Bemerkung . In diesem Sinne wird man zum Beispiel sagen können, 259 
dass jeder Kegelschnitt, der nicht in zwei gerade Linien zerfällt, aus 
einem Zuge bestehe. 

Satz 3. Jede Projektion eines Zuges ist wieder ein Zug. 

Satz 4. Jede Kurve dritter Ordnung besteht entweder aus zwei 
Zügen oder aus nur einem Zuge oder aus einem Zuge und einem iso- 
lirten Punkt, und zwar sind die drei reellen Wendepunkte jedesmal in 
einem Zuge enthalten. 

Beweis. Es geht dies am deutlichsten aus den fünf von Newton 
aufgestellten divergirenden Bardbein hervor, durch deren Projektion 
alle Kurven dritter Ordnung erzeugt werden können (Newton, Enume- 
ratio linearum tertii ordinis, pag. 92, 93). Die Kurve mit einem Kreuz- 
punkte muss nach der aufgestellten Definition als aus zwei Zügen be- 
stehend angesehen werden, welche in dem Kreuzpunkte zusammen- 
stossen. Eine in gerade Linien zerfallende Linie höherer Ordnung 
rechne ich nicht zu den Kurven. 

Satz 5. Wenn eine gerade Linie, die sich um einen festen Punkt 
stetig bewegt, eine algebraische Kurve schneidet, so kann die stetige 
Fortbewegung der Durchschnittspunkte nur gleichzeitig bei zweien 
dieser Punkte aufhören. 

Bemerkung. Alle diese Sätze sind entweder bekannt oder un- 
mittelbar einleuchtend. 

Satz 6. Zieht man von irgend einem festen Punkte einer Kurve 
dritter Ordnung, der aber nicht ein Doppelpunkt ist, eine Gerade nach 
einem beweglichen Punkte, welcher einen Zug der Kurve einmal durch- 
läuft, so durchläuft auch der dritte Punkt, in welchem jene Gerade die 
Kurve trifft, einen Zug derselben einmal. 

Beweis. Es sei a der feste Punkt, p der hewegliche^ welcher einen 
Zug der Kurve einmal durchläuft, und q der dritte I)%ircl%scl%nittspimkt 
von ap mit der Kurve. Zu zeigen ist, dass auch q einen Zug der 
Kurve einmal durchläuft. Erstens kann während jener Bewegung q 
nicht unbeweglich bleiben, weil sonst a ein Doppelpunkt wäre; ziveitens 
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kann aber g nie aufhören , sich stetig zu bewegen ^ weil sonst ^ nach 
Satz 5, auch einer der beiden andern Punkte p oder a aufhören 
müsste^ sich stetig zu bewegen. Für p ist dies gegen die Annahme; 
für a ist es gleichfalls nicht möglich , da sich a nach der Annahme 
gar nicht bewegt. Drittens kann aber auch q nicht einen früheren 
Punkt seiner Bahn, etwa den Punkt q" ^ wieder berühren; denn es sei 
260i>' der Punkt j in welchem aq die Kurve ausser {in} a und q trifft, 
so ist p' der Punkt, in welchem sich beidemale p befunden haben 
müsste, während g sich in q befindet; also müsste auch p in p' wieder 
einen Punkt seiner früheren Bahn berührt haben; gegen die Annahme. 
Endlich, wenn p wieder zu seiner Anfangslage zurückkehrt, so kehrt 
auch q zu ihr zurück; also durchläuft q während jener Bewegung die 
Kurve einmal. 

Satz 7. Die Anzahl der Punkte, in welchen eine algebraische 
Kurve den Umfang einer geschlossenen Figur schneidet, ist stets 
eine gerade. 

Beweis. Da jeder Zweig einer algebraischen Kurve entweder in 
sich geschlossen ist oder nach beiden Seiten ins Unendliche hin sich 
erstreckt, so muss jeder Zweig, der in das Innere der Figur hineingeht, 
auch wieder aus demselben herausgelangen; mithin muss die Anzahl 
der Kurvenstücke, welche den Umfang schneiden, gerade sein, folglich 
auch die Anzahl der Punkte, in welchen die Kurve den Umfang 
schneidet, indem, wenn m Kurvenzweige durch denselben Punkt des 
Umfangs gehen, dieser als ein m-facher Punkt gerechnet wird. 

§4. 

Entsprecliende Dreiecke, welche einer Kurve dritter Ordnung 
eingesclirieben sind. 

Wenn die Richtung, in welcher eine gerade Linie in einer Ebene 
durchlaufen wird, bekannt ist, so ist dadurch auch ihre recMe oder 
linke Seite bestimmt. Ich sage, ein Punkt c liege von der geraden 
Linie ah aus nach rechts j wenn man, um auf zwei geradlinigen Wegen 
von a über h nach c zu gelangen, nach recMs hin abbiegen muss. 

Sats 8. Wenn eine gerade Linie (^pq) sich um einen festen 
Punkt (c) dreht und zwei Punkte in ihr {p und q) sich in zwei festen 
Geraden {A und JS) bewegen, welche während der Bewegung nie mit 
jener beweglichen geraden Linie (pg) zusammenfallen, so bewegen sich 
beide Punkte (p und q) von der beweglichen Linie aus nach derselben 
Seite, wenn der Drehpunkt (c) ansserhalh dieser Punkte liegt, und nach 
entgegengesetzter, wenn innerhalb. 
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Satz 9. Wenn die Schenkel eines Winkels (cgia) sich um zwei 
feste Punkte (c und d) drehen und der Scheitelpunkt desselben (g) 
sich in einer festen geraden Linie (ß) bewegt , welche während der 
Bewegung mit keinem der Schenkel zusammenfällt^ so bewegt sich 
der Scheitelpunkt (g) Yon den beiden Schenkeln (cg und aq) aus nach 
derselben Seite^ wenn die gerade f Linie (J5) nicht in den Winkel hinein- 261 
geht^ und nach entgegengesetzten Seiten^ wenn sie hineingeht. 

Nach diesen vorbereitenden Sätzen^ von welchen die beiden letzten 
keines Beweises bedürfen^ schreite ich nun zu dem Hauptsatze: 

Satz 10. Zu jedem Dreiecke ahc, welches einer Kurve dritter 
Ordnung eingeschrieben ist und dessen Seiten nicht Tangenten sind^ 
giebt es ein^ aber auch mir ein entsprechendes Dreieck a^\c-^^^ dessen 
Seiten die entsprechenden des ersteren in Punkten der Kurve schneiden 
and von dessen Ecken jede mit der entsprechenden in demselben 
Kurvenzuge liegt. 

Beweis. Es seien a, ß, y die Punkte, in welchen die Seiten he^ 
ca^ ah beziehlich die Kurve zum drittenmale schneiden, und Ä^ JB, C 
seien die Tangenten der Kurve in den Punkten a^ b, c. Nun bewege 
sich von a aus ein Punkt p auf der Kurve, also von a aus in der 
Richtung der Tangente Ä. Man ziehe die gerade Linie ^p, welche die 
Kurve zum drittenmale in q treffen mag, so bewegt sich q von b aus 
in der Richtung der Tangente B. Ferner ziehe man die gerade Linie 
aq^ welche die Kurve zum drittenmale in r treffen mag, so bewegt 
sich r von e aus in der Richtung der Tangente G. Endlich ziehe 
man die gerade Linie /3r, welche die Kurve zum drittenmale in p^ 
treffen mag, so bewegt sich p^ von a aus in der Richtung der Tangente Ä. 
Auch p bewegte sich von demselben Punkte a aus in der Richtung 
derselben Tangente Ä, Es lässt sich aber leicht zeigen, dass p und p^ 
von a aus nach entgegengesetzten Seiten sich bewegen. In der That, 
wenn m von den drei Punkten a, ß^ y innerhalb der Seiten des Drei- 
ecks abe liegen und n von den drei Tangenten JL, JS, C nicht in das 
Dreieck abe hineingehen, so werden, da der Annahme gemäss die 
Seiten des Dreiecks abe keine Tangenten sind, 3 — n von den Tangenten 
Äy B, C in das Dreieck hineingehen, ebenso aber diejenigen m Curven- 
theile, welche die (unverlängerten) Seiten des Dreiecks treffen. Also 
wird, nach Satz 7, m -|- 3 — n eine gerade Zahl sein, folglich m — n 
eine ungerade^ mithin auch m -\- n eine ungerade Zahl sein. 

Betrachtet man nun der Reihe nach die Seiten (rechte oder linke), 
nach welchen sich p und q von ab aus, q und r von bc aus, r und ^^ 
von ea aus und p^ von ab aus bewegen, {so} zeigt sich klar, nach Satz 8, 
dass p und q von ab aus dann und nur dann nach entgegengesetzten 

G-rassmann, Werke. II. 15 
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Seiten sich bewegen^ wenn y innerhalb der Seite ah liegt; dasselbe 
gilt für die Bewegung von q und r von hc aus und für die von r 
und p-^ von ca aus. Ferner wird q, nach. Satz 9^ von ah und hc aus 
262 sich dann und nur dann nach f entgegengesetzten Seiten bewegen^ 
wenn die Tangente B nicht in das Dreieck hineingeht-, und dasselbe 
gilt für die Bewegung des Punktes r von hc und ca aus sowie des 
Punktes p^ von ca und ah aus. Folglich wird sich die Seite ^ nach 
welcher die Bewegung in den sieben oben genannten Fällen erfolgt^ 
(m -|- ^)-mal umkehren^ also^ da m -f- n ungerade ist^ im siebenten Falle 
entgegengesetd sein wie im ersten; das heisst: p^ bewegt sich von ah 
aus nach entgegengesetzter Seite wie p. 

Lässt man nun den Punkt p von a aus den ganzen Kurvenzug, in 
welchem a liegt^ einmal durchlaufen^ so durchläuft^ nach Satz 6^ der 
Punkt q gleichfalls einen Zug der Kurve einmal^ und weil q^ so auch r^ 
und weil r, so auch 2^1» Folglich durchlaufen p und p^ von a aus 
nach entgegengesetzten Seiten den Zug^ in welchem a liegt ^ einmal^ 
müssen sich also in einem zweiten Punkte dieses Zuges begegnen^, aber 
auch in keinem dritten. Es sei a^ dieser Punkt; und mögen q und r, 
während jp iu % übergeht, in h-^ nnd c^ übergehen, so ist a^h^C-^ das 
entsprechende Dreieck, dessen Seiten die entsprechenden des Dreiecks 
ahc in den Kurvenpunkten cc, ß, y schneiden und dessen Ecken mit 
den entsprechenden in denselben Kurvenzügen liegen. Ausser ihm. 
giebt es kein anderes Dreieck dieser Art, q. d. e. 

Zusatz, Wenn die drei Punkte ((x, ß, y)^ in welchen die Seiten 
eines Dreiecks (ahc) die Kurve zum drittenmale schneiden, in gerader 
Linie liegen nnd jeder dieser Punkte mit der gegenüberliegenden Ecke 
(a mit a, ß mit &, y mit c) in demselben Kurvenzuge liegt, so streckt 
sich das jenem Dreieck entsprechende {Dreieck} in die gerade Linie, 
welche jene drei Punkte (a, /3, y) verbindet, aus; und es giebt dann 
ausserdem kein Dreieck, welches dem gegebenen {cthc) in der genannten 
Weise entspricht. 

§5. 

Allgemeinheit der Kurven dritter Ordnung, welche durch die 
Gleichung (3) dargestellt werden. 

Es sei eine beliebige Kurve dritter Ordnung gegeben, um sie 
auf die Gleichung (3) zurückzuführen, zeichne man in demjenigen Zuge 
derselben, der die Wendepunkte enthält, ein beliebiges Dreieck, dessen 
Seiten jedoch nicht Tangenten sind; dann müssen die dritten Durch- 
schnittspunkte der Seiten und der Kurve in demselhen Zuge liegen. 
Sollten diese drei Durchschnittspunkte etwa in gerader Linie liegen. 
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SO ist nacb. obigem Zusätze das angenommene Dreieck das einzige dem- 
selben Zuge eingescbri ebene ^ dessen Seiten f durch jene drei Durch- 263 
Schnittspunkte gehen. Verändert man also in dem genannten Zuge 
das Dreieck auf beliebige Weise ^ jedoch so^ dass zwei seiner Seiten 
durch zwei jener Durchschnittspunkte gehen ^ so kann die dritte Seite 
nicht den dritten Durchschnittspunkt treffen. 

Hat man nun das Dreieck so angenommen^ dass seine Seiten nicht 
Tangenten sind^ so hat man in jedem Falle ein Dreieck ahc erlangt^ 
dessen Seiten, ohne Tangenten zu sein, die Kurve zum drittenmale in 
drei Punkten a, ß^ y schneiden, welche nicht in. gerader Linie liegen. 

Jetzt konstruire man das entsprechende Dreieck ci-J:)^c^, dessen 
Seiten sich mit den entsprechenden des Dreiecks ahc in den Kurven- 
punkten a, ß^ y schneiden. Dies ist nach § 4 stets möglich. Man 
setze \c^^Aj c^a-^^B, a^\^C^ so ist der geometrische Ort 
eines Punktes x, welcher der Gleichung 

(3) ocaÄ . xhB . xcC = 

genügt, eine Kurve dritter Ordnung, welche mit der gegebenen die 
neun Punkte a, &, c, a^, &^, q, a, /3, y gemein hat. Es bleibt also 
nur noch zu zeigen, dass diese neun Punkte von der Art sind, dass 
durch sie eine Kurve dritter Ordnung vollkommen bestimmt wird, das 
heisst, dass zwei Kurven dritter Ordnung, deren jede durch diese neun 
Punkte geht, mit einander zusammenfallen. 

Zu dem Ende berufe ich mich auf folgenden allgemein bekannten Satz: 
Wem^ sivei Linien dritter (n4er) Ordmmg sicli in neun (in n^)^ 
aber auch nicht in mehr JPimMen treffen y tmd man nimmt ^u acht 
{^li j n {n + 3) — 1) derselben einen Pimlä hin^u, ^velcher nicht jenen 
beiden Linien dritter (n-ter) Ordnung gemsin ist^ so ^vird durch diese 
neun {durch diese \n(n -{- 3)) P^mMe eine Linie dritter (n-ter) Ord- 
mmg unter allen Umständen vollkommen bestimmt. 

Legt man nun durch die drei Punkte b^ c^ a eine Gerade, ferner 
eine zweite Gerade durch die drei Punkte q, a^, ß und eine dritte 
Gerade durch die drei Punkte a, y, b, so bildet der Verein dieser drei 
Geraden eine Linie dritter Ordnung, welche mit der gegebenen Kurve 
dritter Ordnung ausser den genannten Punkten ^ unter denen b, als 
Doppelpunkt der einen, zweimal gerechnet werden muss, keinen Punkt 
weiter gemein hat, weil jede Kurve dritter Ordnung von einer geraden 
Linie in nicht mehr als drei Punkten getroffen werden kann. Der 
Punkt b-^ kann nun in keiner jener drei Geraden liegen, weil sonst 
diese Gerade die Kurve in vier Punkten treffen würde- also ist b^ nicht 
beiden Linien dritter Ordnung gemein, während die übrigen acht Punkte 

15=-= 
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264 a^ ij Cy a^, q^ a, ß, y beiden gemein sind. Somit wird nach dem an- 
geführten Satze durch die nenn Pnnkte a, h, c^ a^, h-^, c^^ a^ ft y eine 
Linie dritter Ordnnng vollkommen bestimmt; das heisst^ zwei Linien 
dritter Ordnung^ welche diese neun Punkte gemein haben^ sind identiscJi; 
also ist die gegebene Kurve mit dem durch die obige Gleichung (3) 
bestimmten geometrischen Orte des Punkts x identisch; folglich lässt 
sich jede Kurve dritter Ordnung durch eine Grieichung von der Form 
(3) darstellen. Das heisst: 

Jede Kurve dritter Ordnung lässt sich als geometrischer Ort eines 
PunMes erzeugen, dessen Verbindungslinien mit drei festen PunMen drei 
feste gerade Linien in drei PunMen schneiden, die in gerader Linie 
liegen; und zwar Icommt es su dem Ende nur darauf an, das Dreiech 
der festen PunMe und das der festen Geraden so anzunehmen , dass sie 
der Kurve eingeschrieben sind und dass die entsprechenden Seiten beider 
a%if der Kurve sich begegnen, 

Bemerkung. Hr. Bellavitis behauptet, dass sich durch die Glei- 
chung (3) nur solche Kurven dritter Ordnung darstellen lassen, welche 
schon durch sechs beliebige Punkte bestimmt sind, das heisst, welche 
schon bestimmt sind, wenn nur sechs Punkte gegeben sind, durch 
welche sie gehen sollen. An diesem Resultate hätte Hr. Bella- 
vitis schon um deswillen sich stossen sollen, weil es keine Kurve 
dritter Ordnung giebt, die durch sechs Punkte auf lineale Weise be- 
stimmt wird. 

Die Art, wie er zu seinem Resultate gelangt, ist im Wesentlichen 
folgende: Wenn nämlich sechs Punkte a, 6, c und a-^, b^, c^ gegeben 
sind, so sind auch die Linien J., jB, C als Seiten des Dreiecks a^ &, c, 
also alle konstanten Elemente der Gleichung (3), mithin auch die 
durch sie dargestellte Kurve dritter Ordnung bestimmt, und folglich 
(so schliesst Hr. Bellavitis weiter) ist diese Kurve dritter Ordnung- 
schön bestimmt, wenn sechs Punkte a, 6, c, %, ö^, c^ gegeben sind, 
welche in ihr liegen sollen-, und dies ist der Fehlschluss. Mcht da- 
durch schon ist jene Kurve bestimmt, dass die genannten sechs Punkte 
in ihr liegen sollen, sondern erst dadurch, dass die sechs Punkte auch 
in der verlangten- Weise in ihr liegen sollen, nämlich in der Weise, 
dass die entsprechenden Dreiecke abc und a^b^c^ sich auf der Kurve 
begegnen- wie ich dies auch schon in der oben angeführten Abhand- 
lung (Bd. 36, S. 180 {hier S. 77}) bemerkt habe. Also, so wenig 
man daraus, dass ein Kreis durch die Endpunkte eines Durchmessers 
bestimmt wird, schliessen darf, dass der Kreis schon durch zwei be- 
liebige Punkte bestimmt werde, ebenso wenig kann jener Schluss 
265 Geltung f haben. Ganz dieselben Fehlschlüsse wendet Hr. Bellavitis 
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an, um die Allgemeingültigkeit der beiden andern Konstrnktions- 
methoden zu bestreiten, wobei er auf die von mir gegebenen Beweise 
der Allgemeinheit keine Rücksicht nimmt. 



§ 6. 

Zusammenhang zwischen den verschiedenen linealen Erzeugungs- 
weisen einer Kurve dritter Ordnung. 

Es wird dieser Zusammenhang am klarsten sich ergeben, wenn 
ich zeige, wie sich alle andern linealen Erzeugungsweisen auf eine der- 
selben, zu welcher ich die durch die Gleichung (2) dargestellte nehme, 
direkt zurückführen lassen; nämlich in der Art, dass man, wenn man 
die gegebene Erzeugungsweise gleichfalls durch eine lineale Grleichung 
darstellt, aus den konstanten Elementen dieser Gleichung stets solche 
Elemente ableiten kann, welche, in die Gleichung (2) gesetzt, diese der 
gegebenen gleichbedeutend machen. Nun habe ich in dem angeführten 
Aufsatze (Bd. 36, S. 178 {hier S. 75}) folgenden Satz bewiesen: 

Der geometrische Ort des PitnMes x, der durch die Gleichung 
xaAa-^ . xl)B\ . xe == 

bestimmt wird, ist eine Linie dritter Ordnung, ivelehe durch folgende 
neun Punkte geht: erstens durch a, h, c, zweitens durch die Ecken 
eines Vierecks, von ivelchem 0ivei einander qeqen- 

. ^ . . l"^ig- 33. 

itberliegende Seiten in den geraden Linien aa^ 
und A und die 'beiden andern in den geraden 
Linien hh^ und B liegen, und endlich durch 
die beiden Punkte, in welchen a^c die Seite A 
und b^c die Seite B schneidet, 
und den umgekehrten Satz: 

Werden in einer Seite eines Vierecks zwei 
beliebige Punkte a und a^ angenommen, wahrend 
die gegenüberliegende Seite in der geraden Linie ;a 
A liegt; sind ferner in einer dritten Seite zivei 
beliebige Punkte b und b-^ angenommen, wäh- 
rend die gegenüberliegende Seite in der geraden Linie B liegt, und ist c 
ein beliebiger Punkt, der nicht in den Vierecksseiten liegt, so ist 
xaAa^ . xbBb^ . xc == 

die Gleichung derjenigen Kurve dritter Ordnung, ivelche durch die Ecken 
des Vierecks und durch den Punkt c geht, und die Vierecksseiten ausser- 26(; 
dem in den Punkten a, b imd in denjenigen s^vei Punkten trifft, in 
welchen die Geraden a^c und b^c die gegenüherliegenden Seiten A und B 
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schneiden; imd 0tvar giebt es ausser dieser Kurve Imne andere Kurve 
dritter Ordnung, welche durch die heseichneten neun Funläe ginge. (Siehe 
Fig. 33.) 

Jede lineale Erzeugung einer Kurve dritter Ordnung lässt sich nun 
(siehe Bd. 42, S. 190 {hier S. 83 f.}) durch ein gleich Null gesetztes 
Produkt darstellen^ welches mit dem konstruirenden Punkte x beginnt 
und schliesst und ausserdem eine Reihe abwechselnder Punkte und 
gerader Linien als Faktoren enthält, die mit einem Punkte beginnt 
und schliesst, während einer der übrigen Faktoren der Reihe von dem 
Punkte X im ersten Grade abhängt, also in der Form 

(4) xdl\fx=^Qi, 

wo A eine Reihe abwechselnder gerader Linien und Punkte ist, von. 
denen einer noch den Punkt x als Faktor enthält. 

Es seien e und g zwei beliebige Punkte der Kurve (4), von der 
Art, dass keine drei der vier Punkte d^ e, j\ g in gerader Linie liegen. 
Durch Konstruktion lässt sich leicht der dritte Punkt finden, in wel- 
chem jede Seite des Vierecks defg die Kurve schneiden muss. Wird 
zum Beispiel der dritte Punkt x gesucht, in welchem die Seite ed die 
Kurve schneidet, so fällt die Gerade xd mit ed zusammen und die 
Gleichung (4) verwandelt sich in 
(5) edkfx==0. 

Da dieselbe nur noch vom ziveiten Grade in Bezug auf x ist, so ist 
der geometrische Ort von x ein Kegelschnitt. Li diesem Kegelschnitte 
liegt (nach Regel 2) der Punkt f; ferner aber auch der Punkt e, indem 
e der Annahme zufolge ein Punkt der Kurve (4) ist, also, statt x ge- 
setzt, der Gleichung (4) und mithin auch der Gleichung (5) genügt. 
Es lassen sich nun beliebig viele neue Punkte dieses Kegel- 
schnittes lineal konstruiren. Es seien Ä;, ?, m drei neue Punkte des- 
selben. Bildet man das Sechseck xeMmf^ so liegen, nach dem Pascal- 
schen Satze, die Punkte xe . ?m, eh . mf, kl . fx in einer geraden Linie, 
das heisst es ist 
(6) xeQm) (ek . mf) (kl) fx = 

die Gleichung des Kegelschnitts, der durch die fünf Punkte e, k^ ?, m, /* 
geht, also mit dem Kegelschnitte (5) identisch ist. Es ist demnach 
der gesuchte Punkt x derjenige, in welchem die Gerade ed den Kegel- 
267 schnitt ausser {in} e noch f trifft. Da x in ed liegt und nicht mit e 
identisch ist, so ist die Gerade xe mit de identisch, und die Gleichung 
(6) verwandelt sich in 

de (Im) (ek . mf) Qd)fx = 0; 



Hosted by 



Google 



Chasles' Erzeugung der Kurven 3. Ordnung. 231 

das heisst, der Punkt x liegt in der Geraden de (Im) (eh . mf) (ld)f'^ er 
liegt aber aucli in der Geraden de^ also im Durchsclinitt beider^ das 
heisst^ wenn man diesen Punkt jetzt mit a bezeichnet^ so ist 

(7) a ^ de (Im) (eJc . mf) (lü)f(de). 

Ganz auf dieselbe Weise finden sich die dritten Punkte^ in welchen 
die Seiten ef, fg, gd die Kurve (4) schneiden. Sie mögen beziehlich 
durch 1), lij i bezeichnet werden (siehe Fig. 33). Dann ist^ wie be- 
kannt, auch der Durchschnitt von ah und 5?" ein Punkt der Curve. 
Endlich sei c ein beliebiger zehnter Punkt der Kurve (4), und es werde 
fg durch A^ dg durch JB^ der Durchschnitt von he und de durch % 
und der Durchschnitt von ic und ef durch &^ bezeichnet-, dann ist 
nach dem obigen Satze die Gleichung 

(8) xaAa-^ . xl)B\ . xe = 

die einer Kurve dritter Ordnung, welche durch die neun Punkte a . . . i 
geht; und zwar ist diese Kurve, nach jenem Satze, die einzige dritter 
Ordnung, welche durch die neun Punkte geht. Aber auch die Kurve 
(4) geht durch diese neun Punkte, also ist die Kurve (4) mit der 
{Kurve} (8) identisch; mithin ist auch die Gleichung (4) mit der 
Gleichung (8) gleichbedeutend; und die Aufgabe der Umwandlung 
ist gelöset. 

Als Beispiel der Umwandlung nehme ich die von Hrn. Bellavitis 
aufgestellte Gleichung 

(9) xeDpEdF(xfB) .xdC=0 

an, in welcher noch Ff und JBd gleich Null gesetzt sind (siehe Fig. 33), 
und welche nach ihm die erste allgemeine Auflösung des Problems der 
linealen Erzeugung der Kurven dritter Ordnung darstellen soll, und 
zwar diejenige, welche Chasles in dem angeführten Aufsatze ange- 
geben hat. 

Es lässt sich diese Gleichung (Regel 3) wie folgt schreiben: 
xeDpEdF(xdG) Bfx = 0, 

wobei sich annehmen lässt, dass von den konstanten Faktoren keine 
zwei auf einander folgende ineident sind, weil sonst (Bd. 42, S. 197 
{hier S. 90 f. |) die Linie in eine gerade Linie und einen Kegelschnitt 
zerfallen würde. Punkte jener Kurve sind (Regel 2) d^ e, f. Ferner 
ist auch g ^^ BC ein Punkt derselben. Denn dann f ist x mit J5268 
und ineident; also verwandeln sich dann xdC und xfB^ wenn sie 
nicht selbst Null sind (Regel 2, 4, 5), beide in g, folglich wird 
xdG(xfB) = (Regel 2). Um den dritten Punkt a, in welchem de 
die Kurve schneidet, zu finden, muss man in obige Gleichung a statt x 
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und statt ae und ad das mit ihnen identische de setzen; dann wird 
deDpEdF(deG) Bfa = Oj also, da a auch in de liegt: 

a^deDpEdF{deC)Bf{de)', 
und ebenso findet sich für den dritten Punkt h^ in welchem ef die 

Kurve trifft: 

h = efBpEdF{efB) Cd{ef). 

Es mögen jetzt die dritten Punkte h und i gesucht werden, in 
denen fg und gd die Kurve treffen. Setzt man, um den dritten Durch- 
schnittspunkt h in fg zu finden, h in die Gleichung (9) statt x, so 
erhält man, da h in fg liegt, xf^hf^fg] und da g mit B wie mit 
C incident ist, so ergiebt sich xfB ^fgB^g (Regel 4, 5) und 
xdG{xfB) E^ xdOg e::e xdg . G (Regel 4). Sollte xdg Null sein, so 
müsste X in dg wie in fg^ also in g liegen. Um also den dritten 
Durchschnittspunkt zu finden, muss man xdg ungleich Null annehmen; 
dann erhält man xdG ,{xfB) ^ G (Regel 5) und somit heDpEdFG==0 
oder umgekehrt (Regel 3) FGdEpDeh = 0'^ folglich, da h auch in f^ liegt: 

h~FGdEpDe{fg) 
und ebenso: 

i~BFdEpDe{gd). 

Ferner ist auch CF ein Punkt der Kurve. Denn setzt man GF 
statt ^, so wird xdG^FGdG^FG (Regel 6), und xfB wird 
^ CFfB^i Gf . FB (Regel 4), da /* nach der Annahme mit F inci- 
dent ist. Ist nun Gf nicht Null, so kann man es (nach Regel 5) 
weglassen. Also wird xfB entweder zu Null oder e^ FB'^ also 
xfB . (xdG) entweder zu Null oder ^ FB{FG) = F (Regel 2, 4, 5). 
Somit erhält man dann 

xeDpEdF{xfB) . xdG = xeDpEdFF = (Regel 2), 
also ist x^ FG ein Punkt der Kurve. Dieser werde ^ c gesetzt. 
Wird nun, wie oben, gf^ Ä, hc . de^ %, ic . ef == \ gesetzt, so ist 

die Gleichung 

xaAa^ . xhB\ . xc = 

gleichbedeutend mit der Gleichung (9). Also folgt Nachstehendes: 

269 Die Gleichung 

xeDpEdF{xfB),xdC=0, mit Ff==Bd = 0, 

ist gleichbedeutend mit der Gleichung 

xaAa^ . xhB\ . xc == 0, 
wo 

a^deDpEdF{deG)Bf{de), h = efDpEdF{efB)Gd{ef), c = FG, 

Ä^BGf a^=cdEpDeÄc{de), \ = BFdEpBeBc{ef) 
ist. 
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§ 7- 

Lineale Erzeugung einer Kurve dritter Ordnung aus neun 
beliebigen Punkten. 

Entwurf der Auflösung. Jede lineale Erzeugung einer Kurve dritter 
Ordnung kann durch eine Gleichung von der Form 

PQB = 

dargestellt werden, in welcher P, Q, B entweder drei gerade Linien 
oder drei Punkte sind, die in beiden Fällen in Form von Produkten 
vorkommen, deren jedes den konstruirenden Punkt x einmal als Faktor 
enthält. 

Es seien nun a, h . . . i die neun Punkte, durch welche die durch 
jene Gleichung darzustellende Kurve gehen soll. Es giebt stets drei 
Punkte, die statt x gesetzt ein solches Produkt PQ zu Null machen; 
und die konstanten Faktoren in P und Q lassen sich so annehmen, dass 
a, 6, c diese drei Punkte sind. Ferner wird B durch den Punkt d zu 
Null gemacht, wenn man dem B die Form xd . . . giebt. Setzt man 
nun in P^ statt x nach und nach die Punkte e . . . i und ebenso 
in xd^ so stellt PQ nach und nach fünf Elemente dar und xd 
einen Büschel von fünf Strahlen. Es lassen sich aber im Allgemeinen 
aus fünf gegebenen Elementen fünf gegebene Strahlen eines Strahl- 
büschels projektivisch, das heisst, durch fortschreitende Multiplikation 
mit einer Reihe abwechselnder Punkte und Linien ableiten; und zwar 
sind diese Punkte und Linien lineal konstruirbar. Es sei A diese 
Reihe fortschreitender Faktoren, so stellt das Produkt PQ/K eine gerade 
Linie dar, welche mit der geraden Linie xdj sobald man statt x irgend 
einen der fünf Punkte e , . . i setzt, zusammenfällt. Also ist für diese 
fünf Punkte: 

(10) PQhx = 0. 

Aber auch für die vier Punkte a, &, c, d wird diese Gleichung 
erfüllt; für a, &, c, da für sie das Produkt PQ Null ist, und für d^ 
da PQI\j wenn es nicht Null ist, eine durch d gehende gerade Linie 
darstellt, also PQAd stets Null ist. Die Gleichung (10) stellt nun 
aber eine Kurve dritter Ordnung f als Ort von x dar, und da die 270 
neun Punkte a , . . i, statt x gesetzt, jener Gleichung genügen, so 
geht die Kurve durch die gegebenen neun Punkte, und die Aufgabe 
ist gelöset. 
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§ 8. 
Fortsetzung« 

Um eine specielle Lösung der Aufgabe zu geben^ will ich an- 
nehmen^ es solle die lineale Konstruktion der Kurve ^ die durch die 
neun Punkte a . . . i gehen soU^ durch eine Gleichung von der Form 
(2) ausgedrückt v^erden, zu welcher jedoch^ um die Lösimg zu verein- 
fachen^ zunächst noch zwei Faktoren Ic und C hinzugefügt werden 
mögeUj so dass sie die Form 

(11) xaÄa^ . xl)B]cC\ . xc = 

annimmt. Die drei Faktoren können (Regel 2) beliebig umgeordnet 
werden. Setzt man 

so nimmt die Gleichung die Form p(q^iG\) = oder (Regel 3) 

(12) p\Ckq = 

an. Der Ausdruck p wird Null für x^^ a und e^ c, weil dann zwei 
aufeinander folgende Faktoren kongruent werden (Regel 2). Damit 
nun p auch noch für einen andern der Punkte a ... ij zum Beispiel 
für d, zu Null werde und für einen vierten und fünften Punkt e und /* 
sich möglichst vereinfache^ setze man 

Ä ^ dßj a^ ^ af . cd. 
Und zwar nehme man die Punkte a^ c, d^ e^ f so an, dass keine drei 
derselben in gerader Linie liegen. Dann wird erstens für x'^ d der 
Ausdruck xaAct-^'^^ da(de)a^^E^ da^ (Regel 7) '^a-^d^af(cd)d^cd 
(Regel i, 5)5 also- p eee xaÄa^ . xc^ cd , cd = (Regel 2). Ferner 
für XEE e wird p ^ ea{de)a^ . ec ^ e% . ec (Regel 7) ^e e^ weil näm- 
lich ea^c nicht Null sein kann. Endlich für x^^:^f-wiTAp^faÄ(af.cd)xf 
= Ä{af){af.cd).cf (Regel 2) =af,cf (Regel 4) =f (Regel 7). Für 
x^Eg^ h oder i gehe p beziehlich in g^^ \ oder % über; dann erhält man 
x'^a, Cj d, e, f) g, h, i, 
p^0,0, 0, e, /; g^, \, %. 
Ferner q ^ xl)JB wird zu Null für x eeI. Damit es auch für 
e und f sich vereinfache^ setze man 

B = ef 
271 und nehme h so an^ dass es nicht in ef falle. Dann wird für x^ec^ f 
der Ausdruck q auch ^ e^ f (Regel 7) ; für x^g, 1%, i werde q i 
dann erhält man 

x = h, e, f, g, h, i, 

^i = 0, e, /; g^, \, ?2. 
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Es kommt also nur nocli darauf an^ die Gleichung (12) für die fünf 
Fälle zu befriedigen^ wo 

P^e, /; g^, \, i^, 
und gleichzeitig 

ist. 

Man nehme noch C E=: ei^ an; dann wird die genannte Grleichung 
für p :=: q eze e befriedigt und für p i;:; \^ q 'ee i^ yereinfacht. Es er- 
giebt sich nämlich im ersteren Falle pi^Ckq eE: e\ . e\ . eh, was drei 
gerade Linien ^ die durch einen Punkt e gehen ^ als Faktoren enthält^ 
also Null ist. Ferner für p ^ i-^, q^ i^ erhält man 

(Regel 7), wenn nicht ii\e Null ist; im letztern Falle würde hier- 
durch für h keine besondere Lage bedingt^ im andern Falle muss Ic in 
der Geraden i^i^ liegen; dies lässt sich daher auch im ersteren Falle 
annehmen. 

Nun bleibt nur noch für die drei übrigen Werthpaare die Glei- 
chung (12) zu befriedigen; das heisst^ es muss noch 

ß^ Clcf = 0, g^\ Glg^ = 0, W CM, = 
sein; oder^ anders geschrieben (Regel 2^ 3): 

]i;fCf\ = 0, hg, Gg^\ = 0, l\ GW = 0. 

Die erste dieser Gleichungen giebt^ wenn Gf nicht Null ist^ (nach 
Regel 6) lvf\ = 0; und es ergiebt sich dann^ dass die geraden Linien 

durch einen und denselben Punkt gehen müssen ^ der dann gleich ö^ 
zu setzen ist. Sollte Gf zufällig Null sein^ so würde jene erstere Be- 
dingung wegfallen. Sollen nun jene drei gerade Linien durch einen 
und denselben Punkt gehen^ so ist dazu nöthig und ausreichend^ dass 
ihr Produkt Null sei. Also hat man zur Bestimmung yon h die 
Gleichung 
(13) kf . hg^ Gg^ . kh, G\ = 0. 

Sie ist in Bezug auf k vom dritten Grade, also ist der geometri- 
sche Ort von k eine Linie dritter Ordnung. Aber diese zerfällt in 
drei gerade Linien, f Nämlich^ erstens, wenn k in der geraden Linie C272 
liegt^ wird kg^G^E k (Regel 7); ebenso k'h^G =e k, also {geht} die linke 
Seite von (13) in kf . kg^ . k\ {über}^ was Null ist. Ferner da /* g^^ \ 
in der geraden Linie JB liegen ^ so wird^ wenn auch k in B liegt, 
kf^kg^^kh^EEB'^ also geht dann die linke Seite von (13) in 
B . BGg-^ . BG\ über, das heisst in ein Produkt dreier geraden Linien^ 
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die durch ein und denselben Punkt BC gehen; also ist ihr Produkt 
Null. Es wird also jeder Punkt h^ der in B oder C fällt ^ der Glei- 
chung (13) genügen^ und mithin muss die Linie (13) in drei gerade 
Linien zerfallen. 

Um die dritte zu finden ^ suche man zwei ihrer Punkte. Ein 
solcher Punkt ist aus der Gleichung (13) leicht zu finden^ wenn man 
sie in der Form lzfQcg^Cg^\C\lx. = schreibt (Regel 3) und den 
Punkt so bestimmt^ dass l^fQ^g^^^Qi)^ schon Null ist. Die Gleichung 
hf(kg^Cg^)h-^== sagt aus^ dass die geraden Linien hf und T^g^Cg-^ 
durch den Punkt \ gehen ^ dass heisst^ dass hfh^ = 0^ 'kg^Cg-Ji-^ ■== 
ist; oder^ diese Gleichungen umgekehrt (Regel 3), dass h-^fli = und 
\g^Cg^lc==0 ist; also liegt dann 1^ in den beiden Geraden \f und 
\g-iCg^. Der so gefundene Punkt werde mit a bezeichnet^ also 

a = \g^Cg,X\f) 
gesetzt. Aus gleichem Grunde wird der Gleichung (13) durch den Punkt 

ß = \g^G\{gJ) 
genügt^ und da diese Punkte im Allgemeinen nicht in den Geraden B 
und C liegen, so ist aß die dritte der Geraden^ in welche die Linie 
(13) zerfällt. Liegt nun Ic in dieser Geraden^ so wird der Gleichung (13) 
genügt; das heisst^ es gehen dann die drei geraden Linien hf, hg^Cg^, 
li\G\ durch einen und denselben Punkt; derselbe heisse h^, so wird 
nun die Gleichung 

xaAa-^ . xhBhC\ . xc = 

durch jeden der neun Punkte a . . , i^ wenn er statt x gesetzt wird, 
befriedigt. Denn dass die Punkte a, b^ c, d, e, i ihr genügen^ ist oben 
bewiesen; aber auch /, g^ h genügen ihr^ denn da die geraden Linien 
hf\ %2^.^i7 ^^\G\ durch \ gehen ^ so hat man^ wenn man noch für 
Icf das ihm gleiche hfCf schreibt^ die drei Gleichungen 

]cfCf\ = 0, hg, Cg^\ = 0, M, CW = 0, 
oder umgeordnet (Regel 2, 3): 

ß^C]cf=0, g,\C'kg, = 0, WGh\ = 0. 

273 Aber /*, g^^ \ waren die Werthe von p und f, g,^ \ die von q^ 
wenn x beziehlich die Werthe f] g^ h annahm, also wird die Gleichung 
(12) auch für x^f\ g, h erfüllt, mithin auch die mit (12) identische 
Gleichung (11); und die Aufgabe ist gelöst. Da übrigens h in aß 
und in i^i, lag, so hat man Je ^ (^ß(hh)) ^"^^^^ ^^ \ ^^^ ^^f ^^^ ^^^ ^^92^ 9i 
lag, so hat man \ ^ hg, Cg^ Q^f)- Somit hat sich folgender Satz ergeben: 

Wenn a , , . i neun beliehige PimUe sind, und 
Ä^de, a^^af.cd, B^ef, C^e\, h^aßii-^i,), \^kg,Cg^(]cf) 
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gesetzt ^virä, ivo g^, \, \ die PimJde sind, in ^v eiche sich xaÄa^ . xc 
verwandelt, ivenn mcm statt x nach und nach die Pimlcte g, h, i siibsti- 
tidrt, und g^, h^, i^ die Punkte, in welche sich xhB verwandelt, ivenn man 
statt X hemehlich die Punhte g, h, i setzt, und ^vo 

a = \g^ Gg^ (hj) ; ß = h^g^ C\ {gj) 
ist, so ist 

xaAa-^ . xiBhCh^ . xc = 

die Gleichung der Kurve dritter Ordnung, ^velche durch die gegebenen 
neun Punkte a . . . i geht. 

Es lässt sich die gefundene Gleichung nach § 6 nun auch auf die 
einfachere Form (2) zurückführen; was ich jedoch nicht weiter verfolge. 

Es drückt die oben gefundene Gleichung zugleich die lineale Be- 
ziehung auSj welche zwischen zehn Punkten a^ b^ . . . i, x herrschen 
muss^ damit sie in einer Kurve dritter Ordnung liegen-, also die lineale 
Eigenschaft des einer solchen eingeschriebenen Zehnechs. 

Es ist dies die einfachste Eigenschaft dieses Zehnecks, die ich 
bisher bemerkt habe, obgleich die Gleichung (11), welche dieselbe dar- 
stellt, nachdem man statt der darin vorkommenden Grössen die ange- 
gebenen Ausdrücke substituirt hat, bis nur noch die zehn Ecken des 
Zehnecks darin vorkommen, noch immer 369 Faktoren enthält, indem 
nämlich a, c, d je 62 mal, Xj &, e, /, g, h^ i beziehlich 3, 11, 51, 48, 24, 
21, 25 mal darin vorkommen. 

§9. 
Fernere Sätze über das Zehneck in einer Kurve dritter Ordnung. 

Ich theile zum Schlüsse noch einige hierhergehörige Sätze mit, 
ohne den leicht sich ergebenden Beweis beizufügen. 

I. Zwischen zehn Punkten a . . . h einer Kurve dritter Ordnung 274 
bestehen folgende Eigenschaften: 

a) Wenn man durch vier der Punkte (zum Beispiel a, b, c, d) 
sechs Kegelschnitte legt, welche ausserdem beziehlich durch je einen 
der übrigen sechs Punkte (e . . . h) gehen, so lässt sich stets ein eilfter 
Punkt (l) {der Kurve} von der Art finden, dass jene sechs Kegel- 
schnitte mit den sechs Strahlen, die von dem eilften Punkte (T) nach 
diesen sechs Punkten (e . . . h) gehen, projektivisch sind. 

b) Wenn man zwei von den Punkten (zum Beispiel a, b) zu 
Mittelpunkten zweier Strahlbüschel von je acht Strahlen macht, deren 
entsprechende Strahlen sich in den übrigen acht Punkten (c . . . k) 
schneiden, so lassen sich stets zwei Gerade -A und B finden, welche 
jenen Strahlbüscheln projektivisch sind und welche die Beschaffenheit 
haben, dass jede Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte dieser 
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Geraden durch, den Punkt geht^ in welchem sich die diesen Punkten 
entsprechenden Strahlen jener Strahlbüscliel schneiden. 

c) Wenn man drei von den Punkten (zum Beispiel a^ h^ c) zu 
Mittelpunkten dreier Strahlbüscliel Yon je sieben Strahlen macht, deren 
entsprechende Strahlen sich in den sieben übrigen Punkten (d . , , h) 
treffen j so lassen sich allemal drei siebenpunktige Geraden finden, die 
beziehlich den drei Strahlbüscheln projeMivisch sind und von deren 
Punkten je drei entsprechende in gerader Linie liegen. 

d) Wenn man, wie in c)^ drei der Punkte zu Mittelpunkten dreier 
Strahlbüschel von je sieben Strahlen macht, deren entsprechende 
Strahlen sich in den sieben übrigen Punkten treffen, so lassen sich 
stets drei andere Strahlbüschel von je sieben Strahlen finden, die den 
ersteren projeMivisch sind und von deren Strahlen je drei entsprechende 
durch einen und denselben Punkt gehen. 

e) Legt man durch die zehn Punkte zwei gesonderte (das heisst 
nicht ganz oder theilweise zusammenfallende) Linien vierter Ordnung, 
so schneiden sich diese ausserdem in sechs Punkten, durch welche sich 
ein Kegelschnitt legen lässt. 

IL Umgekehrt: Wenn zehn Punkte eine der genannten fünf Eigen- 
schaften besitzen, so liegen sie in einer Linie dritter Ordnung. 

Von diesen fünf Eigenschaften habe ich die erste schon früher 
(Bd. 42, S. 208 {hier S. 103}) in entsprechender Weise für Kurven 
beliebiger Ordnung nachgewiesen, u.nd namentlich auch auf Kurven 
vierter Ordnung angewandt (Bd. 44, S. 21 ff. {hier S. 131f. }). Die 
folgenden drei Eigenschaften gehen aus den drei Hauptformen der 
linealen Gleichungen dritten Grades, wie sie an die Spitze dieses Auf- 
275 Satzes gestellt sind, f hervor. Die fünfte Eigenschaft, welche sich am 
leichtesten durch Funktionsverknüpfungen (vgl. Bd. 42, S. 204ff. {hier 
S. 95ff. )) ableiten lässt, erhält ein besonderes Interesse, wenn man als 
die betreffenden Kurven vierter Ordnung zwei Vereine von je zwei 
Kegelschnitten annimmt, von denen jeder Kegelschnitt durch fünf der 
gegebenen Punkte geht, der demselben Vereine angehörige also durch 
die fünf übrigen Punkte. Es zeigt sich diese Eigenschaft der des Sechs- 
echSy welches einem Kegelschnitte eingeschrieben ist, ganz entsprechend, 
indem sich der Pascal'sche Satz zu folgendem Satze erweitern lässt: 
Wenn man durch sechs PtmMe eines Kegelschnitts zivei gesonderte 
Linien dritter Ordnung legt^ so treffen sich diese cmsserdem in drei Funläen, 
die in gerader Linie liegen. Und nimmt man hierhei als die 'betreffenden 
Kurven zwei Vereine von je drei Geraden an, so hat man den Fascal- 
sehen Satz in der ge%v'öhnlichen Form. 
Stettin, den 15. April 1855. 
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XV. 

YerscMedene mathematisclie Bemerkungen. i 

Von 
Professor H. Crrassmami , 

am Gymnasium in Stettin. 



Grunerts Archiv, Bd. 49, Heft 1, S. 1—3 (1868). 



Bildung rationaler Dreiecke. 

Es ist bekannt j dass^ wenn in einem Dreiecke die drei Seiten 
unter sich und zu einer der Höhen in rationalem Verhältnisse stehen^ 
sich aus diesen vier Stücken eine grosse Anzahl anderer Stücke ergiebt^ 
welche gleichfalls zu jenen in rationalem Verhältnisse stehen. Man 
hat solche Dreiecke passend ^^rationale^^ genannt. Man pflegt sie durch 
Zusammensetzung zweier rationaler rechtwinkliger Dreiecke abzuleiten. 
Allein^ es ist zweckmässiger^ ihre Bildungs weise von dem rationalen 
rechtwinkligen Dreiecke unabhängig zu machen, und die Bildung des 
letzteren in jene als besonderen Fall einzuschliessen. Dies gelingt aufs 
leichteste vermittelst des folgenden Satzes^ bei welchem die Seiten und 
Winkel mit a, h, C] a, ß, y] der halbe Umfang mit p, ferner 2^ — a^ 
P — ^) P — ^ ^i^ Pi7 Ä? Psi ^^^ Radien des eingeschriebenen und der 
an die Seiten a^ h^ c angeschriebenen Kreise mit q^ q-^^^ q^^ Qs t)e- 
zeichnet^ und unter den letztgenannten acht Grössen die mit gleichem 
Index versehenen „entsprechende^^ genannt sind. 

„Wenn man aus den zwei Gruppen p^ p^^ p^^ p^ und ^^ q^^ q^, q^ 
drei beliebige auswählt, die jedoch nicht alle derselben Gruppe ange- 
hören, und unter denen keine zwei sich entsprechen dürfen, so wird 
das Dreieck stets rational, sobald die drei so gewählten Grössen in 
rationalem Verhältnisse stehen." 
Namentlich : 

„Wenn für ein Dreieck ^, p-^ , p^ in rationalem Verhältnisse stehen, 
so ist das Dreieck rational, und umgekehrt jedes rationale Dreieck 
lässt sich auf diese Weise ableiten." 
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2 jjAucli gilt dies nocli in gleicher ÄUgemeinlieit^ wenn q == 1 und 
P1P2 > 1 angenommen wird." 

Der Beweis folgt auf ganz elementare Weise entweder aus den 
Formeln 

tangf = J, tang | = |~, tang | = |^ 

verbunden mit dem Satze ^ dass sich die Tangente der Summe rational 
durch, die Tangenten der Stücke ausdrücken lässt^ oder noch einfacher 
aus der bekannten Formel 

PiP2P^ == 9^P = 9\Pi +P2+ Ps)^ 
welche unmittelbar zum Beispiel p^ aus q^ p^, p^ rational ausdrücken 
lehrt. Aus p^^ p^, p^ folgen dann aber die Seiten durch Addition je 
zweier^ p durch Addition aller drei^ und h dann =:2pQ \ a. Da man 
nun die entsprechenden Formeln auch für q^ u. s. w. hat, zum Beispiel 

PP^P^ = 9lPi = 91(P—P2— Psl 
und sich die Grössen der einen Gruppe {p^p^, . . .) umgekehrt wie die 
entsprechenden der zweiten (q^ q-^^ . . .) verhalten, so. ist damit der erste 
Satz erwiesen. Die im zweiten enthaltene Umkehr folgt sogleich 
daraus j dass durch die Grössen a, i, c, h (Höhe) die Grössen p, Pi, 
P^y P%7 ferner der Inhalt^ und also auch die Grössen q^ q^^ . . . rational 
ausdrückbar sind. Dass die Einschränkung p^p^ > q'^ hinzugefügt 
werden kann, ist darin begründet, dass im entgegengesetzten Falle q 
aufhört, Radius des eingeschriebenen. Kreises zu sein. Auch kann man 
den Beweis des Satzes darauf gründen, dass sich sin x und cos x durch 
tang j X rational ausdrücken lassen. 
Setzt man ^ = 1, so wird 

Pi + P2 

PPi — 1 

und die Seiten, Höhen, Höhenabschnitte, ^^, q^^ ^3, die Schwerlinien, 
der Radius des umschriebenen Kreises, Inhalt u. s. w. lassen sich dann 
aus p^ und p^ so leicht ausdrücken, dass man daraus treffliche Auf- 
gaben für Schüler herleiten kann. 

Ist ß ein rechter Winkel, so wird ^2 = ^ = 1? ^1^^ 

Ps--;^. ^^=i>2+i>a = ^^. i-Ps+Pi = ~^. 

also 

a:h:c = 2p,: {p,^ + 1) : {p,^ - 1), 

was die bekannten Formeln für die rationalen rechtwinkligen Dreiecke 
darbietet. 
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Leicht kann man die Rationalität der Dreiecke noch weiter treiben^ 
und zum Beispiel dem Verlangen Genüge thun^ dass ausser den vorher 
genannten Stücken auch die winkelhalbirenden Linien rational sein 
sollen. In der That, wenn ABC das verlangte Dreieck ist und M 
der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises^ so hat man nur das Drei- 
eck MBC in der erst genannten Weise rational zu bestimmen^ so ist 
ABC in der zuletzt genannten Weise f rational, wie sich am leichtesten 3 
daraus ergiebt, dass sin x und cos x durch tang ^ x rational ausdrückbar 
sind. Und auf gleiche Weise könnte man die Rationalität auf noch 
höhere Grade treiben. 

Angenäherte Konstruktion von 7t. 
Entwickelt man 7t in einem Kettenbruche, so ist die zweite 
brauchbare Annäherung (wenn man als unbrauchbar diejenigen be- 
seitigt, in denen der nächstfolgende Nenner des Kettenbruches gleich 1 
ist) gleich 3^ = 3,1415929 .... Da nun 113 = 72 + 8^ ist, so er- 
erö-iebt sich daraus 

° Pig. 34. 

folgende angenäherte 
Rektifikation desKreis- 
umfanges. Man um- 
schreibe dem Kreise 
ein Quadrat ABCD 
(siehe Fig. 34), und 
sei E der Punkt, in 
welchem AB vom 
Kreise berührt wird. 
Man schneide von CD 
ein Stück CF = j CD ab, ziehe ^jP, errichte darauf in F ein Loth 
welches AD in G schneide; ziehe (t-B, errichte hierauf in E ein Loth, 
welches AD in H schneide, so ist die gebrochene Linie 

BCDH = 3 jf = 3,1415929 . . . 
des Durchmessers. 
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Denn DG = i, also AG == 1 -\- f, = '^, 



also: 



ATT 1 .113 

^J^ — 4- . -64" 



113 ? 



BCDH= 3 + ^- = 3,1415929 . 



des Durchmessers. 



(Werden fortgesetzt.) 



Grassmann, Werke. II. 
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49 Lösung der Gleichung a;'+/+z'+i('=o in ganzen 

ZaMen. 



Von 

Professor H. Grassmann, 

am Gymnaaiitm in Stettin, 



Grunerts Archiv Bd. 49, Heft 1, S. 49-^50 (1868). 



Unter vier ganzen Zahlen müssen sich, mindestens zwei angeben 
lassen^ die in Bezug auf den Modul 2 kongruent sind. Es gelte dies 
für X und y^ so gilt es nach der Gleichung 

(1) r'^-f 2/' + ^' + ^^' = o 

auch für ^ und %i. Man setze: 

(2) X = a -\- c^ y = a — c^ ^=^ — h -{- d^ u == — h — d^ 

so verwandelt sich die Gleichung (1) in a^-^dac^ — h^ — Qhd^=^0 oder 

(3) '^l:=^^hd'-~ac\ 

Man überzeugt sich leicht^ dass a und b^ abgesehen von einem gemein- 
schaftlichen Faktor^ Quadratzahlen sein müssen. Man setze daher 

(4) a = mccV b == mß^^ 
so wird 

(5) I m' {a^ — ß^) = {ßd -i' ac) {ßd — ac). 
Hierin liegt die folgende Lösung: 

jjMan setze für a^ ß, m drei beliebige ganze Zahlen, zerlege 
P == -i ^2 ^^6 ___ ^6^ j^^f beliebige Art in zwei Faktoren p und q^ und setze : 

bestimme dann a und h durch die Gleichungen (4) und x, y, z, u durch 
die Gleichungen (2), wobei man die etwa vorhandenen Nenner durch 
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Multiplikation mit dem Generalnenner wegschafft: so ist die Gleichung (1) 
in ganzen Zahlen gelöst." 

Man kann die Nenner auch dadurch entfernen ^ dass man für d 
und c (nach ihrer Reduktion) ihren Generalnenner g bestimmt, und 
für m, p, q ihr ^-faches, also mg, pg, qg setzt. Man kann daher^ un- 
beschadet der Allgemeinheit, die gebrochenen Werthe für c und d, 
ebenso aber auch die negativen für a^ h^ c^ d, ausschliessen, und an- 
nehmen , dass die zwei Zahlen a und ß^ und ebenso die drei Zahlen 
nij p, q keinen gemeinsamen Faktor haben, indem ein solcher im ersten 
Falle zu m gezogen, im letzten ganz unterdrückt werden kann, Bei- 
spiele mögen das Verfahren erläutern. 

Ist a = /3 == 1 , so erhält man die selb styer ständliche Lösung 
x^ -\- y^— x^ — y"^ -=^ 0. Ist c^ = 2, /3 = 1, so wird P = m^ . 21 = pq, 
was yier brauchbare Zerlegungen gestattet, nämlich 

T = 2\m? . 1 -= 21 . m^ = Im^ . 3 =- 7 . Sm^ 
(welche für m = 1 paarweise zusammenfallen). Die erste Zerlegung 
giebt stets brauchbare Lösungen, wenn m ungerade ist; zum Beispiel 
für m = 1, 3, 5 erhalten 

X y ^. u die Werthe: 

9 — 1 10 ™ 12 

59 —35 92 —98 

151 — 111 258 —268; 
die zweite {21. wF), wenn m ungerade, aber weder durch 3 noch 
durch 7 theilbar ist, zum Beispiel für m = 5, 11, 13: 
21 19 18 —28 

69 19 60 — 82 

89 15 82 —108; 

die dritte (7m^ . 3), wenn m ungerade, aber nicht durch 3 theilbar ist, 
zum Beispiel für m = 1, 5, 7: 

5 3 4 —6 

63 —23 84 —94 

113 —57 166 — 180; 

die vierte (7 . 3m^), wenn m ungerade, aber nicht durch 7 theilbar ist, 
zum Beispiel für m = 3, 5, 9: 

17 7 14—20 

37 3 736 — 46 

95 —23 116 —134. 
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93 Elementare Auflösung der allgemeinen Gleichung 

vierten Grades. 



Von 

Professor H. Crrassmann, 

am Gymnasium in Stettin. 



Grunerts Archiv Bd. 51, Heft 1, S. 93—96 (1870). 



Die folgende Auflösung der Gleichung vierten Grades ist einfacher 
als die mir bekannten, und eignet sich Yorzüglich zur Darstellung in 
der Schule. 

Die Gleichung sei (nach Wegschaffung des zweiten Gliedes) 

(1) X^ + aX^ -\-hX + €:=:= 0. 

Wenn es gelingt diese Gleichung auf die Form 

(2) (x^ + df — e^x-i-ff^O 

94 ZU bringen, so ist mit der Lösung der letzteren, auch die der ersteren 
gegeben. Nun giebt die Gleichung (2) nach Potenzen von x entwickelt 

^4 _|^ ^2d — e)x^~ 2efx + d^ — ef = 0. 

Diese wird der ersteren (1) identisch , wenn die Koefficienten gleich 
werden. Das giebt die Gleichungen 

(3) 2d = e-{-a, 

(4) 2ef^~~b 

und indem man die dritte d'^ — ep = c mit 4e multiplicirt und dann 
für 2d und 2ef ihre Werthe (aus (3) und (4)) einsetzt^ erhält man 
e(e + cty — b^ = 4:ec, das heisst 

(5) e^ -\-2ae^ -{- (a^ ~ 4c) e = l\ 

Da nun auch umgekehrt, wenn die drei letzten Gleichungen erfüllt 
sind, die beiden ersten identisch werden, so folgt: 

„Man suche eine beliebige der drei Wurzeln (e) der Gleichung (5), 
führe diesen Werth e in (3) und (4) ein^ so sind dadurch d und f ein- 
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deutig bestimmt. Die gefundenen drei Werthe in (2) eingesetzt, machen 
diese Gleichung mit (1) identisch, (was eine gute Probe liefert). Jetzt 
bringe man die Gleichung (2) auf die Form x^ -\- d == + ye{x -\- f), 
so erhält man durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung die vier 
Wurzeln der gegebenen Gleichung/^ 

Uebrigens ergiebt die letztgenannte quadratische Gleichung, nach- 
dem man sie mit 4 multiplicirt, und für d und f ihre Werthe aus (3) 
und (4) eingeführt hat, 

(2^=..+|/"-.^-2a-~f-, 

1 wo f = -|- ye ist. 



Wählt man aus der Gleichung (5) statt e eine der andern Wur- 
zeln %? ^2 dieser Gleichung, so müssen nach dem erwiesenen Satze diese 
dieselben vier Wurzeln der Gleichung (1) liefern. Um dies anschau- 
licher zu übersehen, führen wir die drei Wurzeln e, e^, e^ ein. Nach 
der Gleichung (5) muss e -\- e^ -\- e.^ = — ^ ci und ee^e^ = V sein, oder 
wenn e = £^, e^ = e^^, e^ = e^^ ist, so muss 8^ -f 8^^ -\- e^^ = — 2a, 
££^^2 = ip ö sein; wir wählen die Vorzeichen für £, e^^ e^ im Uebrigen 
willkürlich, aber so dass f^^^^g = — & ist. Dann verwandelt sich die 
Gleichung (6) in 

2x = 6 +y^=^' + (^' + h' + ^2') + 2^= £ + (^1 + ^2)- 95 

Hier können wir das Minuszeichen weglassen, wenn wir die obige 
Zeichenbestimmung für By Si, % festhalten. Also: 

„Wenn £, s-^, b^ drei Grössen sind, deren Quadrate die drei Wur- 
zeln der Gleichung (5) sind, und welche alle möglichen Vorzeichen (4^) 
aber mit der Einschränkung, dass bb^b^ mit h entgegengesetzt bezeichnet 
sei, annehmen können, so liefert die Gleichung 

(7) 2x = B-\- B^~\- £2 

die vier Wurzeln der Gleichung (1).^^ 

Aus dieser Gleichung tritt die Beziehung zwischen den aus den 
drei verschiedenen Wurzeln von Gleichung (5) hervorgehenden vier 
Wurzeln von (1) vollkommen in Evidenz; zum Beispiel wählen wir 
die Wurzel e^ aus Gleichung (5), so tritt '2x in den Formen 
2^ = £^ 4I (£ 4" ^2) ^"^^ 2a: = — ^1 + (^ — ^2) liervor u. s. w. 

Es sei zum Beispiel 

(1) x^ — \x^ + 2x — f^ = Qi, 

so erhält man 

(5) e^ ~ 3e2-f6e = 4-. 
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Eine Wurzel dieser Grleicliung ist e == 1 (welche sich nach der all- 
gemeinen algebraischen Methode sogleich ergiebt). Dann wird also 

(3) ^ = ~i, 

(4) f=-l. 

Also 

(2) (^2 _ i)2 _ (^ ^. 1)2 _ 0, 

deren Identität mit (1) sofort hervortritt^ also x^ — i = + (^ — 1)^ 
und somit 



(6) 2^ = — 1 + ye oder = 1 + iy2? wo i = ]^^. 

Ich füge noch zwei Bemerkungen hinzu. 

Bemerkung 1. Es ist oft wünschenswerth, Gleichungen vierten 

Grrades zu erhalten^ bei welchen die Hülfsgieichung dritten Grades (5) 

sich durch die bekannte algebraische Methode rational lösen lässt. Dies 

96 erreicht man, wenn man drei beliebige rationale f Grössen, a, U, v 

annimmt, und die Gleichung vierten Grades aufstellt: 

x^ + jccoo^ + y^t^ + ^^ — a^ + Stt^'ß: . ^ + ^ (itiv — a^) == 0, 
woraus dann e == tt -\- v — a folgt u. s. w.; so zum Beispiel war in 
obigem Beispiele a = — 1, t^ == 1, ^ == — 1. 

Bemerkung 2. Es ist die Frage, in wie weit sich die obige Methode 
auch auf beliebige Gleichungen des 2^-ten Grades anwenden lässt. 
Eine solche hat nach WegschafPung des zweiten Gliedes (mit x^^~'^) 
noch 2n — 1 Koefficienten. Ebenso viel bietet die Gleichung 
(^^ + Df — e(^^-i + Fy = 0, 

in welcher D und F ganze Funktionen des (n — 2)-ten Grades sind. 
Denn D und F enthalten je (}t — 1) Koefficienten, wozu dann noch der 
Koefficient e kommt. Man hat zur Bestimmung dieser 2n — 1 Koeffi- 
cienten also ebensoviel Gleichungen. Wenn diese Bestimmung in irgend 
einer Weise gelingt, so verwandelt sich die gegebene Gleichung in die 
oben angegebene Form. Aus ihr folgt 

;r^ + D = -ji y^(^«-i -I- i^)^ 

was dann durch Lösung einer Gleichung ^-ten Grades die 2n Wurzeln 
der gegebenen Gleichung liefert. Bis dahin ist also alles, wie bei der 
Gleichung vierten Grades. Allein die Hülfsgieichungen, durch welche 
die Umwandlung in die verlangte Form gelingt, steigen im Allgemeinen 
zu höheren Graden an, und lassen sich nur unter besonderen Be- 
dingungen auf Gleichungen des (2n — l)~ten Grades zurückführen. 
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XVIII 

Zur Theorie der Kurven dritter Ordnung. 005 

Von 
Korrespond. Mitgliede. Aus einem Schreiben an A. Clebscli. 



Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 26 vom 13. November, S. 605-^509. 



— Der Satz, den Sie in Bd. 5 Ihrer Annalen (S. 425) über das einer 
Kurve dritter Ordnung f eingeschriebene Dreieck, dessen Seiten durch 506 
drei gegebene Punkte dieser Kurve gehen, aufgestellt haben und der 
dem von mir in Grelles Journal (Bd. 52, S. 261 {hier S. 225}) mit- 
getheilten Satze entspricht, lässt sich leicht auf beliebige Vielecke mit 
ungerader Seitenzahl ausdehnen. 

Zu dem Ende gehe ich auf folgende sogleich einleuchtende Sätze 
zurück (vgl. Grelles Journal a. a. 0., S. 258 f. {hier S. 222 f.}): 

1. Die Ebene wird durch eine in ihr liegende algebraische Kurve 
in Theile zerlegt, von denen man je zv^ei (lineal) aneinandergrenzende 
als entgegengesetzt bezeichnet betrachten darf, sodass also, wenn einer 
dieser Theile als positiv angenommen wird, auch für jeden andern 
Theil unzweideutig feststeht, ob er positiv oder negativ sei. 

Nachdem diese Bestimmung getroffen ist, kann man ferner fest- 
setzen, ein Punkt, welcher sich anf der Kurve bewegt, bewege sich 
nach rechts hin, wenn der positive Plächenraum, an dessen Grenze er 
sich hinbewegt, dem mit ihm Gehenden rechter Hand liegt. Dies fest- 
gestellt, ergiebt sich sogleich: 

2. Wenn eine Gerade um einen einfachen festen Punkt einer 
Kurve n-ter Ordnung sich bewegt, so bewegen sich die n — 1 übrigen 
Durchschnittspunkte der Geraden und der Kurve abwechselnd nach 
entgegengesetzten Seiten (rechts und links). 

Da man ferner unendlich entfernte Punkte, welche vom Endlichen 
aus betrachtet (in derselben oder) in parallelen Linien liegen, als einen 
einzigen Punkt betrachten kann, so darf man sagen, ein Punkt durch- 
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laufe einen Zug der Kurve einfach^ wenn er sich, so auf ihm fortbewegt, 
507 dass er zuletzt wieder zu dem Ausgangspunkte f zurückkehrt^ ohne 
aber inzwischen irgend einen Punkt seiner früheren Bahn wieder be- 
rührt zu haben ^ wobei jedesmal, wenn der Punkt ins Unendliche vor- 
gerückt ist, er dann sogleich in entgegengesetzter Richtung (aber auf 
neuer Bahn) wieder aus dem Unendlichen dem Endlichen zustrebt. 

3, Hiernach besteht die Kurve dritter Ordnung aus zwei Zügen, 
von denen der eine durch jede Gerade in einer ungeraden^ der andere 
(der also aucb imaginär werden kann) in einer geraden Anzahl von 
Punkten geschnitten wird. Ich will den ersteren den Hmiptmg^ den 
anderen den Nebenmg nennen. 

4. Wenn eine Gerade sich um einen einfachen Punkt einer Kurve 
dritter Ordnung bewegt und einer der beiden anderen Durchschnitts- 
punkte der Geraden und der Kurve einen Zug derselben einfach durch- 
läuft, so thut es auch der andere (weil die Rückkehr des einen auch 
die des andern bedingt). 

Um nun zu dem allgemeinen Satze zu gelangen, nehme ich in 
der Kurve dritter Ordnung eine ungerade Anzahl n von einfachen 
-festen Punkten %, ag, . . . a,^^ und eine bewegliche gebrochene Linie 
x^j ^2 7 • • • ^Vi+1 ^^^; deren n -\- 1 Ecken auf der Kurve liegen und 
deren n Seiten nach der Reihe durch die n festen Punkte gehen, das 
heisst, ich ziehe von a^ durch den auf der Kurve sich bewegenden 
Punkt x-^ eine Gerade, welche die Kurve zum dritten Male in x^ 
schneidet, ziehe x^a^^ welche die Kurve zum dritten Male in x^ 
508 schneidet u. s. w., zuletzt x^a^^ welche die Kurve f noch in x^^^^^ 
schneidet. Durchläuft nun x^ einen Zug der Kurve einfach, so thut 
das (nach. 4.) auch ^g, also auch x^ u. s. w.j zuletzt x^j^^. Ferner 
müssen (nach 2.) die Endpunkte jeder Seite der Figur nach entgegen- 
gesetzten Seiten (links und rechts) sich bewegen, also, da die Seiten- 
zahl n ungerade ist, auch x^ und x^j^^. Ferner, wenn einer der Punkte 
%, ... a^ auf dem Hauptzuge liegt, so müssen (nach 3.) die Ecken 
der durch diesen Punkt gehenden Seite auf ein und demselben Zuge 
sieb bewegen, wenn hingegen einer jener Punkte auf dem Nebenzuge 
liegt, so bewegen sich die Ecken der durch diesen Punkt gehenden 
Seite in verschiedenen Zügen; wenn also m jener Punkte a^, ... i\ 
auf dem Nebenzuge liegen, so wechseln die Punkte x^^ . . . x^_^^ nach 
der Reihe m-mal den Zug, in welchem sie sich bewegen; ist also m 
eine ungerade Zahl, so bewegen sich x^ und x^.^^ in verschiedenen 
Zügen, können sich also nie begegnen; ist aber m gerade, so bewegen 
sich x^ und x^j^^ auf demselben Zage und durchlaufen ihn nach dem 
Obigen einfach und nach entgegengesetzter Seite, begegnen sich also 
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auf ihm zweimal. Da dies auf jedem der beiden Züge geschehen 
kann^ so folgt: 

Wenn auf einer Kurve dritter Ordmmg eine ungerade Anmlil n von 
Pimhten gegeben ist, von denen eine gerade Anzahl auf dem Nebenzuge, 
die übrigen auf dem Hauptmtge liegen, so giebt es vier n-Eelxe, deren 
Ecken f auf der Kurve liegen und deren Seiten einzeln durch die n ge-^m 
geienen Punide gehen. 

Von diesen vier 7^-Ecken werden nur dann zwei imagmär^ wenn 
der Nebenzug selbst imaginär wird. Wenn aber eine ungerade Anzahl 
der n Punkte auf dem Nebenzuge liegt, so ist kein Vieleck der ge- 
nannten Art möglich. 

Es liegt hierin (für n = 1) der Satz, dass man von jedem Punkte 
des Hauptzuges vier und, wenn der Nebenzug imaginär ist, zwei reelle 
Tangenten an die Kurve ziehen kann, von einem Punkte des Neben- 
zuges keine. 

Ferner kann man den Satz dahin erweitern, dass man statt jeder 
beliebigen Seite,, zum Beispiel statt der Seite x^x^, die durch a^ geht, 
einen Bogen x^X2 setzt, der einem, durch vier gegebene Punkte %, 6^, 
c^, d^ der Kurve gehenden veränderlichen Kegelschnitte angehört. Auch 
hier muss von den sämtlichen gegebenen Punkten eine gerade Anzahl 
auf dem Nebenzuge liegen. Der Beweis dieses allgemeinen Satzes ist 
ganz derselbe wie der oben für geradseitige ^-Ecke mitgetheilte, indem 
sich die Hülfssätze unmittelbar auf diesen allgemeinen Fall übertragen 
lassen, wobei Satz 3 dann aussagt, dass jeder Zug durch einen Kegel- 
schnitt in einer geraden Anzahl von Punkten geschnitten wird. 
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567 lieber zusammengeliörige Pole und ihre Darstellung 

durch Produkte. 



Von 

H. Grrassmann in Stettin. 



Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 28 vom 25. December, S. 567—576. 



An die Königliche Gesellscliaft der Wissenschaften 
zu Göttingen. 

Unter dem erschütternden Eindrucke^ welchen der für die Wissen- 
schaft unersetzliche Verlust eines der hervorragendsten Meister auf fast 
allen Gebieten der Mathematik auf mich, wie gewiss auf alle gemacht 
hat, welche seine bahnbrechenden Leistungen zu schätzen wissen, ver- 
suche ich einige der Gedanken niederzuschreiben, welche die letzten 
Arbeiten, die das unerschöpfliche Genie des Dahingeschiedenen hervor- 
brachte, und die er im letzten Hefte seiner Annalen sowie der Nach- 
richten unserer Gesellschaft niederlegte, in mir erregt haben. Nichts 
davon ahnend, dass A. Clebsch mitten aus seiner glänzenden Lauf bahn, 
568 die er mit rüstiger Jugendkraft durchschritt, f herausgerissen werden 
sollte, hatte ich ihm noch nicht zwei Wochen vor seinem Tode einen 
kurzen Aufsatz, der an eine jener Arbeiten (Annalen Bd. 5, S. 424) 
anknüpfte, übersandt*), ihm die Art seiner Veröffentlichung anheim- 
stellend, und ihm zugleich für die nächsten Wochen einen Aufsatz 
zugesagt, welcher sich auf eine mit jener ersteren eng verbundene 
Arbeit (ebendaselbst S. 422) beziehen sollte. Ich nehme mir die Frei- 
heit, diese letztere der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaft hier- 
mit vorzulegen. 

Clebsch hat in dem letzten Hefte seiner Annalen (S. 422 — 424) 
die von Hesse gefundene Eigenschaft der Polenpaare einer Kurve dritter 
Ordnung und die daraus abgeleitete Schröter'sche Konstruktion dieser 



'*) {Nr. XVIII der vorliegenden Ausgabe. ^ 
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Kurve durch drei gegebene Polenpaare behandelt und in gewohnter 
Weise durch wenige tief in das Wesen der Sache einschneidende Sätze 
und Bemerkungen die ganze Betrachtungsweise wesentlich gefördert 
Indem ich den von ihm eingeschlagenen Weg verfolgte^ gelang es mir, 
der Betrachtung noch eine andere Seite abzugewinnen, welche auch 
eine unmittelbare Anwendung auf Kurven höherer Ordnungen gestattete, 
und für diese eine Reciprocität erkennen lässt, wie sie zwischen Pol 
und Polare eines Kegelschnittes herrscht. 

Zu dem Ende wende ich eine Bezeichnung der Kurve n-ter Ord- 
nung an, welche der von Clebsch mit dem glücklichsten Erfolge ge- 
brauchten symbolischen Darstellung einer solchen Kurve nahe verwandt 
ist. Sind nämlich x^, x^, x^ Dreieckskoordinaten, bezogen auf ein 
Dreieck, dessen Ecken e^^ e^, e^ seien, und bildet man die Potenz 
(x^ -\- X2 -\- x^y und multiplicirt jedes Glied in der Entwickelung dieser 
Potenz mit f einem Koefficienten, so nenne ich mit Clebsch diese 569 
Koefficienten zugleich Koefficienten der so entstandenen Funktion (p. 
Aber statt nun die Potenz (x^ + ^2 + ^sY ^^^ Symbol dieser Punktion 
zu gebrauchen, wende ich, gemäss meiner Darstellung in der Ausdeh- 
nungslehre (von 1862, Nr. 358 { diese Ausgabe I, 2, S. 230}), ein be- 
liebiges Zeichen a oder a^ in der Weise als Symbol derselben an, dass 
dies Zeichen mit beliebigen Potenzen jener Ecken e^, e^, e^ multiplicirt 
denjenigen Koefficienten jener Funktion q) bezeichnet, welcher zu dem 
Produkte der entstehenden Potenzen von x^^ x^^ x^ gehört. Also wenn 

/^ /v /y *^ 'y "> 'Y' ' 

irgend ein Glied der Funktion cp ist, c.^^ der Koefficient von x^x^x^ in 
der Entwickelung der Potenz {x^ + ^2 + ^^T ^ ^ai ^^^ Vid^oh. dem 
Obigen der zugehörige Koefficient von 9, und a^ das Symbol von (p 
ist, so ist stets 

Wird nun endlich der Punkt x, dessen auf das Dreieck e^, e^, e^ bezogene 
Koordinaten x^^x^, x<^ sind, == x^e^-\- x^^e^ -f- x^e^ gesetzt (Ausdehnungs- 
lehre von 1844, § 116 und 117 {diese Ausgabe I, 1, S. 191—193}, Möbius 
barycentrischer Calcül), so leuchtet unmittelbar ein, dass die obige Funk- 
tion 9 genau dargestellt wird durch a^x^-^ zum Beispiel wird die Funktion 

^11*^1 I ^22*^2 \ ^33 '^S I ^^23'^2*^3 "T" ^^31*^3'^'l I ^%2'^1'^2 ""^^ ^2*^ 

sein. Wird a^x^ = 0, so ist der Ort für x eine Kurve ^-ter Ordnung, 
und wir können daher a^ f auch als Symbol dieser Kurve 'auffassen. 570 

Sind nun a und h zwei beliebige Punkte und A eine veränderliche 
Zahl, so stellt a -\- Xb bekanntlich jeden beliebigen Punkt der Geraden 
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ab där^ und die Gleiohung a^(a + yl6)*^ = liefert die n Durchschnitts- 
punkte dieser Geraden mit der Kurve a^^. Die Entwickelung giebt 

(1) a^^a^ + n . a^a'^-H . l + '^^fcJ:) a^cC'-H'' , A^ -| = 0. 

Diese Gleicbung zeigt^ dass^ wenn die m ersten Grlieder derselben 
null sind, auch, m Werthe von X null sind, also die Gei-ade ah die 
Kurve a^ in a m-punktig berührt , ferner dass, wenn die m ersten 
Glieder für jeden Werth. von & verseil winden, auch jede durch a ge- 
zogene Gerade die Kurve in a m-punktig trifft, das heisst, a ein m-facher 
Punkt ist. Setzen wir nun ein Symbol a^.^ nur dann gleich Null, wenn 
es mit beliebigen m Punkten multiplicirt Null giebt, oder, anders aus- 
gedrückt, wenn seine sämmtlichen Koefficienten null sind, so können 
wir sagen a^a^^"'^^'^ == drücke aus, dass der Punkt a ein (m -|- l)-facher 
Punkt der Kurve cc^ sei; namentlich a^a^~'^ = 0, dass a ein Doppel- 
punkt derselben sei. 

Die Glieder in der obigen Gleichung (1) stellen, wenn man i ver- 
änderlich setzt, die zu der Kurve a^^ gehörigen Polaren von a dar. 
Namentlich ist a^.^a Symbol der ersten Polare von a, welche ich schlechthin 
271 die Polare von a f nennen will, a^a^ Symbol der zweiten Polare 
von a, welche ich die Polare von a'^ nennen will, u. s. w. Ferner 
werde ich die durch das Symbol a^a-^a2 . . . a^^ dargestellte Kurve 
{n — m)-ter Ordnung die zu der Kurve a^ gehörige Polare des Vereins 
der Punkte a^, 0^2 • • •; ^m ^^^^ ^^tz die Polare von a^a^ . . . a^^ nennen. 
Diese Bestimmungen genügen, um die Polenpaare einer Kurve 
dritter Ordnung und die zusammengehörigen Pole von Kurven höherer 
Ordnung auf die einfachste Weise abzuleiten. In der That bestimmt 
die Gleichung 
(2) a^ah = 



a und h als Polenpaar der Kurve a^. Setzt man die Polare von a, 
also a^a^ = cc^, so sagt die Gleichung c^^g fe = aus, dass h ein Doppel- 
punkt des Kegelschnittes a^ ist, das heisst, dass die Polare von a in 
zwei gerade Linien zerfällt, die sich in h schneiden. Diese Eigenschaft 
haben aber die Punkte a der Hessiana von c^g, das heisst a (und also 
auch 6) liegt in dieser Hessiana, und jeder Punkt a der letzteren hat 
die Eigenschaft, dass a^ab == ist, wenn b den Doppelpunkt der 
Polare von a bezeichnet. Auch leuchtet sogleich ein, dass (falls nicht 
a^ in drei durch einen Punkt gehende Gerade ausartet) zu jedem 
Punkte a' der zugepaarte 5 genau und eindeutig bestimmt ist. 

Die Gleichung (2) lehrt alle hierher gehörigen Aufgaben aufs ein- 
fachste lösen. So liefert sie sogleich die Gleichung der Hessiana. Denn sie 
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sagt aus, dass a^ai mit jedem Punkte multiplicirt Null giebt, (und) 
dies wird erf üUt, wenn a^ a h mit dreien ein Dreieck bildenden Punkten 
^1? ^2? % t einzeln multiplicirt Null giebt, also wenn 572 

ist, das heisst, wenn h der Durchschnitt der drei Geraden cx^ae-^j cc^ae^^ 
cc^ae^ ist; die einzige Bedingung für die Hessiana ist also, dass diese 
drei Geraden sich in einem Punkte schneiden. Nun habe ich gezeigt 
(Ausdehnungslehre von 1844 § 144, von 1862 Nr. 295 { diese Ausgabe 1, 1, 
S. 243, I, 2, S. 187), dass die Bedingung, dass drei Gerade A, B, C 
sich in einem Punkte schneiden, durch die Gleichung [ABC} = dar- 
gestellt werden kann. Also ist die Gleichung der Hessiana 

wo a der diese Kurve beschreibende Punkt ist; ich werde die Hessiana 
von ^3 symbolisch mit ß^ bezeichnen. Es liegen also a und h in /jg, 
und zwar einer derselben darin ganz willkürlich; dann ist aber, voraus- 
gesetzt, dass die Curve ^g gegeben ist, der andere eindeutig bestimmt. 
Die Aufgabe, welche der Schröter'schen Konstruktion zu Grunde 
liegt, nämlich aus zwei Polenpaaren [ah und cd) ein drittes abzuleiten, 
führt hiernach auf die einfache Aufgabe zurück, aus zwei verschwin- 
denden Produkten je zweier Punkte ein drittes solches abzuleiten, und 
zwar unter Anwendung der gewöhnlichen Multiplikationsgesetze. Hierbei 
ist vorauszusetzen, dass keine drei der vier Punkte a, 5, c, d in ge- 
rader Linie liegen. Wir können a, fc, c, d als vielfache Punkte (Punkte 
mit (je) einem Koefficienten versehen) setzen; dann lässt sich d als 
Summe der drei andern darstellen, also d = a -\- b -\~ c. Die gesuchten 
Punkte seien 

so hat man, wenn = ab = cd = xy sein soll, erstens c(a-\-b -^ c) =0^ 
das heisst c^ = — ab — ?>c; und mit Benutzung dieser Gleichung 
erhält man 

xy = x^y^a^ + x^y^b^ + (y^ -\- x^ — 1) ac ~{- (y^ -\- x^ — l)bc = 0, 

wo die einzelnen Koefficienten null f sein müssen. Aus ^^^^ = 573 
folgt beispielsweise x^ = 0, dann darf aber nicht ^g verschwinden, weil 
sonst X mit c identisch wäre; also folgt dann aus X2y2 = nothwendig 
^2 = 0, und aus den beiden andern x^ = 1, ?/i = 1? ^^^ heisst, einer 
der beiden gesuchten Punkte ist c -(- &, der andere c -|- a; der Punkt 
c-\-b liegt aber erstens in der Geraden cb und zweitens, dac-|-6 = ^ — <^ 
ist, in der Geraden ad^ also im Durchschnitt beider, und aus gleichem 
Grunde der andere in dem Durchschnitte der Geraden ca und d&, was 
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die Schröter'sche (schon von Hesse augedeutete) Konstruktion ist. 
Fallen a und e in der Tangente t (an ß^) zusammen und d und h in 
der Tangente t^^ so ist der eine jener abgeleiteten Punkte der Durch- 
schnittspunkt dieser Tangenten^ also liegt aucli dieser Durchsclinitts- 
punkt stets auf der Kurve ß^. 

Aus dieser Darstellung ergiebt sich die Eigenschaft zusammen- 
gehöriger Pole für Kurven höherer Grade von selbst. Ist zum Beispiel 
a^ Symbol eine Kurve vierter Ordnung^ so stellt 

(3) a^abc = 

die Eigenschaft von drei zusammengehörigen Polen a^ h^ c einer Kurve 
vierter Ordnung a^ dar. Einer dieser Pole^ zum Beispiel a^ ist ganz 
willkürlich; dann ist aber^ wenn die Polare a^a von a gleich a^ ge- 
setzt wird, a^hc = 0, das heisst, & liegt willkürlich in der Hessiana ß^ 
von a^. Dann ist aber (falls nicht die Polare a^ in drei durch einen 
Punkt gehende Gerade zerfällt, was nur bei besonderen Arten von 
Kurven vierter Ordnung und auch hier nur für bestimmte Punkte a 
gilt) der dritte Punkt c eindeutig bestimmt. Ich will diese Kurve ß^, 
574 da sie durch die Wendepunkte f von a^ geht, der Kürze wegen die 
(zu a^ gehörige) Wendelmie des Poles a nennen; das heisst, Wendelinie 
des Punktes a nenne ich die Hessiana der Polare von a. Da man 
also die Faktoren a, &, c vertauschen kann, so haben jede drei in 
Bezug auf eine Kurve vierter Ordnung zusammengehörige Punkte die 
Eigenschaft, dass die Wendelinie jedes der drei Punkte durch die beiden 
andern geht, oder, anders ausgedrückt: Bestimmt man zu einem be- 
liebigen Pole a die Wendelinie, und nimmt auf dieser einen beliebigen 
Punkt 1) an, so geht dessen Wendelinie durch a, und beide Wende- 
linien gehen durch den Punkt c, welcher mit a und h einen Verein 
dreier zusammengehöriger Punkte bildet. 

Um die entsprechenden Beziehungen für Kurven höherer Ordnungen 
darzustellen, wird es genügen, sie noch für Kurven fünfter Ordnung 
zur Anschauung zu bringen. Hier stellt die Gleichung 
(4) ar^abcd ==0 

die Eigenschaft von vier zusammengehörigen Punkten dar. Die Hessiana 
/jg zu der Polare a^ = a^ah des Punktenpaares ab heisse auch hier die 
Wendelinie des Punktenpaares ab (in Bezug auf die Kurve a^). Es 
haben also jede vier in Bezug auf eine Kurve 5. Ordnung zusammen- 
gehörige Punkte die Eigenschaft, dass die Wendelinie je zweier unter 
ihnen durch die beiden andern geht, oder, anders ausgedrückt: 

Bestimmt man die Wendelinie zn. zwei beliebigen Punkten a und b 
der Ebene, und nimmt auf dieser Wendelinie einen beliebigen Punkt c 
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an und sucht dann zu a, b, c den dadurch bestimmten Punkt d^ welcher 
mit ihnen einen Verein Yon vier zusammengehörigen Punkten bildet^ 
so geht jede Wendelinie f von zweien dieser Punkte durch die beiden 575 
andern. Hierbei ist vorausgesetzt^ dass die zu zweien dieser Punkte 
gehörige Polare nicht in drei durch einen Punkt gehende Linien zer- 
fällt, was nur für eine begränzte Anzahl von Punktenpaaren der Fall 
sein kann. 

Es sind hier überall nur diejenigen Gleichungen in Betracht ge- 
zogen, wo das Symbol der Kurven n-ter Ordnung mit n — 1 Punkten^ 
multiplicirt war, so dass überall nur eine der Faktorstellen unausgefüUt 
bleibt. Sollen mehr, zum Beispiel m der Faktorstellen unausgefüUt 
bleiben, so muss man, um zu einfachen Resultaten zu gelangen, zu- 
nächst einen andern Weg einschlagen, den ich hier nur andeuten will. 
Man hat nämlich dann eine Grösse P^^ einzuführen, welche nicht un- 
mittelbar aus m Punktfaktoren besteht, sondern vielmehr aus solchen 
Produkten numerisch abgeleitet ist-, {man hat} also zum Beispiel 

-^2 ""^ %1% ~r^22^2 "1 ^33^3 l ^23^2^3 "T %1^3% I %2^1^2 

zu setzen, wo a^^, a^^, . . . Zahlen sind. Hat man zum Beispiel 
a^aP^ = 0, wo (^5 wieder ein Symbol einer Kurve 5. Ordnung ist, so 
hat man als Ort für a eine Kurve 6. Ordnung, welche die gleich Null 
gesetzte Determinante der sechs Gleichungen 

a^aP^e^^ = 0, a^^aP^e^^ = 0, . . ., a^aP^e^e^ == 0, . . . 

in Bezug auf die sechs Unbekannten a^^, a^2> • • •? %2 i^^- -^^^ sieht 
sogleich, dass diese Determinantengleichung für a^a^'^P^ = vom 
6(^. — 4)-ten Grade ist. Die durch sie dargestellte Kurve entspricht 
genau der Hessiana. Man kann sie die zweite Determinantencurve 
nennen, wenn die Hessiana als die erste bezeichnet wird. Ganz auf 
dieselbe Weise ergiebt sich zu a^a^^'^'^P.^^ = f eine m-te Determi- 576 
nantencurve, deren Ordnung j (m -f- 1) (m, + 2) {n — 2m) ist, und 
welche für m = 1 in die Hessiana übergeht. 

Stettin, den 15. November 1872. 
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538 Die neuere Algebra und die Ausdelinungslelire. 



Yon 

Hermanii Orassmann in Stettin. 



Mathematische Annalen Bd. 7, Heft 4, S. 538—548, ausgegeben am 30; 6. 1874, Leipzig. 



Die neuere Algebra hat durch die vereinten Bemühungen der 
hervorragendsten Mathematiker gegenwärtig eine Ausbildung erlangt^ 
welche sie fast mit allen Zweigen der Mathematik in die engste Be- 
ziehung setzt und auch diese mit ihren Ideen befruchtet. Und in dem 
Mittelpunkte aller dieser Bestrebungen stand seit einer Reihe von Jahren 
der seinen zahlreichen Freunden und der gesamten Wissenschaft so 
früh entrissene Clebsch^ der fast nach allen Seiten hin diese Be- 
strebungen anregte und förderte, und die vereinzelten hier und dort 
gewonnenen Resultate zu verweben und durch neue und umfassende 
Gedanken zu beleben und auf neue vielverheissende Bahnen zu lenken 
verstand. Durch ihn bin auch ich wieder auf das Gebiet der neueren 
Algebra zurückgeführt und zu dem Versuche angeregt worden, das- 
selbe mit dem nahe angrenzenden Gebiete der Ausdehnungslehre in 
näheren Zusammenhang zu setzen. Indem ich die Principien dieser 
Wissenschaft, wie ich sie in meinen Werken von den Jahren 1844 
und 1862 bearbeitet habe, auf die Probleme der Invariantentheorie 
anwandte, gelangte ich zu einem Satze ^ der, wie ich glaube^ als ein 
Pundamentalsatz dieser Theorie angesehen werden muss, und den ich 
seinem wesentlichen Inhalte nach hier sogleich aufstelle. 

§ 1. 

Fundamentalsatz. 

In diesem Satze bedeutet m die Anzahl der Einheiten (in der ge- 
raden Linie zwei, in der Ebene drei u. s. w.), aus denen die der Be- 
trachtung unterworfenen extensiven Grössen numerisch abgeleitet werden, 
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Ti die Anzahl sämtliclier Zahlkoefficienten^ welche in dem zu Grrunde 
liegenden Vereine algebraischer Formen vorkommen und welche sämt- 
lich als von einander unabhängig betrachtet werden. 

Alle Formen (Invarianten^ Ko Varianten^ Zwischenformen u. s. w.)^ 
welche einer gegebenen algehraischen Form oder einem Vereine solcher 
Formen entspriessen , lassen sich aus h — m -{- 1 von einander unah- 639 
hängigen Stammformen als rationale Fimldionen ableiten, und zwar als 
ganze Funktionen, wenn man eine gewisse ganze FunMion u dieser 
Stammformen gleich Eins setzt. Man erhält diese Stammformen, indem 
man in den gegebenen Formen statt der extensiven Variabein x m exten- 
sive Variabein x-^^ . . .^ x^ (statt jedes einzelnen Faktors eine beliebige 
derselben) einführt, von denen eine, etwa x^, mdt x gleich, und eine 
andere, etwa x^, durch die übrigen und durch eine der gegebenen Formen 
in der Art bestimmt ist, dass sie in Bezug auf diese Form Gen- 
trum erster Ordnung zu den Polen ^i, • . • ^^_i wird und ausserdem 
u = [x^x^ ... x^ == 1 ist. Wenn dann eine beliebige dem gegebenen 
Vereine entsprossene Form TT als ganze FimJäion der Stammformen dar- 
gestellt iverden soll, so gelingt dies unmittelbar, indem man in TT statt der 
Einheiten e^^ . . ., e^^, von denen die h Koeffcienten abhängen, x^, , . ., x^ 
einführt, eine der veränderlichen Zahlen, von denen x {= x^) abhängt 
(etwa x^^) gleich Eins und die übrigen {gleich} N%dl setzt. 

Auch wenn diese invarianten Bildungen TT nur symbolisch ge- 
geben sind, lässt sich die Reduktion auf die Stammformen aufs leich- 
teste ausführen. 

Dadurch^ dass man u = 1 setzt^ kann die Homogenität aufhören, 
aber man kann sie stets sofort wieder herbeiführen, wenn man u so 
oft (statt 1) als Faktor hinzufügt, bis die Homogenität erreicht ist. 

Ferner gilt dieser Satz nicht nur, wenn die gegebenen Formen 
einfach-algebraische, sondern auch, wenn sie alle oder einige unter 
ihnen Konnexe oder Komplexe, oder aus beiden beliebig zusammen- 
gesetzte Formen sind, zum Beispiel Formen, welche in der Ebene von 
Punkten und Linien (Annalen VI, 203), im Räume von Punkten, Linien 
(oder Summen derselben) und Ebenen, überhaupt in einem Gebiete 
m-ter Stufe von Grössen erster, zweiter bis (m — l)-ter Stufe abhängen 
(Annalen VII, 43). 

In allen diesen Fällen kann man statt der li — m -\- 1 Stamm- 
formen auch beliebige andere aber von einander unabhängige invariante 
Bildungen (Invarianten, Kovarianten u. s. w.) einführen, welche dem 
gegebenen Vereine entsprossen sind; aber es hört dann, wenn man 
statt aller Stammformen die üblichen invarianten Bildungen einführen 
will, schon bei ternären Formen die Rationalität auf und man muss 

Gr rassmann, Werke. II. 17 
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dann zu einer grösseren Zahl jener Bildungen seine Zuflucht neiinien^ 
wenn man die Rationalität bewahren will. 

Diese Benaerkungen werden genügen^ um die Bedeutung und die 
Anwendbarkeit des neuen Pundamentalsatzes vorläufig festzustellen. 
Für das nähere Verständniss ist es erforderlich^ einige Grundbegriffe 
aus der Ausdehnungslehre aufzunehmen und sie mit der üblichen Sym- 
bolik (die ich unverändert beibehalte) in Beziehung zu setzen-, doch 
540 beschränke ich mich auf das für den vorliegenden Zweck Unentbehr- 
lichste, indem ich im üebrigen auf die Paragraphen meiner Ausdeh- 
nungslehre von 1844 (Aj^) und auf die Nummern der Bearbeitung der- 
selben von 1862 (Ag) verweise. 

§ 2. 

Grundbegriffe der Ansdehnungslehre 
und ihre Anwendung auf die neuere Algebra. 

Den extensiven Grössen^ welche die Au.sdehnungslehre behandelt^ 
liegt eine Reihe von Grössen zu Grunde^ welche in keiner Zahlbeziehung 
zu einander stehen^ das heisst^ von denen sich keine aus den übrigen 
numerisch ableiten oder^ anders ausgedrückt^ keine sich als lineare 
Funktion der übrigen mit Zahlkoefficienten darstellen lässt^ und die 
ich, sofern sie als ursprünglich zu Grunde liegend betrachtet werden, 
Einheiten erster Stufe genannt habe. Als solche können zum Beispiel 
im Räume vier beliebige Punkte betrachtet werden, die nicht in einer 
Ebene liegen. Es seien e^^ . . ., e^^ diese Einheiten^ so nenne ich Grösse 
erster Stufe jede Grösse x^e-^ _|_ . . . _^ ^m^m) ^^ ^i? • • •; ^w Zahlgrössen 
sind, und die Gesamtheit dieser Grössen nenne ich ein Gebiet m-ter 
Stufe (Ai § 13; Ag Nr. 1 ff., {d, Ausg. I, 1, S. 46 ff,, I, 2, S. llffi}). 

Das FrodiM zweier Grössen erster Stufe nenne ich ein homhina- 
torisches, wenn für dasselbe die Gesetze [aa] = 0, [a¥\ = — [&a] 
gelten, und nenne diese Produkte und die aus ihnen numerisch ableit- 
baren Grössen Grössen zweiter Stufe. Entsprechend bei drei und mehr 
Paktoren erster Stufe, bei denen gleichfalls das Produkt Null wird, 
wenn zwei Paktoren gleich werden, und entgegengesetzten Werth an- 
nimmt, wenn man zwei derselben vertauscht. (A^^ § 33; Ag Nr. 52 ff. 
{d. Ausg. I, 1, S. 83ff., I, 2, S. 38ff }.) 

Man erhält so Grössen erster bis m-ter Stufe, während die Zahlen 
als Grössen nuUter Stufe erscheinen. Grössen von höherer als m-ter 
Stufe kann es in einem Gebiete m-ter Stufe nicht geben, da das kom- 
binatorische Produkt von m -|- 1 Grössen erster Stufe schon ersicht- 
lich Null wird. Aber auch die Grössen w-ter Stufe liefern keine 
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eigenthümliclieii neuen Grössen. Denn sie verlialten sich wie blosse 
Zahlen^ indem [a^a^ . . . aj = [ß^e^ ... e^^A ist, wenn A die Determi- 
nante der Zahlenreihen bezeichnet, durch welche cti, - ", ci^ aus e^^ .,., e^ 
abgeleitet sind (A^ § 45, A^ Nr. 62 ff. { d. Ausg. 1, 1, S. 100, I, 2, S. 43 ff } ). 
Schon hieraus ist ersichtlich, dass die Bezeichnung eines kombinatori- 
schen Produktes von m Faktoren mit der der symbolischen Produkte in 
der Invariantentheorie im Wesen übereinstimmt. Um diese Produkte 
(von m Faktoren) als wirkliche Zahlen darzustellen, genügt es, das 
kombinatorische Produkt der m Einheiten erster Stufe [ß-^^e^ . . . ej gleich 
Eins zu setzen. 

Jede Grösse p-ier Stufe ist offenbar aus Einheiten p-ier Stufe, 
welche f die Kombinationen ohne Wiederholung aus den m Einheiten 541 
erster Stufe zur p-ten Klasse darstellen, numerisch ableitbar. So wie 
aber die Grössen m-ter Stufe vermöge obiger Gleichung [e^ e^ . . . e^] = l 
als Grössen nuUter Stufe sich darstellen, so entsprechen sich überhaupt 
die Grössen ^-ter und (m — _p)-ter Stufe (immer im Ganzen m Einheiten 
erster Stufe vorausgesetzt). Um dies Entsprechen klar hervortreten 
zu lassen, setze ich einem kombinatorischen Produkte von Einheiten 
erster Stufe das kombinatorische Produkt der übrigen Einheiten erster 
Stufe reciprok und zwar mit der Zeichenbestimmung, dass, wenn an 
jenes Produkt dies reciprohe (ergänzende A-j^ § 138, Ag ISTr. 89 ff. {d. 
Ausg. I, 1, S. 227, I, 2, S. 62ff.}) angeschlossen wird, und dadurch 
beide zu einem Produkte von m Einheiten verbunden werden, dies ge- 
samte Produkt gleich -|- 1 wird. Dadurch ist dann zu jeder Grösse 
ihre reciproke, die aus den reciproken Einheiten durch dieselben Zahlen 
abgeleitet ist, wie jene aus den ihrigen, genau bestimmt. Alle Gesetze 
der Ausdehnungslehre lassen sich dann unmittelbar auf die reciproken 
Grössen übertragen. Als Beispiel wähle ich die Grössen in einem 
Gebiete vierter Stufe, im Räume. Hier treten hervor die Grössen erster 
Stufe als Punkte, die Grössen zweiter Stufe als Linien und Summen 
von Linien (A, § 113, 122; A, Nr. 285 {d. Ausg. I, 1, S. 188, 201, 
I, 2, S. 185}), die Grössen dritter Stufe als Ebenen; während die 
Grössen vierter Stufe, da sie Raumtheile darstellen, sich in Zahlen 
verwandeln, wenn man einen Raumtheil [e^e^e^e^ = 1 setzt. Die 
Grössen erster Stufe sind aus den vier Einheiten e^, e^^ e^, e^, die 
Grössen dritter Stufe aus den vier zu jenen reciproken Einheiten r^, r^^ 
^3, r^, die Grössen zweiter Stufe aus sechs Einheiten, nämlich \e^e^~\, 
[egßj, [e^eg] und den reciproken [e^^ej, [^2^4]; fe^J ableitbar; und ist 
X aus diesen sechs Einheiten durch die Zahlen x.^, , . .^ x^ abgeleitet, so 
stellt eine Funktion dieser Zahlen einen von X beschriebenen Komplex 
dar, welcher ein specieller Komplex wird, wenn [XX] = ist (A^ § 124; 
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Ag Nr. 286, Ygl. Nr, 393 {d. Ausg. I, 1, S. 205, I, 2, S. 185, 264}) 
und vor allem Klein's gedankenreiclie Arbeiten im zweiten und fünften 
Bande der Annalen). 

Für die Invariantentheorie sind von besonderem Interesse die kom- 
binatorischen Produkte von einer Grösse (m — l)-ter und einer Grösse 
erster Stufe, v^elcbe wieder, da die Gesamtzahl der Paktoren erster 
Stufe, die in ihnen enthalten sind, m beträgt, als Zahlen erscheinen. 
Ist X eine Grösse erster Stufe ^i<3^ + • • • + ^m^m ("^^ %? • • v ^m Zahlen 
sind) und a eine Grösse (m — l)-ter Stufe = a^r^ _|_ . . . _|- a^r^, wo 
^1 ? • • • ; ^w ^^® zu 6j , . . . e^ reciproken Einheiten und a^ , ... a^^ Zahlen 
sind, so ist nach obigem [e^rj = 1, hingegen [e^rj = 0, wenn i von h 
verschieden ist, also 

[Xa\ = a^x^ -)- c(j2^^ _j_ . . . _[_ a^x^ = o-^, 

letzteres, wie unten gezeigt wird, nach der üblichen symbolischen Be- 
zeichnung. 
542 Ferner ist für den Begriff der invarianten Bildungen noch der 
Begriff der linealen Aenderung (Ag Nr. 71—76 { d. Ausg. 1, 2, S. 49 — 56 } ) 
von Wichtigkeit. Ich sage nämlich, eine Grösse einer Reihe von Grössen 
ändere sich lineal, wenn sie in eine andere Grösse übergeht, welche 
sich von jener nur dadurch unterscheidet, dass zu ihr eine mit einem 
beliebigen Zahlfaktor (^) versehene andere Grösse der Reihe hinzutritt, 
also zum Beispiel Ä sich in Ä -\- ^JB verwandelt, wenn A und B be- 
liebige Grössen jener Reihe sind, und ich sage, die Grössenreihe sei 
lineal geändert, wenn sie beliebigen und beliebig wiederholten linealen 
Aenderungen der darin enthaltenen Grössen unterworfen ist. Es leuchtet 
sogleich ein, dass ein kombinatorisches Produkt von Grössen erster 
Stufe sich nicht ändert, wenn seine Faktorenreihe lineal geändert wird; 
aber ich habe auch (Ag Nr. 76) gezeigt, dass von zwei gleichen kom- 
binatorischen Produkten jedes in das andere durch lineale Aenderung 
seiner Faktorenreihe übergeführt werden kann (die Faktoren als Grössen 
erster oder auch (m — l)-ter Stufe vorausgesetzt). 

Hiernach kann man alle invarianten Bildungen (Invarianten, Ko- 
varianten u. s. w.) als solche definiren, die hei linealer Aenderung der 
Einheiten ungeändert bleiben ^ eine Definition, die ihrer Einfachheit 
wegen wohl vor der gewöhnlichen den Vorzug verdient, zumal da 
sie ohne weiteres auch alle symbolischen Bildungen als invariant 
nachweist. 

Wenn sich nun die Einheiten e^, . . ., e^ in beliebige aus ihnen 
numerisch ableitbare Grössen s^^ . . ., s^ verwandeln, aber so, dass 
[e^B, . , . £j = \e,e, . . . e J = 1 ist, und 
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istj so wirdj wie roan sogleich durch Einführung der Werthe der £ in 
die letzte Gleichung sieht^ 

^7n^^ ^Imil \ ' ' ' ~T' ^^mm^m'i 

das heisst^ die Substitutionen ^ durch welche die neuen Einheiten aus 
den alten j und die^ durch welche die alten Variabein aus den neuen 
hervorgehen, sind zu einander transponirt, und es lassen sich daher 
die invarianten Eigenschaften ebenso gut auf die Einheiten als auf die 
veränderlichen Zahlgrössen gründen; die Substitutionsdeterminante ist 
in beiden Fällen gleich und zwar unter obiger Voraussetzung gleich 
Eins. Die extensive Variable x bleibt dabei dieselbe und kann also 
als Kovariante erster Stufe aufgefasst werden. 

Schon diese nahe liegende Betrachtungsweise führt vermöge der 543 
durch Her mite eingeführten typischen Darstellung unmittelbar zu 
einem dem obigen Pundamentalsatze entsprechenden Satze, während 
für die Ableitung des Fundamentalsatzes selbst noch die Idee der 
Polaren (Centralen) zu Hülfe genommen werden muss. 

Ausser der kombinatorischen Multiplikation ist nun für die neuere 
Algebra von gleicher Wichtigkeit diejenige Multiplikation, welche in 
ihren Gresetzen vollkommen mit der algebraischen Multiplikation der 
Zahlgrössen übereinstimmt, und welche ich daher, auch wenn die 
Faktoren Grössen höherer Stufen sind, die algeiraische genannt und 
auch wie diese bezeichnet habe. Ihr Begriff und die Anwendung des- 
selben auf Funktionen findet sich ausführlich entwickelt in Nr. 348 — 427 
der Ausdehnungslehre von 1862, und dem wesentlichen Grundgedanken 
nach dargelegt auf S. 266 ff', der Ausdehnungslehre von 1844 {d. Ausg. 
I, 2, S. 224— 288, I, 1, S. 284ff.}. Ist nämlich f == fix,, . . ., xj 
eine beliebige Funktion der m veränderlichen Zahlgrössen i^j,, . . ., ^^^, 
und ist 

X = x^e, _j- . . . -j_ x^e^^^, 

wo e^j ' ' ', ^m Einheiten von erster oder auch höherer Stufe sind, 
r^, . . ., r^ die reciproken Einheiten, so ist nach dem Obigen [e^rj = 1, 
hingegen [e^rj = 0, wenn i von h verschieden ist- also ist [xr,'\ = x,^ 
[xr^'] == .Tg, u. s. w., also: 
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also eine Funktion einer einzigen^ aber extensiven Variablen (Ag Nr. 350). 
Ist insbesondere f eine homogene Funktion n-ten Grades^ so kommt in 
/([^^il; • • •? [^^wD ^^^ extensive Variable x in jedem Gliede ^'^-mal als 
Faktor vor. 

Entfernt man daher x aus diesen Verbindungen [^r-]^ und setzt 
an die Stelle , vro x gestanden hat^ irgend ein Zeichen ^ welches die 
dadurch entstandene Lücke darstellt, und setzt nun den so aus 

fiixr^], ...,[^rj) 

hervorgehenden Ausdruck = a^ so wird 

f^ax"" 

(Ag Nr. 358 {d. Ausg. I^ 2, S. 230}). Ich habe diese Lücke Anfangs 
(Ai Seite 266 ff. {d. Ausg. I, 1, S. 284£f.}) durch leer gelassene Klam- 
mern^ später (Ag Nr. 353 ff. { d. Ausg. I^ 2^ S. 228 ff.}) durch l bezeichnet; 
das Bequemste ist, sie durch irgend eine bestimmt gewählte extensive 
Variable zu bezeichnen , und ich werde dazu allemal x selbst wählen, 
so dass also a = ax'^ ist und ay^ aus ax'^ (oder a) dadurch hervor- 
geht, dass man überall y statt x setzt. Sollen nun zu diesem Aus- 
drucke a = ax^ ^= f{[xr^^j . . ., [i^^J) verschiedene extensive Faktoren, 
die jedoch mit x von gleicher Stufe sein müssen, und deren Anzahl p 
nicht grösser als n sein darf, hinzutreten, so hat man (nach Ag Nr. 353 
544 {d. Ausg. I, 2, S. 228}) diese auf alle möglichen Arten f in p der 
Lücken (also hier statt x) einzuführen, und die Summe der so erhal- 
tenen Ausdrücke durch ihre Anzahl, die hier n(n — 1) . . . (^ — p -{- 1) 
beträgt, zu dividiren. Nachdem dies festgesetzt ist, ergiebt sich leicht, 
(Ag Nr. 360 ff. (d. Ausg. I, 2, S. 231 ff.}), dass für diese hinzutretenden 
Faktoren die Gesetze der gewöhnlichen algebraischen Multiplikation 
gelten, namentlich auch, dass 

{dass} insbesondere, wenn {zum Beispiel} x == x^e^ -{- x^e^ -\- x^e^ ist, 

O/X =^ ^-j Ct6-i -~r~ Xn Ct6n \~ ^R OjSo '~y' ^ X-iX2(^6-\^2~\ 1 S^^l B\~ 2 B 2 S 

= Ct^^ X-^ -f- 0^22 ^^2 I %3 ^31'^ %2 ^1^2 \ ^ ^13 ^1 "^3 I ^23 "^2 '^3 

ist (wenn ae^^ mit a^^, ae-^^e^ mit a^^ ^- ^- ^- bezeichnet wird); kurz 
ax^ ist dasselbe, was symbolisch durch a^ bezeichnet wird, während 

= n(n — 1) • • • (n -— p ~{- 1) ae^^'e/ • • • 



ist. 
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Ist ^ ein Punkt in der Ebene, so wird ax^ = die Gleicliung 
einer Kurve ^-ter Ordnung^ dann drückt die Gleichung aoc^^^y = 
aus, dass (nach, der Poncel et 'sehen Benennung) y harmonisches Cen- 
trum (erster Ordnung) zu der Kurve ax'^ = (nach der ursprünglichen 
Benennung zu den n Durchschnitten der Geraden xy mit dieser Kurve) 
in Bezug auf den Pol x ist; daher habe ich (Theorie der Centralen, in 
Crelle's Journal Band 24 und 25 {hier S. 3 — 48}) den Ort von x 
bei festem y die erste Polare von y und den Ort von y bei festem x 
die erste Centrale von x genannt*), und diese erste Centrale, die ich 
schlechthin Centrale nenne, spielt in der Invariantentheorie eine schon 
in dem Fundamentalsatze erkennbare Hauptrolle. 

Im Allgemeinen werde ich ax'^'^y^^ als Punktion von y betrachtet, 
die p-te Centrale von x und, als Funktion von y betrachtet, die p-te 
Polare von y in Bezug auf die Funktion ax'^ nennen, so dass also 
die ^-te Polare { mit | der (n — ^)-ten Centrale identisch ist. Endlich 
bemerke ich noch, dass auch die Komplexe durch eine Funktion der 
Form ax^x'^'x''^'' . . . dargestellt werden können, wo x eine Grösse 
erster Stufe, x' zweiter, x'' dritter Stufe ist u. s. w. 

§ 3. 
Symbolik. 

Die angestellten Betrachtungen führen uns hinüber zu der symbo- 
lischen Bezeichnung, wie sie zuerst von Äronhold (Bor eh. J. Bd. 55) 
in die neuere Algebra eingeführt, und von Clebsch und in Anschluss 545 
an ihn von Gordan zu der hohen Stufe von Vollkommenheit gebracht 
ist, welche sie gegenwärtig zu einer unentbehrlichen oder doch äusserst 
bequemen Waffe gemacht hat, um neue Gebiete mathematischen Wissens 
zu erobern. Die Bezeichnungen, die ich im vorhergehenden § ange- 
wandt habe, und die sich aus dem Wesen der Ausdehnungsgrössen 
mit unab weislicher Noth wendigkeit ergaben, und die ich daher kurz 
die organischen Bezeichnungen nennen will, sollen daher keineswegs 
jene vortreffliche Symbolik verdrängen oder ersetzen, sondern nur sie 
ergänzen, indem sie einerseits jener Symbolik stets eine reale, anschau- 
liche Bedeutung unterlegen, andrerseits da eintreten, wo jene nicht 
ausreicht. 

Es sei zuerst die reale Bedeutung der symbolischen Produkte 



*) Vgl. Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göt- 
tingen von 1872, S. 567 ff. { hier S. 250 ff. } . Gelegentlich bemerke ich, dass, was 
ich dort Wendelinie genannt habe, mit der von Clebsch so genannten Polar- 
determinante (Bor eh. Journ. 59, S. 125) zusammenfällt, vT'as mir entgangen war. 
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(ahc . . .) betracktet^ wo a, h^ . . . sich auf die Funktionen ax"^^ hx^^y 
u. s. w. beziehen j von denen aber auch mehrere einander gleich sein 
können. Dann bedeutet (ahc , . .) zunächst die gleichfalls symbolische 
Determinante 2 ^a-^h^^d • - -y ^^^ ^^^ ganze Ausdruck^ sofern er nur 
solche symbolische Produkte enthält, gewinnt erst dadurch eine reale 
Bedeutung, dass man ihn nach Potenzen der a^, a^, . . ., 6^, feg; • • • ^^'^" 
wickelt und die Potenzen der a zusammenordnet, ebenso die der h 
u. s. w.- alsdann hat man statt a^^a^"^ . . . zuletzt den Koefficienten 
ö^«iao . . . "^on ax'^^ zu setzen. Dieser ist nach dem obigen ae^^e^'^ . . .; 
also kann man (ahc . . .) = U ^ae^ .he^ . ce^ . . . setzen, das heisst 
(ahc . . .) bedeutet, dass man in die zu a,h, c, . . . gehörigen Funktionen 
die Schaar der Einheiten e^y - - -, e^, in allen möglichen Folgen (jede 
Einheit statt eines Faktors x der Funktion) eintreten lässt, dem so 
erhaltenen Produkt das -|~ ^^^^ — Zeichen vorsetzt, je nachdem das 
kombinatorische Produkt der Einheiten in dieser Folge + 1 öder — 1 
ist, und diese Produkte addirt; ich will dies so ausdrücken, dass ich 
sage, man habe dann in ahc . . . die Schaar der Einheiten harmonisch 
eingeführt. Diese Einführung wird dann bei den folgenden symboli- 
schen Produkten, die in dem ganzen Ausdrucke als Faktoren vor- 
kommen, als schon vollzogen vorausgesetzt, so dass also in jeder 
Funktion nur noch die Faktoren x übrig bleiben, welche nicht schon 
früher durch Einheiten verdrängt waren. 

Kommen ausser jenen symbolischen Produkten (ahc . . .) noch die 
symbolischen Faktoren a^ u. s. w. vor, so bedeuten diese weiter nichts, 
als dass die noch übrig gebliebenen x in den betreffenden Funktionen 
ungeändert stehen bleiben sollen; sie können also alle weggelassen 
werden; nur wenn noch eine zweite Reihe von Veränderlichen (oder 
mehrere solche), die durch die extensive Grösse y bezeichnet sei, hinzu- 
kommt, so sind die Faktoren a^ u. s. w. nicht mehr zu unterdrücken; 

^ . ... 

aber ihre Bedeutung ist aus dem Vorigen ohne weiteres ersichtlich. 

Man kann aber die Bedeutung der symbolischen Produkte (ahc,.,) 
546 noch konkreter fassen. Nämlich setzen wir r^^, ^g, . . ., r^ als f die zu 
^i; ^2; • • •; ^m r^cipi^oken Einheiten und bezeichnen mit ä die Grösse 
%^i + ^2^2 H" * ■ * ~f~ ^TO^m? ^ö %; • • •; ^m ^^^ Zahlgrösscu sind, welche 
aus a durch Einführung von e^^ e^j . . ., e^.^ statt eines x entstehen, so 
ergiebt sich (ahc ...)== (ahc . . .), wo das Produkt rechts als kombi- 
natorisches zu fassen und zugleich ci^==[xä] ist; die Grössen ä sind 
dann als (erste) Centralen von x in Bezug auf die Funktion ax^ za 
fassen, oder in Bezug auf die Funktion, welche daraus durch Ein- 
führung der Einheiten, die durch die früheren symbolischen Produkte 
bedingt war, hervorging. 
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Diese Andeutungen mögen genügen^ um die reale Bedeutung der 
Symbole festzustellen; es wird die Auflassung dieser Bedeutung überall 
da von wesentlichem Nutzen sein, wo man gezwungen ist, die symbo- 
lische Darstellung zu verlassen. 

§ 4. 
Theorie binärer Formen. 

Es wird hinreichend sein, wenn ich den Fundamentalsatz für 
binäre Formen erweise und seine Bedeutung für dieselben darlege, 
indem dadurch schon auf gewisse Weise der Weg vorgezeichnet ist, 
den man bei Formen, die aus mehr als zwei Einheiten entspringen, 
einzuschlagen hat. Ich werde dabei der Bequemlichkeit wegen x und y 
statt der im Fundamentalsatze mit x^ und x^ bezeichneten extensiven 
Grössen einführen und zunächst die Aufgabe stellen, die aus einer 
binären Form ax^ entspringenden invarianten Bildungen, wenn sie als 
Funktionen der Koefficienten 

und der veränderlichen Zahlgrössen X-^ und x^ gegeben sind, als Funk- 
tionen der Ä; — 1 Stammformen darzustellen. Es sei x = X-^e^-\- x^e^. 
Da nun alle jene Bildungen unverändert bleiben, wenn man statt e^ 
und ^2 zwei aus ihnen numerisch abgeleitete Grössen setzt, deren 
kombinatorisches Produkt =1 ist, so kann man x und y dafür ein- 
führen mit der vorläufigen Bedingung, dass \xy\^ was wir mit Hj be- 
zeichnen wollen, = 1 sei. Jede aus den Einheiten numerisch ableit- 
bare Grösse ^ lässt sich dann auch aus x und y ableiten. Es sei 
p = Pie^ + ^2^2 ==" %^ ~t~ ^2^? ^^ wird nun die invariante Bildung 

n(%, . . ., a^/, ft,i>2) = n(^o; • • •; 9^; ^1; ^2)^ 

wo die (p aus den a hervorgehen, indem man x und y statt e^ und e^ 
setzt, nämlich q)^ = ax^\ cp^ = ax'^~^y^ . . ., cp^ = ay'^. Setzt man nun 
jt^ = 1, jtg = 0, so wird p == x = X-^e^ -f- ^^^2^2? ^^^^ ^^ wird 
n = n(ai, . . ., a^; x^, x^ = T\{(pQ, . . ., g^^; 1, 0), 
oder wenn 

n(%, . . ., a^-, x^, x^) = i^(%, . . ., a^) . ^^s -I 

ist, wo q den Grad der invarianten Bildung bezeichnet, so ist 547 

also als ganze Funktion der h Formen ^q, . . ., cp^ dargestellt. Aber 
eine dieser Formen, nämlich q).^^= ax^~'^y ist Null, wenn y harmoni- 
sches Centrum erster Ordnung zu dem Pole x in Bezug auf die durch 
die Gleichung ax'^ = dargestellten n Punkte ist; und es ist also 
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dann TT als ganze Funktion der fc — 1 = n Stammformen cp^^ cp^^. . ., (p.^ 
dargestellt. Hierbei war ^i = \xy^ vorläufig gleicli Eins gesetzt; es ist 
y durch die Gleichung ax^~'^y = bedingt^ das heisst y ist^ abgesehen 
von einem Zahlfaktor gleich ax^"^^ das heisst y'^ax^'^y also 

{gleich} der ursprünglichen Funktion. Ist also die erhaltene Gleichung 
nicht homogen, so macht man sie nun homogen durch Hinzufügung 
von Faktoren a. 

Diese Entv^ickelung stimmt im Resultate, wie auch dem Wesen 
nach in der Art der typischen Darstellung mit Clebsch Theorie der 
binären algebraischen Formen, S. 321 — 328 {Leipzig, bei Teubner 1871 } 
überein (vgl. auch Gundelfinger in Borch. J. Bd. 74 {S. 87ff.}); sie 
gilt auch unmittelbar für (simultane) Bildungen, die einem Vereine 
binärer Formen entsprossen sind^ indem man nur für a^, ag, . . ., a^. die 
sämtlichen Zahlkoefficienten der Formen dieses Vereines zu setzen hat. 

Viel wichtiger als diese Zurückführung der explicite gegebenen 
Bildungen auf die Stammformen ist die der symbolisch gegebenen, die 
aber ganz nach denselben Principien erfolgt. Das symbolische Produkt 
{aV) ist == üe^'be, — Ojefie:,'-, ^^^ctzt man also wie oben e^ und e^ durch 
y und X (ich habe beide der einfacheren Zeichenbestimmung wegen 
vertauscht)^ wo [yo;] vorläufig = 1 gesetzt wird, so wird nun 

oder, da, wie oben gezeigt, die Faktoren a^, 6^ entbehrlich sind, 
= % — ^y, also 

(alY = (a — 6 > = a- — ^ a^-^h + ^^-^ a—^h' , 

vy \ y yj y 1 y ^'1.2 y y ' 

oder, wenn a und & dieselbe Funktion darstellen 

(aiy=Cp^(p^ + -T:^ f^^n-l — -^7273 'P^'Pn-^ H J 

wenn man, wie oben, y so bestimmt, dass cp^ = ax^~'^y = wird. 

Dies ist der Satz, den Clebsch in seiner Theorie der binären 
Formen S. 334 als einer schriftlichen Mittheilung Brioschi's ent- 
nommen darstellt. 

Derselbe lässt sich aber vermöge der von mir angegebenen Methode 
548 unmittelbar zu folgendem Satze erweitern, welcher fast alle Beziehungen, 
die zwischen binären Formen herrschen, zur Evidenz bringt. 

Wenn {a'by{ac)'^ . . . eine helietige symholiscJie Invariantenhildung 
(Invariante oder Ko Variante) einer algebraischen lorm a^ ==b^ = e^= - • ' 
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V^2 — ^2 
9^3 = ^3 



§ 4. Theorie binärer Formen. 267 

istj so setse man a — 6 für (ah), a — c für (ac) u. s. w., entwickele 
nach Potenzen von a, h, c, . . ., schreibe dann cp,^ statt a^, h^, . . . %md 
setze ^^ = 0, so ist der so hervorgehende Äitsdnich gleich {a'byiacf . . . 
Man erhält so, abgesehen von dem Faktor cp^, der die ursprüng- 
liche Punktion darstellt, und erst zuletzt zur Herstellung der Homoge- 
nität hinzugefügt zu werden braucht, 

^2 = i (s^W = 92; C3 = {(^Wif^<^) = 93; c^ = i (^^/ = 93 + 392^; 

c- = {aVf{ac) = 95 + ^^2Wi ^e = 96 + 1592 94 — 10 93^ • • • 
Also 

95 = % — 2C2C3 

96 = Cß — 15^2^^ + 45c/ + 10^3^ 
(vgl. Clebsch, Binäre Formen S. 337). 

Als Beispiel mögen die von Clebsch mit i? und j bezeichneten 
Bildungen dienen: 

B = {aiy{cd)\ac) (bd) ^{a — hf^c — df^a — c) (h - d) 
= {a^ - '2al + ¥) {c^ — 2cd + d^) {ab ~-bc — ad + cd), 
oder mit Weglassung der Glieder, die zuletzt nur eine erste Potenz 
erhalten, und die nach dem Obigen null sind, 

„ 63^3 __ ^3^p _ 2a^l^c^ — 2aHhl^ - 2cnH^ ~ 2¥cH^ 
i - 2^3^ - 8(p,^ = - 2^3^ - 8c,^ 
Um sie durch Hinzufügung der Faktoren 9?^^ = /'(bei Clebsch) homogen 
zu machen, ist zu bedenken, dass die Funktionen 9 in jedem Gliede so 
oft vorkommen müssen, als die Anzahl der symbolischen Elemente be- 
trägt, also in Cg? ^4? ^e; • • • j^ zweimal, in C3, C5, Cg, . . . je dreimal, 
in ü viermal, also 

2 -^ 4^ 

in üebereinstimmung mit Clebsch S. 337, 

Ferner j = {aVfiacf^bcf = (a — &)^(a — c)^(& — c^, v^as sich 
mit Weglassung der Glieder, Vielehe eine erste Potenz enthalten, ver- 
wandelt in 

6(929?^ — 93'— 92') = 6fe^4 - W ~ ^3')? 
also homogen gemacht, da j nur drei symbolische Elemente enthält, 



in Üebereinstimmung mit Clebsch S. 338. 

Wie sich alles dies für ternäre und höhere Formen gestaltet, denke 
ich späterhin zu zeigen. 

Stettin, den 21. Februar 1874 
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375Der Ort der Hamilton'sclieii üuaternionen in der 



Ausdeliniingslelire, 

Von 

H. Orassmanii in Stettin. 



Mathematiscliex\nnalenBd. 12, Heft 3, S. 375— 386, ausgegeben am 18. 10. 1877, Leipzig. 



Da die Ausdehnungslelire nur die eine willkürliche Annahme 
macht, dass es nämlich Grössen gebe, die sich aus mehr als einer 
Einheit numerisch ableiten lassen, und sie von da aus in ganz objektiver 
Weise fortschreitet, so müssen alle Ausdrücke, die aus einer Anzahl 
unabhängiger Einheiten numerisch ableitbar sind, und also auch die 
Hamilton'schen Quaternionen, in der Ausdehnungslehre ihren bestimm- 
ten Ort haben und erst in ihr ihre wissenschaftliche Grundlage finden. 
Dies ist bisher nicht erkannt und Gör an Dillner in seiner lehrreichen 
Abhandlung über die Quaternionen (Math. Annalen XI, 168 ff.) thut der 
Ausdehnungslehre nicht einmal Erwähnung, obgleich er eine ganze 
Reihe von Sätzen aus der Theorie der Quaternionen ableitet, welche 
schon in meiner Ausdehnungslehre von 1844 (A^^), und ebenso in der 
späteren Bearbeitung von 1862 (Ag) ihre viel einfachere und aus der 
Natur der Sache entspringende Begründung gefunden haben. Auch 
ist es verwerflich und der Lehre von den Quaternionen wenig förderlich 
gewesen, dass man nach Hamilton's Vorgang einfache und längst 
bekannte Begriffe mit neuen, oft recht unpassenden Namen bezeichnet 
hat, wie „Vektor^^ statt „Strecke", „Tensor" statt „Länge" oder „nume- 
rischer Werth" (A2 Nr. 414 {d. Ausg. I, 2, S. 281}), u. s. w. 

Die Hamilton'schen Quaternionen entspringen aus einer der Multi- 
plikationen, welche ich (in meiner Abhandlung „Sur les differents genres 
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de multiplication« in Crelle's Journal Bd. 49 S. 136 ff. {hier S. 212ff.}) 
dargestellt und an die drei Grleichungsgruppen 

(1) e^e, = e/, 

(2) e^e, + e,e, = 0, ^i' = e^' = • • • = e„^ 

(3) e,^ + e^. + ... + e^2_o 

geknüpft habe^ wo ^i; ^2? • • •? ^^ ^^^ ^^^ einander unabhängigen Ein- 
heiten und e^ und e^ zwei beliebige von einander verschiedene dieser 
Einheiten bezeichnen, und zwar knüpfen sich die Quaternionen für den 
Fall^ dass ^ = 3 ist, an die Multiplikation, deren Bedingungsgleichungen 
die mittlere jener drei Gruppen bilden. Ich will diese Art der Multi- 376 
plikation die mittlere nennen, und zwar hauptsächlich deshalb, weil sie, 
wie sich sogleich zeigen wird, zwischen den beiden Hauptarten der 
Multiplikation, die ich die „äussere^^ und die „innere" genannt habe, 
die Mittelstufe bildet. Die äussere Multiplikation hat nämlich zu Be- 
dingungsgleichungen die zwei Gruppen (2) und (3) und die innere 
die zwei Gruppen (1) und (2). Ich habe das äussere Produkt zweier 
Strecken a und h mit {a¥\^ das innere Produkt derselben mit [(%|&] 
bezeichnet und werde in dieser Abhandlung unter ah (ohne scharfe 
Klammern) stets das mittlere Produkt der Strecken a und 5 verstehen. 
Dann ergiebt sich sogleich, dass das mittlere Produkt ah zweier 
Strecken sich darstellen lässt in der Form 

(4) ah = ^[a\h\ -\- ^'[ah]^ 

wo l und |Lt' konstant und zunächst willkürlich, jedoch nicht null sind. 
Aus den Bedingungsgleichungen (2) ergiebt sich, dass es für das 
mittlere Produkt zweier Strecken jn{n — 1) -f- 1 von einander unab- 
hängige Einheitsprodukte giebt, von denen eins (etwa e^^) dem inneren 
Produkte [ö^|&], die andern (e^eg; ^i^s? ^2^3? ^- ^- ^0 ^^^ äusseren 
Produkte [ah] zu Grunde liegen. Im .Räume, wo die Anzahl der von 
einander unabhängigen Strecken drei beträgt, also n = 3 ist, ist also 
die Zahl der Einheitsprodukte, auf die die mittlere Multiplikation 
zurückführt, gleich vier. Die Bedingungsgleichungen der mittleren 
Multiplikation werden dann 

W ^3^2 ""^ ^2^3; %^3 ^^^ ^3%? ^2% ^"^ ^1^2 

(b) e^^ = e^^ = e^\ 

Aber das wesentlich Eigenthümliche der mittleren Multiplikation 
im Räume als einem Gebiete dritter Stufe ist, dass die Anzahl der von 
einander unabhängigen Einheitsprodukte in (a) gleich der Anzahl der 
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Einheiten ist, und man daher jene auf diese zurückführen kann. So 
bleiben also dann die Einheiten des Produktes, wenn man noch die 
in (h) zu Grunde liegende Zahleinheit hinzunimmt, dieselben wie die 
ursprünglichen. Diese einfache Beziehung verschwindet bei den Gre- 
bieten höherer Stufe, so dass die mittlere Multiplikation in der Aus- 
dehnungslehre, welche Gebiete beliebiger Stufe behandelt, keine ein- 
fache Bedeutung behält. Ich beschränke mich daher auf den Raum 
und nehme . an, dass die drei zu Grunde gelegten Einheiten e^^ e^, e^ 
drei gleich lange zu einander senkrechte Strecken sind, deren Länge 
Eins beträgt. 

Nun habe ich in der Ausdehnungslehre (Ag Nr. 50, 51 {d. Ausg. 
I, 2, S. 34 } ) nachgewiesen, dass die Bedingungsgleichungen der äusseren 
Multiplikation noch bestehen bleiben, wenn man statt der ursprüng- 
lichen Einheiten beliebige andere einführt, und (Ag Nr. 330 ff. {d. 
377 Ausg. I, 2, S. 207 ff.}), dass, wenn e^, e^, % einen f Normalverein 
bilden, das heisst, sie auf einander senkrecht stehen und die Länge Eins 
haben, das heisst [e^|ej = 1 ist, die Bedingungsgleichungen der inneren 
Multiplikation auch dann noch bestehen bleiben, wenn man sfcatt der 
ursprünglichen Einheiten die Einheiten eines beliebigen Normalvereins 
setzt. Da also bei dieser Aenderung der Einheiten auch die Be- 
dingungsgleichungen der äusseren Multiplikation bestehen bleiben, so 
bleibt auch das mittlere Produkt, als aus dem äusseren und inneren 
zusammengesetzt, bei dieser Aenderung des Normalvereins in einen 
andern ungeändert. 

In der angeführten Abhandlung (Grelle Bd. 49, S. 131 ff', {hier 
S. 207 ff. } ) habe ich diese Unveränderlichkeit für alle aus den drei 
Gleichungsgruppen (1), (2), (3) ableitbaren Multiplikationen, also auch 
unmittelbar für die mittlere nachgewiesen. 

Es kommt nun darauf an, die drei Produkte e^^s^ ^b^u %^2 ^^^ 
die ursprünglichen Einheiten zurückzuführen. 

Auch dies ist schon in der Ausdehnungslehre (A2) vollendet, wo 
^1? ^2? % ^^^ Ergänzungen von ^2^3? ^3^1? ^1^2 aufgefasst und 

gesetzt sind, und wo der Strich | das Zeichen der Ergänzung ist und 
vorausgesetzt wird, dass e^^ 63, e.^ einen Normalverein bilden. Dort 
wird ferner für eine beliebige Strecke a, die aus den ursprünglichen 
Einheiten durch die Zahlen cc^, 0^2, cc^ abgeleitet ist, festgesetzt, dass 
ihre Ergänzung aus den Ergänzungen jener Einheiten durch dieselben 
Zahlen abgeleitet sei, also 
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(6) I ' ^^'^^ + ^2^2 + ^3^3) = ^fe^s] + ^2 [63^1] + ß^3fe^2] 

- 1 I K[^2%] + ^2fe^l] + ^3k^2]) = ^1% + ^2^2 + ^3^3 

sei, und es ist nachgewiesen (Äg Nr. 37 fP. { d. Ausg. I, 2^ S. 28ff. }), 
dass dieselben 'Beziehungen bestehen bleiben, wenn man statt der ur- 
sprünglichen Einheiten die Einheiten eines beliebigen andern ISTormal- 
vereins setzt. Mit Hilfe dieser Begriffe können wir nun die Funda- 
mentalgleichung (4) in der Form schreiben 

(4b) a?> == /l[a|6] -j- ff^ 1 [<^^]? 

wo k und ^ konstante Zahlen sind. Aendern sich l und ^ in gleichem 
Verhältnisse, zum Beispiel um den Paktor v^ so ändert sich das Pro- 
dukt nur um denselben Zahlfaktor, bleibt also seinem Wesen nach 
unverändert. Wir können daher ohne wesentliche Aenderung eine dieser 
Zahlen gleich Eins setzen. Wir setzen ^ = 1. Dann bestimmen wir A 
dadurch, dass jedes mittlere Produkt aus drei Faktoren dem Gresetz 
der Vereinbarkeit (dem associativen Princip) unterliegen, das heisst 
ahc = a(bc) sein soll. Dies wird erfüllt sein, wenn es für die Ein- 
heitsprodukte der mittleren f Multiplikation gilt. Diese Einheitspro- 378 
dukte lassen sich nach der Formel a6 == A[a|6] -f- |t^^] ^^^ ^i^ der 
inneren und äusseren Multiplikation zurückführen. Für diese beiden 
sind nach dem Obigen die Einheitsprodukte an die Formeln 

[e,|ej = 1, [e^\e2 = 0; [e^e^] = 0, [e^ej = — [e^G^~\ 
geknüpft, wo r und s zwei verschiedene der Indices 1, 2, 3 sind. Dazu 
kommen noch vermöge des obigen Begriffes der Ergänzung die Formeln 

wenn r, s, t dem Cyklus 1, 2, 3 angehören, das heisst r, 5, t entweder 
= 1, 2, 3 oder = 2, 3, 1 oder == 3, 1, 2 sind. Hieraus folgen für die. 
mittlere Multiplikation der Einheiten e-^, e^, e^ die bedingenden Gesetze 

(7) e^e^ = X, e^e, = e„ e,e^ = — e,e„ 

wenn r, s, t dem Cyklus 1,2,3 angehören. 

Dann ergiebt sich für die mittlere Multiplikation dreier Einheiten, 
wenn man die cyklische Bedeutung von r, s, t festhält, 

ebenso 

das heisst, für drei verschiedene Einheitsfaktoren gilt Vereinbarkeit. 
Ebenso für drei gleiche. So auch für zwei gleiche, die durch einen 
ungleichen getrennt sind. Denn 
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Dagegen ist {e^e^e^ = ke^^ und e,,(e^ej = e^e^== — e^. Soll also auch 
für diesen Fall Vereinbarkeit gelten; so muss nothwendig l = — ^ 1 
sein. Umgekehrt j wenn A = — 1 ist, so ergiebt sich auch für die 
noch übrigen Produkte aus drei Einheiten Vereinbarkeit der Paktoren. 
Denn dann ist 

ferner 

und 

{e,e;)e^ = — e,e^ = — e^ = U^ = e,(e^O- 

Es folgt also dann Vereinbarbeit für je drei Einheitsfaktoren, also 
auch für je drei Faktoren, also auch für beliebig viele (A^ § 3 {d. 
Ausg. I, 1, S. 35}). Wir setzen daher für die mittlere Multiplikation 
/l == — 1, während ^ = 1 gesetzt war, also 

(I) a& = --[a|&] + l[a&]. 

Ans dieser Fundamentalgleicliimg folgen alle Gesetze der Qitaternionen, 
und zivar fast alle mit der grössten Leiehtigheit. Auch die naturgemässe 
Benennung ergiebt sich hiernach von selbst. Wir werden — lp\^^ 
den inneren, |[6i&] den äusseren Theil der Quaternion nennen können. 
Sind a und b parallel, so wird der äussere Theil null, und die Paktoren 
{ werden } wie bei jedem inneren Produkt vertauschbar. Werden a und i 
zu einander senkrecht, so wird der innere Theil null und die Faktoren 
wie bei jedem äusseren Produkt mit Zeichenwechsel vertauschbar. 
Vertauscht man die Faktoren eines mittleren Produkts, so bleibt der 
innere Theil unverändert, der äussere ändert sein Zeichen (pr)- 

Ich werde auch im Folgenden die Zahlen stets mit griechischen, 
die Strecken stets mit lateinischen Buchstaben bezeichnen, nur den 
379 Buchstaben q werde ich für die Bezeichnung der Quaternionen auf- 
bewahren. 

Ist a -{- a eine Quaternion, so bezeichnet man bekanntlich die 
Quaternion a — a als die zu jener honpigirte. Von fundamentaler Be- 
deutung ist das Gesetz: 

Wenn (a -]- a) (ß -^ h) =^ y -]- c ist, 
so ist auch (ß — h) (a — a) == y — c. 
In der That ist der innere Theil des ersten Produktes aß — [<^|&]? 
also dies = y, aber aß — [^[5] ist auch der innere Theil des zweiten 
Produktes. Hingegen der äussere Theil des ersten Produktes ist 
ah -|- ßa -\- Wßh] = c, der äussere Theil des zweiten ist — ah — ßa 
+ \\ha^j das heisst, da [6a] = — [afc] ist, gleich — c, also das zweite 
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Produkt = ^ — c. Es ist unmittelbar klar^ dass sich dies auf beliebig 
viele Paktoren ausdehnen lässt. Also 



(11) 



Das Proditht ieliehig vieler Quaternionen ist honjugirt dem um- 
gehehrt geordneten Froduhte der konjugirten Quaternionen, 

Es stellt dieser Satz die Pormel (14) bei Dillner dar^ aus welcher 
seine Pormel (13) hervorgeht, wenn man die inneren Theile (a, ^; . . .) 
null setzt. 

Wenn die Strecke a = a^e^ -{- a^e^ -\- a^e^ ist, so wird \a\d\j was 
ich der Kürze wegen mit a- bezeichnet habe, gleich cc^^ -{- cc^^ + %^ 
und stellt das Quadrat der Länge jener Strecke dar. Nach dieser 
Analogie nenne ich, wenn q^ = a -\- a^e^ -^ a<^e^ -\- a^e^ = a -\- a ist, 



]/a^ + cc^^ + ^2^ H~ ^3^ ^^^ heisst ^a^ -\- a- = Ya^ — a^ 

die Länge der Quaternion q (nach Hamilton der Tensor). — - Multiplicirt 
man nun die erste Pormel in II mit der zweiten, so erhält man 

(« + a) iß + b)(ß- b) («-«) = (;. + c) {y - c), 

das heisst 

{a + a) {ß^ ~ ¥) {a-~a) = f — e\ 

Da ß!^ ■ — 5^ = j3^ -)- h- eine Zahl ist, so ist ihre Stellung gleich- 
gültig, wir können also die Paktoren a -\- a und a — a zusammen- 



rücken, und erhalten {a 
(III) 



a^) {ß^ — ¥) = y^ — e^ oder 



1/^2 __ ^2 Y^^ ?>2 _-j/^2 _ ^2. 

das heisst, da sich dies auf beliebig viele Paktoren ausdehnen lässt, 

Die Länge eines Produkts von Quaternionen ist das Produkt 
^ ^ aus den Längen der Faktoren, 

Es kommt also nur auf die Multiplikation der quaternen Einheiten, 
das heisst der Quaternionen, deren Länge Eins ist, an. 

Es sei nun q die Länge einer Quaternion q == a ■-{- ßa, wo a eine 
Strecke von der Länge Eins ist, so ist q^ == a^ -{- ß^. Nun sei o: = ^ cos 7, 
so ist ß == Q sin y^ also 

q = Q (cos y -j- a sin y). 

Es heisse a das Mass und y der Winkel der Quaternion, während 380 
cos y -{- a sin y nach dem Obigen die quaterne Einheit ist. Das Pro- 
dukt gleichmassiger quaterner Einheiten führt zu sehr einfachen Re- 
sultaten. In der That, es sei a das Mass zweier quaterner Einheiten 
und c*: und j8 ihre Winkel, so findet man 
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(cos a -{- a sin a) (cos ß -}- a sin ß) = 
(IV) <! = cos a cos ß — sin a sin /3 -[~ ^^ {^^^ ^ sin /3 -f- sin a cos /3) = 
= cos [a ^ ^ -\- a sin (c^: -|~ Z^)? 
ist; das heisst 

Gleichmassige quaierne Einheiten multiplicirt man^ indem man ihre 
Whikel addirt 

Hierin liegt eingeschlossen^ dass man eine quaterne Einheit mit 
einer ganzen positiven Zahl potenzirt^ indem man ihren Winkel mit 
dieser Zahl mnltiplicirt. Anch für das Potenziren mit einer gebrochenen 
und negativen Zahl können wir dieselbe Bestimmung festhalten^ aber 
mit der Beschränkung, dass der Winkel der zu potenzirenden Qua- 
ternion innerhalb der Grenzen einer ganzen UmroUung bleibe, zum 
Beispiel zwischen it und — it liege (vergl. meine Arithmetik Stettin 
1860, Nr. 426—433). 

Eine Definition für diese Verknüpfungen ist nothwendig, und 
ebenso die oben angegebene Beschränkung, weil man sonst gegen die 
logische Regel verstösst, dass man dieselbe Sache nicht auf zwei ver- 
schiedene Arten definiren darf, namentlich wenn die beiden Definitionen 
sich widersprechen. Letzteres würde aber bei der Potenzirung mit 
gebrochenem Exponenten der Fall sein, wenn man jene Beschränkung 
nicht eintreten Hesse. So zum Beispiel ist cos -j- (^ sin = cos (2%) 
-[- a sin (2 7t). Beide würden mit ~ potenzirt, wenn man festsetzte, die 
quaterne Einheit mit ~ potenziren, hiesse ihren Winkel mit \ multi- 
pliciren, verschiedenes liefern; denn ersteres würde danach 1 liefern, 
letzteres aber q>os % -\- a simi^. das heisst — 1. Obige Definition 
festgesetzt, erhält nian, wenn a zwischen it und — % liegt und ft 
reell ist, 

(V) (cos a -\- a sm cc)^'' == cos (a^) -\- a sin (aii), 

das heisst: Eine quaterne Einheit, deren Winhel 0ivischen 7t und. — 7t 
liegt, potenzirt m-an mit einer reellen Zahl, indem man ihren Winlwl mit 
dieser Zahl multiplicirt. 

Hier isfc die Darstellung Dillner's (Nr. 30) ungenügend. Ebenso 
vermisse ich bei der Division (Nr. 12) den Beweis der Eindeutigkeit 
des Quotienten. Dieser sei hier ergänzt. Wenn q eine von Null ver- 
schiedene Quaternion ist, so gilt als Definition von l:g die Gleichung 
(l : q) q == 1. Wenn nun e-^ eine beliebige Strecke von der Länge 1 
ist, so lässt sich q in der Form darstellen q = oCi^ -\- ocx^i] nun sei 
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wo e^y ^2; % einen Normalverein bilden; dann erhält man zur Be- 
stimmung von /5o; . . .; i^g die Gleichung 

welche die vier Gleichungen einschliesst 

Aus den zwei ersten folgt 

wo a^^ -{- a^^ = Q^^ Q die Länge Yon q ist; aus den zwei letzten folgt 
ß^ = 0^ ß., = 0, also 



Namentlich wenn ^ = <^o + % ^i ^^^^ quaterne Einheit^ also a^^ ~f- a^^ 
= ^^ = 1 ist^ so wird 

1 : (a^ -{- c^i%) = oCq — ^^i" 

Hieraus ergiebt sich dann leicht 1 :q^' = q~^'^ in Uebereinstimmung 
mit der Algebra. 

Die von Dillner behandelten Abschnitte über die Rechnung in 
doppeltem Axensysteme, so wie über das distributive Gesetz (Nr. 14 
bis 23) werden durch die von mir zu Grunde gelegte Definition I 
überflüssig. 

Unter den üblichen Anwendungen der Quaternionen sind zu ver- 
werfen die auf die Zusammensetzung der Kräfte (Dilln. Nr. 4)^ auf das 
Drehungsmoment und die mechanische Arbeit (Dilln. Nr, 24). da die 
Verknüpfung der Strecken diese Begriffe aufs einfachste liefert^ während 
die Quaternionen Ungehöriges hineinmischen. In der That ist a -^h 
die aus a und 5 zusammengesetzte Kraft ^ [ah\ das Moment der Kraft 
fe am Hebelarm a^ \_aljc\ das Moment der Kraft c am Hebelarm h^ 
der an der festen Axe a angebracht ist^ [^^^J c^iti Arbeit der Kraft h 
in Bezug auf den Weg a. Aus gleichem Grunde ist die Rechnung 
mit Quaternionen zu verbannen bei der Drehung eines räumliehen Ge- 
bildes um eine Axe (Dilln. Nr. 39 — 42) und bei der Transformation 
rechtwinkliger Koordinaten (Dilln. Nr. 44 — 48^ Hankel*) § 58). Die 



*) {Gemeint sind Hermann Hankels Yoiiesungen über die komplexen Zahlen, 
Leipzig, bei Voss 1867. } 
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letztere Aufgabe wird für senkrechte Koordinatensysteme aufs leichteste 
und unmittelbarste durch innere Multiplikation gelöst; ich verweise in 
dieser Beziehung auf meine Abhandlung über ^^die Mechanik nach den 
Principien der Ausdehnungslehre^^ in diesen Annalen Bd. XII ^ S. 222 
[hier S. 46—72}. 

Die erstere Aufgabe wird am leichtesten gelöst durch die voll- 
ständigen Quotienten der Strecken (A2 Nr. 377 — 390 {d, Ausg. I^ 2^ 
S. 240 — 257}). Unter einem solchen Quotienten verstehe ich einen. 
Ausdruck j welcher jede Strecke durch Multiplikation (mit diesem Aus- 
382 druck) in eine bestimmte Strecke f verwandelt. Es genügt zu dem 
Ende^ festzusetzen^ in welche drei Strecken sich drei nicht einer Ebene 
parallele Strecken im Räume durch jene Multiplikation verwandeln sollen. 
Sollen zum Beispiel durch einen solchen Quotienten Q die Strecken 
^1? ^2; ^3 (^^^ ^^ keiner Zahlbeziehung stehen ^ das heisst nicht der- 
selben Ebene parallel sind) in die Strecken a^, a^, a^ durch Multipli- 
kation mit Q verwandelt werden^ das heisst^ ist e-^Q = a^^ e^Q == a^^ 
e^Q = a^, so ist nach dem allgemeinen Multiplikationsgesetze 

(8) {a^e^ + a^e^ + a^e^) Q = a^a^ + a^a^ + a^a^, 

und das Produkt jeder Strecke im Räume mit Q ist dann genau be- 
stimmt. Ich schreibe dann 



und nenne e^^ e<^, e^ die Nenner, %, 0^2? ^h ^^^ entsprechenden Zähler. 
Von fundamentaler Bedeutung ist die Aufgabe, die Strecken x 
(ihrer Richtung nach) zu suchen, welche sich dabei in ihr Vielfaches 
verwandeln, so dass also xQ-=qx wird. Diese Aufgabe wird (Ag 
Nr. 388 ff. {d. Ausg. I, 2, S. 249 ff.}) durch die äussere Multiplikation 
vermittelst einer Gleichung dritten Grades aufs einfachste gelöst. Hat 
nämlich Q den obigen Werth und ist x = x^e^ -{- x,^e^ -j- ^363, so ver- 
wandelt sich die Gleichung 

xQ — ^^ = 
in die Gleichung 

(10) x^{a^ — ^%) + ^2K — ^^2) + ^3(% — ^^3) = Ö. 

Hier können nicht x^^ x^^ x^ zugleich null sein, weil sonst x null wäre, 
was natürlich ausgeschlossen ist. Ist nun zum Beispiel x^ von Null 
verschieden, so multiplicire man die Gleichung äusserlich mit a^ — ^ ^g 
und a^ — ^63-, so erhält man nach Division mit x^ die Gleichung 

(11) [(a^ — qe^ (a.2 — ^c^) (a, — qe^\ = 0, 
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indem nämlicli das äussere Produkt dreier Strecken stets null wird, 
wenn zwei Strecken einander gleich werden (siehe unten). 

Dies ist eine kubische Gleichung in Bezug auf q. Ich nehme an, 
dass die drei Wurzeln q^, ^^^ q^ dieser Gleichung yon einander ver- 
schieden seien, da der Fall gleicher Wurzeln sich als Uebergangsfall 
leicht aus jenem allgemeineren Falle der ungleichen Wurzeln ableiten 
lässt. Zu jedem dieser Werthe q^^ q^p 9s ^^^^ d^nn vermöge der 
erster en Gleichung (10) die Verhältnisse x^ : x^ : x^ genau bestimmt 
und können durch äussere Multiplikation mit je einer der Grössen 
^1 — Q^j ^h ~- Q^2y % — 9% unmittelbar gefunden werden. Man er- 
hält also drei ihrer Richtung nach bestimmte Axen c^, Cg, %, die zu 
den drei Wurzeln q^^ q^, q^ gehören, und, wie man unmittelbar sieht, 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen. 

So wird nun Q in der normalen Form 

^11 ^2 1 ^3 

dargestellt. Ich nenne c^, c^, c^ die Axen des Quotienten und q^^ q^p QsSSB 
die zugehörigen Haiiptmhlen. Diese Darstellung ist für die Theorie 
der linearen Verwandtschaften, und für eine Menge algebraischer 
Probleme, zum Beispiel für die, welche Dr. Gottlob Frege in seiner 
Dissertation zur Erlangung der venia docendi Jena 1874, S. 20 — 23 
behandelt hat, von fundamentaler Bedeutung. 

Soll der Quotient Q, worauf es bei der angeregten Aufgabe an- 
kommt, nur eine JDrehimg bewirken, so werden zwei der drei Axen 
imaginär, eine wird reell und ihre zugehörige Hauptzahl =1. Es sei 
a diese reelle Axe, alsdann sind die imaginären von der Form h -\- ci 
und h — cij wo a^ h^ c zu einander senkrecht sind. Die beiden zu 
diesen imaginären Axen gehörigen Hauptzahlen haben den numerischen 
Werth Eins, sind also von den Formen cos a — i sin a und cos a -\- isin a- 
also wird dann 
(13) aQ = a, 



(14)- 

1(&— c^)Ö=(?>— c^)(cosa+isina)=&cosa + csinc^~i(ccosa--&sina). 

Diese beide Gleichungen (14) addirt und mit 2 dividirt geben 

(15) hQ == h cos a -j- c sin a 

und die zweite von der ersten subtrahirt und mit 2i dividirt giebt 

(15) cQ == c cos a — & sin a^ 

das heisst, h dreht sich durch Multiplikation mit Q in der Ebene hc 
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um den Winkel a nach c zn^ und c dreht sich um denselben Winkel 
Dann dreht sich offenbar jede Vielfachensumme von 6 und c^ das 
heisst jede Strecke der Ebene Ic um denselben Winkel. 

Es ist sehr zweckmässig ^ für diesen Quotienten folgende zwei 
symbolische Ausdrücke festzustellen^ zwischen denen man je nach Be- 
dürfniss wählen kann^ 

(16) ^ = a'^ = eM\ 

wo a die Drehungsaxe von der Länge Bins^ a der Drehungswinkel^ V 
aber die Strecke ist^ in die sich h, was gegen die Axe senkrecht ist^ 
durch die Drehung verwandelt. Es unterscheiden sich hier a und 
iW nur dadurch^ dass jenes den Winkel als Zahl^ dieses aber den- 
selben Winkel als Theil der Drehungsebene betrachtet darstellt. Dann 
bedeutet xa^ die Strecke x ^ welche mit a denselben Winkel bildet 
wie x^ aber nach der entgegengesetzten Seite hin^ so dass also i xx 
= 2/la^' ist; ebenso stellt x'lf' die Strecke x" dar^ welche wieder so 
liegtj dass ix x' == 2 ixt ist; dann ist also 

(17) Xa^l'' = ^g2a.^ +2r»'6 ^ ^^^^^^^ 

So erhält man 

(18) a^6^ = e2L«6^ 

Dieser Satz ist für die Fortsetzung der Drehungen von Bedeutung. 
In der That ergiebt sich 

384(19) e^^^^ . e^^*« = a^ö^&^c^ -= a^'c'' = e^Lac^ 

also 

^20) ß^Lcbb gLfeo ß2 Lac 

eine Formel^ die statt der verwickelten und mit fremdartigen Bestand- 
th eilen vermischten Formel (81) von Dillner eintreten muss. 

Die schönste Anwendung der Quaternionen ist die auf die sphäri- 
sche Trigonometrie. Doch glaube ich^ dass auch hier die Verknüpfung 
der Strecken der Rechnung mit Quaternionen überlegen ist. Hierzu 
ist noch der in dem Obigen schon implicite enthaltene Begriff des 
Produktes [ahc] dreier Strecken a^ b^ c erforderlich. In der That^ 
wenn [6c] die Ergänzung der Strecke % ist^ also [&c] = j^^ so wird 
\ahc'\ = [ci\a-J^, also gleich dem inneren Produkte der Strecken a 
nuä %. Ich nenne [ahc] das äussere Produkt der drei Strecken a, h^ c 
(Ai §'31 u. ff., A; Nr. 262 {d. Ausg. I, 1, S. 80ff., I, 2, S. 173}). 
Es ergeben sich leicht aus dem Obigen die Formeln 

[ahc'\ = [hca~\ = [ca6] =— \ßch] = — [bac] == — [c6a], 
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ferner das Gesetz, dass [ahc] = ist, wenn zwei der Faktoren gleich 
sind, und begrifflicli, dass [ahc\ gleicli dem Parallelepipedon (Spat) 
ist, in welchem drei sich aneinander schliessende Kanten gleich a, h 
und c sind. 

Nun setze ich statt eines sphärischen Polygons AB CD ... die 
Reihe der Strecken a, &, c, d^ ... welche vom Mittelpunkt der Kugel 
nach den Ecken Ä^ B, C, D, . . . gezogen sind, und setze die Länge 
des Kugelradius gleich Eins. Setzt man dann statt ah, fec, cd, . . . die 
Radien, welche auf afe, 6c, cd, . . . nach derselben Seite hin (zum Bei- 
spiel nach links hin) senkrecht stehen, so erhält man das zugehörige 
Polareck. Es seien namentlich a, h, c die nach den Ecken eines 
sphärischen Dreiecks gezogenen Radien und sei c der auf a, h senk- 
rechte Radius, doch so, dass \ahc''] positiv ist, und ebenso sei V auf 
c, a senkrecht, a' auf fe, c, und [caV~\ [bca~\ positiv. Dann ist a'Vc' 
die Polarecke, aber auch a auf h\ C] b auf c', a] c auf a', V senk- 
recht, nach gleicher Seite hin, also auch ahc die Polarecke von a'Vc\ 
Nun seien die Winkel hc, ca, ah, Vc, c'a\ aV mit a, ß, y, a, ß', y' 
bezeichnet, und zwar so, dass diese sechs Winkel als positive Zahlen 
betrachtet werden. Um die Beziehungen zwischen diesen Grössen auf 
die einfachste W^eise ableiten zu können, mache ich noch von dem Pro- 
dukt zweier Plächenräume im Räume Gebrauch, indem ich (nach A^ 
§ 132, A, Nr. 103 {d. Ausg. I, 1, S. 217, I, 2, S. 72} 

[ah . hc~\ = [ahc] . h 

setze. Dann ergiebt sich (Ag Nr. 97), dass das Produkt der Ergänzungen 

zweier Strecken a, h im Räume die Ergänzung des Produktes dieser 

Strecken ist, das heisst: 

[\a\h] = \[ahl 

Hieraus folgt für die obigen sechs Radien a, h, c, a, V, c, zunächst 
a mxa = \\hc\. Denn ist /. feq in der Ebene hc gleich 90^ und c^^ 335 
gleichfalls Radius, so bilden a' , h, q einen Normalverein und es ist also 

a == l[&cj = |[&c] : sina. 
Auf gleiche Weise ist 

&'sin/3 == |[ca], c'sin }^ = ;[a6]5 
a sin a = \[Vc], h sin ß' = \[c'a'], c sin 7' = j [a'h']. 

Also ist 

^ ^ sina' sincc' sin a ' sin (5 sin y sin a' sin (5 sin y ' 

also 

r- -.-../. ^ . • ' n ' sin a' 

[ahc] = sm a sm /3 sm 7 == sm a sm ß sm y • -^^ • 
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Da nun \ahc\ = \hcd\ = \cal)\ ist, so kann man auch. sin|3':sin|3 
und sin y': sin y statt sin a\ sin a setzen. Es sei sin a\ sin a = % ge- 
setzt^ so wird 

[(^ ,[> c] = sin a ^mß ^my . %^ und ebenso 

[a'&'c'] = sin a'^mß'^iny' • — ^ 

sin a ' sin ß ' sin y ' 



(22) 



% = 



); sin |5 sin y 

Ferner, da |a'sina = [&c] ist, so hat man [a'&c] = [a'|tt'] sin g: = sin 0:^ 
und so 

[[a'&c] = sina, \U cd\ = sin/3, [c'a6] = siny, 



(23) 

l[a6'c'] = sinoj', [öc'a'] = sinj3', [c6*'?>'] = sin^'. 

Ferner \b'hc\ = [&'|ö^'] sina = sino; cos^^', und so überhaupt 
\\)'bc\ = sin a cos y\ [ohc] = sin a cos /3' u. s. w., 



(24) , , , 
[[&&'c'] = sin a' cos y, [cVc'] = sin a' cos /3 u. s. w. 

Nun seien a, h, c drei beliebige Strecken, die nicht einer Ebene 
angehören, so lässt sich jede andere Strecke d aus ihnen numerisch 
ableiten. Es sei 

d == xa -\- yh -^ zc^ 

so erhält man durch äussere Multiplikation mit [&c], da [6&c] und 
\chc\ null sind, \d})c\ = x\ahc\^ also x = \dl)c\ : \a})c\ und entsprechend 
für die übrigen, also 

(25) d\al)c\ = aldhc] + 'b\cidc\ -\- c\al)d~] 
oder symmetrischer 

(25) a\bcd^ — h\cda\ + e\dah~\ — d\cihc\ = 

für beliebige vier Strecken a, &, c, d. 

Diese Gleichung können wir benutzen, um unmittelbar die Haupt- 
aufgabe zu lösen: ^^Die Gleichung aufzustellen zwischen je vier der Badien 
a, 6, c, a, h\ c'." 

Man findet zuerst für a, &, c, a' die Gleichung 

a[l)ca^ — h[caa] -f- c[a'a6] — a'[a56'] = 0, 
das heisst 

(VI) a sin a -{- b sin ß cos y' -\- c sin ;^ cos /3'= a'[a&c], 

386 oder, indem man mit beliebigem Radius r innerlich multiplicirt und 
statt [ahc^ seinen Werth setzt 

[cos ra . sin a -(- cos rh . sin ß cos y' -|- cos rc . sin y cos /3' == 



(26) 

== cos ra . sm a sm /i^ sm ;/ 
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Solcher Formeln erhält man sechs. Es sind dies die Formeln ^ welche 
Dillner unter Formel (17) andeutet. 

Ferner findet man für a^ h, a\ V die Gleichung 

a\haV~\ — })\a'Va\ -j- a\b'aV\ — V[a'ba'\ = 0, 
das heisst 

(VII) sin y {a cos o: — h cos ß) + sin y {a cos a — V cos ß') = 
oder 

(27) sin /(cos ra cos o: — cosr6cos/3)-j-sin}^(cosracosa — cosr6'cos/3')==0. 
Setzt man insbesondere r == a, so erhält man^ da 

COS aa =\a\a = ^-r—^ = sm p sm y 

L I J sm a r i 

ist, nach Division mit sin y die bekannte Formel 

(28) cos a — cos ß q,o^ y -\- sin ß sin y cos a = 0. 

Solcher Formeln wie (VII) erhält man drei. 
Endlich findet man für üj h, c , a 

das heisst 

(VIII) sin ß' {a — & cos y) == sin y{a' — c cos /3') 

oder 

(29) sin /3'(cos ra — cos r& cos y) = sin y(cos ra — cos rc cos /3'). 

Solcher Formeln giebt es sechs. 

Man erkennt hieraus den grossen Reichthum der Beziehungen, die 
durch diese Methode hervortreten. Jede geometrische Gleichung lässt 
sich auf diese Weise in Sätze der Sphärik umwandeln. 

Ich führe als Beispiel an den von Hankel S. 193 citirten Gauss- 
schen Satz für das sphärische Viereck, nämlich 

sin AB sin CT) cos(J^JS, CD) = cos J.C cos BD — cos AB cos BC, 

welcher eine Umwandlung der Formel (Ag Nr, 176 {d. Ausg. I, 1, 
S. 136}) ist, nämlich der Formel 

[a&|cd] = [ajc] \h\d'\ — \a\d~\ \b\c\. 
Als zweites Beispiel führe ich an die Umwandlung der Gleichung 
% "f" ^1 ~h ^1 "h • * • = ^i; "^^ %? ^i; ^1? • • • "^1 Strecken sind. Es sei 
a^ = aa, h^ = 6&, q = cc, 5-^ = fs, wo a, b, C, . . . f die Längen sind, 
a, Z?, c, . . . s also Radien einer Kugel . von der Länge Eins, so hat man 
durch innere Multiplikation mit einem beliebigen Radius r 

a cos ra -(- b cos r& -|- ' * * = I ^^^ ^^• 
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Setzt man hier r = s^ so hat man 

a cos 5a -^ b cos sfe -|~ • • • == j^ 
also: 

/o/^^ a COS ra + ^ COS ^ö + ■ • • 

(ÖO) H^ y-T— — = COS rs, 

^ '^ a cos sa + b cos so + • • • 

eine Formel von der d'Arrest in den Berichten der sächsischen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften von 1852 (S. 37 ff.) einen speciellen Fall 
entwickelt hat. 

Stettin, den 25. April 1877. 
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Verwendrag der Ansdelmungslelire ilr die allgemeine 273 
Theorie der Polaren und den Zusammenliang 
algel)raisclier Gebilde. 

Von 

HermaHn Gimtlier Grassniann in Stettin. 



Grelles Journal Bd. 84, Heft 4, S. 273—283 (1877). 



Herr Reye hat in einer Reihe von Aufsätzen^ die in diesem Journal 
veröffentlicht sind^ und unter denen ich besonders Bd. 78^ S. 97 ff. 
^^Erweiterung der Polarentheorie algebraischer Plächen"^ Bd. 79^ S. 159 ff. 
^jUeber algebraische Flächen^ die zu einander apolar sind^^^ Bd. 82^ S. 1 ff. 
jjUeber Systeme und Gewebe von algebraischen Flächen^^ nebst den 
Anwendungen auf Flächen zweiten Grades Bd. 82 ^ S. 54ff,j S. 173 ff. 
hervorhebe^ die Theorie der algebraischen Gebilde in sehr fruchtreicher 
Weise erweitert. Die Methoden , die er angewandt hat^ werden durch 
die Principien der Ausdehnungslehre ausserordentlich vereinfacht^ und 
neue Bahnen eröffnen sich von da aus in dies noch immer schwer 
zugängliche und doch so reichhaltige Gebiet. 

Die Principien der Ausdehnungslehre ^ auf die ich zurückgehe^ 
finden sich zuerst andeutungsweise in meiner Ausdehnungslehre von 
1844 und in der von 1862. In der letzteren^ Nr. 350^ { d. Ausg. I^ 2, 
S. 225} ist gezeigt^ wie man jede Funktion von m veränderlichen 
Zahlgrössen x^^ . , .^ x^ in eine Funktion einer einzigen extensiven 
Grösse x verwandeln kann^ welche aus m Einheiten e^^ . ., e^ durch 
die Zahlgrössen x^^ . . ,^ x^ abgeleitet ist^ so nämlich^ dass 

ist. Diese Verwandlung wird durch den Begriff der kombinatorischen 
Multiplikation vermittelt. 
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Das Produkt der Emheiten e^^ - - -^ e^ wird als kombinatorisches 
dadurch charakterisirt, dass dasselbe Null gesetzt wird^ sobald eine 
Einheit mehr als einmal darin als Faktor erscheint , und dass durch 
gegenseitige Vertauschung zweier Faktoren das kombinatorische Pro- 
dukt der Einheiten entgegengesetzten Werth annimmt. Ich bezeichne^ 
der Ausdehnungslehre von 1862 gemäss, das kombinatorische Produkt 
durch eine eckige Klammer , mit der ich es umschliesse; ferner setze 
ich das kombinatorische Produkt der sämtlichen ursprünglichen Einheiten 
in der gegebenen Reihenfolge %;...; e^^ gleich 1^ also [e^^g . . . e^] == 1, 
274 so dass als die kombinatorischen Produkte aus den m Einheiten stets, 
je nach ihrer Ordnung, gleich -{- 1 oder — 1 sind. 

Ergänzung einer Einheit nenne ich das kombinatorische Produkt 
aller übrigen Einheiten und zwar in der Anordnung der Faktoren, 
dass, wenn auf jene Einheit die Einheiten, die in ihrer Ergänzung als 
Faktoren enthalten sind, der Reihe nach folgen, das gesamte kombina- 
torische Produkt -\- 1 ist. Ist also s^ die Ergänzung der Einheit e,^ 
und bedeutet [e^sj das kombinatorische Produkt, in welchem auf e^ 
nach der Reihe die Einheiten von s^ als Faktoren folgen, so hat man 
[e^fj = 1; dagegen [e^ej = 0, wenn r nicht gleich s ist, weil dann 
f^ noth wendig e^ als Faktor enthält, das gesamte kombinatorische Pro- 
dukt also nach dem oben festgestellten Begriffe desselben Null ist. Ich 
nenne ein solches Produkt [e^fj, sofern e,^ und e^ als dessen Faktoren 
betrachtet werden, ein äusseres Produkt (Ausdehnungslehre von 1844 
§ 34, die von 1862 Nr. 78 { d. Ausg. I, 1, S. 85 f., I, 2, S. 56}). 
Hieraus folgt aber sogleich, da x == x^e, -\- x^e^ -\- - - • -\- x,^.^e^^ gesetzt 
war, \xE^ = x^^ \_^h\ "^ ^2 ^- ^- ^; ^^^ 

das heisst, die Funktion von m veränderlichen Zahlgrössen x^, . . ., x.^^^ 
ist in eine Funktion einer einzigen extensiven Grösse x verwandelt. 

Hieraus habe ich weiter in Nr. 358 {d. Ausg. I, 2, S. 230} die 
Folgerung abgeleitet, dass sich jede homogene Funktion ^-ten Grades 
der Veränderlichen x^, . . . x^ in der Form a^x"^ darstellen lasse, wo a^ 
einen Ausdruck mit n Lücken in jedem Gliede darstellt. In der That, 
wenn f eine homogene Funktion ^-ten Grades von ^i; . • •; ^w ^^^; ®^ 
kommt in /==/'([^^i]; [^^2]? • • •? [^^ml) ^^® extensive Variable x in 
jedem Gliede ^-mal als Faktor vor. Entfernt man daher x aus diesen 
Verbindungen [xs^ und setzt an die Stelle, wo x gestanden hat, irgend 
ein Zeichen, welches die dadurch entstandene Lücke darstellt, und setzt 
nun den so aus f{[x£i]y • . ., [^^ J) hervorgehenden Ausdruck = cc^, so 
wird /'= a^x^. Das Zeichen, welches man für die entstandene Lücke 
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wäMt^ ist an sich, gleichgültige kann aber hier füglich ganz entbehrt 
werden^ da der Ausdruck a^x^ sonst keine Bedeutung hat^ wenn nicbt 
a^ ein Ausdruck ist^ der in jedem Gliede n Lücken enthält^ in die x 
eintreten soll. Doch ist hier durch der Begriff des Lückenausdruckes 
a^ noch nicbt erschöpft. Es muss nämlich festgestellt werden^ welche 
Bedeutung a^ erlangt, wenn beliebige n extensive Grössen ^ zum Bei- 
spiel ^17 ^2; • • • y^-) y^~^ i^ ^^^ Lücken jedes in a^ enthaltenen Gliedes 
eintreten sollen. Es ist in der Ausdehnungslehre von 1862 ^ Nr. 353 
{d. Ausg. Ij 2, S. 228} festgesetzt^ dass a^y^y^ . . . ^^^"""^ den Aus- 
druck f bezeichnet^ welcher hervorgeht^ wenn man die Faktoren 275 
ViV^ • •• VpV^'^ nach und nach in allen möglichen verschiedenen 
Folgen in die Lücken von a^ eintreten lässt und die Summe der so 
erhaltenen Ausdrücke durch ihre Anzahl dividirt^ und in Nr. 360 — 363 
{d. Ausg. I^ 2, S. 231 — 233} ist nachgewiesen^ dass für diese hinzu- 
tretenden Faktoren die Gesetze der gewöhnlichen algebraischen Multi- 
plikation gelten. Auch kann y hier möglicher Weise die Lücke selbst 
bezeichnen. 

Ich beschränke mich^ im Anschlüsse an die Arbeiten von Herrn 
Reye^ auf die quaternären Formen im Räume. Die Grössen erster 
Stufe im Räume sind Punktgrössen^ das heisst einfache oder vielfache 
(mit Koefficienten versehene) Punkte ^ oder Strecken von bestimmter 
Länge und Richtung ^ die als unendlich entfernte Punktgrössen aufzu- 
fassen sind. Ich bezeichne diese Grössen erster Stufe mit lateinischen 
Buchstaben^ und verstehe also auch unter den Einheiten e^^ e^^ e^^ e^, 
sowie unter ihren Vielfachensummen ^ Grössen erster Stufe, also^ abge- 
sehen von dem Koefficienten j, Punkte. Die Ergänzung von e^, das 
heisst das kombinatorische Produkt [ege^ej bezeichne ich wie oben mit 
s^ und nenne diese Ergänzungen Einheiten dritter Stufe. In der Aus- 
dehnungslehre ist nachgewiesen^ dass das kombinatorische Produkt 
fe^s^J ^^^ Theil der Ebene ist^ die durch die drei Punkte e^^ e^^ e^ 
geht, und zwar, wenn e<^, e^, e^ einfache Punkte sind, das Doppelte des 
Dreiecks 626^6^. Ebenso nenne ich jede Vielfachensumme dieser er- 
gänzenden Einheiten eine Grösse dritter Stufe. Sie stellt nach der 
Ausdehnungslehre (von 1862) Nr. 257, 258 (d. Ausg. I, 2, S. 172} 
wiederum einen Theil einer Ebene dar, und es gelten für sie im Räume 
genau dieselben Gesetze wie für die Grössen erster Stufe, wenn man 
nämlich überall den Begriff der ersten Stufe mit dem der dritten ver- 
tauscht. Namentlich ist das kombinatorische Produkt dreier Ebenen, 
abgesehen von dem metrischen Werthe, der Durchschnittspunkt der 
drei Ebenen. Ich bezeichne im Folgenden überall die Ebenen oder 
Theile der Ebenen mit griechischen Buchstaben. Hiernach wird nun, 
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wenn x == x^e^-]- x^e^-}- x^ e^ -{- x^^e^^ und | = S^ e^ -f- 12 ^2 + h h + §4^4 
ist^ wo ^-^^ . . ._j ^4j 1^^ . . .^ 1^ veränderliche Zahlgrössen bedeuten^ 
a^x^ = die Grleicliung einer Fläclie ^^-ter Ordnung, 
a^l^ = die Gleichung einer Fläche ^'^.-ter Klasse. 
Der Kürze wegen will ich diese Flächen die Flächen a,^ oder a^ nennen. 

Aus den hier dargelegten, schon in meiner Ausdehnungslehre von 
1862 enthaltenen Principien habe ich in den Göttinger Nachrichten von 
1872, S. 570 {hier S. 251 f.} die Theorie der Polaren auf die einfachste 
276 Weise abgeleitet, und es bedarf f nur einer geringen Nachhülfe, um 
die dort niedergelegte Methode so zu erweitern, dass sie zugleich die 
von Herrn Reye ausgeführte erweiterte Theorie der Polaren und die 
Theorie der Apolaren in sich schliesst. 

Es knüpft sich jene Methode an die Aufgabe, die Durchschnitts- 
punkte einer geraden Linie hc mit einem Gebilde ^^-ter Ordnung zu 
finden. Die Aufgabe ist dort für den Fall behandelt, dass dieses Ge- 
bilde eine Curve ^'^-ter Ordnung in der Ebene sei. Es lässt sich dies 
aber ohne irgend eine Aenderung auf den Fall übertragen, wo das 
Gebilde eine Fläche n-iei Ordnung im Räume ist. Jeder Punkt der 
geraden Linie hc lässt sich in der Form h -{- Ic darstellen, wo h und 
c Punkte und l eine veränderliche Zahl ist. Ist nun a^x'^ = eine 
Fläche ^^-ter Ordnung, so liefert die Gleichung a^(h ~{- Xcy == nach 
X gelöst die n Durchschnittspunkte der geraden Linie hc und der 
Fläche a^x"^ = 0. Die Entwickelung giebt 

(1) aj)^ + naj)^-^c . X + ^1^^) aj)^-^c'" . A^ + • • • = 0. 

Sind die h ersten Glieder dieser Gleichung Nu.ll, so sind auch h Werthe 
von X Null, das heisst, die Gerade hc berührt die genannte Fläche 
fc-punktig in &. Sind also die /{; ersten Glieder der Gleichung (1) für 
jeden Werth von c gleich Null, so muss jede durch 6 gezogene gerade 
Linie die Fläche a^ fc-punktig treffen, das heisst, der Punkt 1) ist, ein 
fc-facher Punkt der Fläche a^. Setzen wir nun einen Ausdruck a^. 
mit 1^ Lücken, die durch Punkte ausgefüllt werden sollen, nur dann 
selbst gleich Null, wenn er mit beliebigen h Punkten multiplicirt Null 
giebt, oder, anders ausgedrückt, wenn die sämtlichen Koefficienten der 
Form a^^x^' Null sind, so können wir sagen, a^b'^~^^ = drücke aus, 
dass h ein (/»; -\- l)-facher Punkt der Fläche a^ sei, namentlich drücke 
dann c^^&^~^==0 aus, dass h ein Doppelpunkt der Fläche a^ sei. Die 
Glieder in der obigen Gleichung (1) sind, wenn man c veränderlich 
etwa gleich x setzt, die Polaren von 6, nämlich die Fläche aj)^ das 
heisst die Fläche, deren Gleichung aj}x^~^ ■= ist, die sogenannte 
erste Polare, aj)'^ die zweite u, s. w. 
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Ich liabe in dem angeführten Aufsatze die Benennung dahin ge- 
ändert ^ dass ich aj) die Polare von h, aj)^ die Polare von V u. s. w.^ 
ccj)^\ ... 6^ die Polare von W - - - ij. genannt habe. Da man nun 
das algebraische Produkt h^h^ ... hf, als Fläche h-ier Klasse betrachten 
kann^ die in die Punkte \^ \^ . . .^ &^ zerfällt^ und jede Fläche Mer 
Klasse als Vielfachensumme solcher Flächen darstellen kann^ so lag es 
nahe, die Theorie der Polaren in dieser Weise f zu erweitern. Aber 278 
ich habe diesen wichtigen Schritt nicht selbständig gethan, sondern 
erst, nachdem ich ßeyes oben citirte Abhandlung in diesem Journal 
Bd. 78 gelesen hatte. Aber die angedeutete Idee ist für die Auffassung 
der allgemeinen Polarentheorie von fundamentaler Wichtigkeit, und ich 
werde sie daher hier noch nach einer etwas veränderten {Methode} 
darlegen. 

Ich habe gesagt, dass man das algebraische Produkt t^l)^ ... h^ . 

als Fläche 7i;-ter Klasse betrachten kann; die Gleichung dieser Fläche 

ist [fcil][&2l] • • • {^iX\ "^ ^\ ^^ [^i§] ^^^ äussere Produkt des Punktes 

\ und der Ebene | ist, und gleich Null gesetzt, aussagt, dass die 

Ebene § durch den Punkt \ geht. Nun bezeichne ich mit cf"^ die 

Vielfachensumme der algebraischen Produkte von je Iv Punkten und 

nenne sie eine Form Ä-ter Klasse. Es verwandelt sich a*^^) in a^,, wenn 

man jedem dieser Punkte noch eine Lücke dritter Stufe als zweiten 

Faktor des äusseren Produktes hinzufügt; es sind also cfi^ und a^ nur 

formell verschieden, und beide stellen dieselbe Fläche /i;-ter Klasse dar. 

Ich bezeichne das obige Produkt [?>ib] [&2§] • • • \P]X\ ^^ [^1^2 • • • ^/&- ^ 

und verstehe allgemeiner unter dem äusseren Produkte zweier Faktoren, 

von denen der erste ein algebraisches Produkt von m Punkten, der 

andere ein algebraisches Produkt von n Ebenen ist, also unter 

[A • • • ^m • i^i • • • ßn\j wenn m kleiner oder ebenso gross als n ist, den 

Ausdruck , welcher hervorgeht, wenn man zuerst jeden der Punkte 

t-^ ... 1)^ mit einer beliebigen der Ebenen ß^ . . . ß^ zvl einem äusseren 

Produkte verbindet, und die sämtlichen möglichen verschiedenen Glieder^ 

die auf diese Weise aus \ . . . i^^ , ß^ . . . ß^ entspringen, addirt imd die 

Summe durch die Anzahl der Glieder dividirt. So zum Beispiel ist 

Man sieht, dass jener Ausdruck IPi - - - i^n • ßi • • - i^J ^^^' formell ver- 
schieden ist von dem oben definirten Ausdrucke [^/3J • • • [^M&i . • .^,,„; 
wenn x das Zeichen der Lücke ist, und dass a^|^ identisch ist mit 
[a(^)|^] und daher auch die. oben nachgewiesenen Gesetze für diese 
neuen Formen gelten. Es versteht sich von selbst, dass, wenn m 
grösser ist als n^ man ß^^ , . ., ß^ auf alle möglichen Arten mit n der 
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Punkte &ij • . •; &^ zu äasseren Produkten [&y./3j zu verbinden und 
im übrigen ebenso zu verfahren bat ^ und dass man ferner aucb 
ißi • ' ' ßm'\ ' ' • ^n\ ^^^ entsprechende Weise zu definiren hat. Ich 
ziehe diese Formen als für die Anwendung bequemer den früheren 
vor. Ist nun a^^'^ eine Form ^-ter Ordnung und a^'^^ eine Form m-ter 
278 Klasse j so wird nach f dem Obigen [a^^K a^'^^ die Polare zu jenen 
zwei Formen. Diese Polare ist eine Form von (^ — m)-ter Ordnung 
oder (m — n)-ter Klasse^ je nachdem n^ m oder m^ n ist. Um diesen 
doppelten Ausdruck zu vermeiden^ setze ich fest, dass zum Beispiel 
eine Form ( — 3)-ter Ordnung nichts anders bedeuten soll als eine 
Form dritter Klasse und umgekehrt. Wenn m = n ist, so wird die 
Polare eine blosse Zahl. 

Der so gewonnene Begriflf der Polare gestattet die freieste und 
mannigfachste Anwendung, und schliesst den von Herrn Heye auf- 
gestellten Begriff in sich. Um dazu zu gelangen, benutzt man am 
besten den bekannten Satz: Jede Fläche ^^-ter Klasse lässt sich, 
wenn man 

1.2.3 

beliebige Punkte öj^, . . ., &^ annimmt, welche nicht in einer und der- 
selben Fläche ^-ter Ordnung liegen, als Vielfachensumme von v Flächen 
n-ter Klasse darstellen, welche sich auf die ^^-fachen Punkte h^^ . . ., fc,, 
reduciren, oder anders ausgedrückt, jede Form 7^-ter Klasse a^^^ lässt 
sich in der Form 

darstellen. Dieser Satz, so wie der reciproke, soll weiter unten auf 

sehr einfache Art bewiesen werden. Sucht man nun zu der Fläche 

{^-ter Klasse } d''\ deren Gleichung ai[6il]'' -| \- a^[\^T= 0, und zu 

der Fläche &-ter Ordnung a^^\ deren Gleichung b^j^iO;]^ -| j- ^y\ßyßY'=^ 

ist, wo 

(]c+l)(]c + 2)Qc+S) 



% = 



1.2.3 



und ]c <Cn ist, die Polare, so wird diese nach dem Obigen eine Fläche 
{n — Ä)-ter Klasse, deren Gleichung [a(^)a(^)|^"^] == 0, das heisst 

^^Wßr'^''-' = oder 2(^M\ßrfmf-' = is^- 

Diese Bestimmung stimmt mit der von Herrn Reye dem Resultate 
nach überein. Aber auch Reyes Apolaren sind aus dem obigen Princip 
aufs einfachste abzuleiten. Nämlich zwei Formen a^^^ und a^^^^^ von ^'^-ter 
Klasse und m-ter Ordnung heissen apolar zu einander, wenn die zu 
ihnen gehörige Polare Null ist, das heisst, wenn [a^^^ . a^'^^] == ist. 
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Wenn m kleiner als n ist^ so heisst das, es muss [a^^^ . a('''^)|^~*^] gleich 
Null sein für jede Ebene |; das giebt so viel Bedingungsgleichungen 
als die Zahl der Koefficienten einer quaternären Form [n — m)-ten 
Grades beträgt, also 

{n — m-\-l)(n — m -{- 2) {n — m + 3) 

TTsTs 

Bedingungsgleichungen. Diese Bedingungsgieichungen erhält man un- 
mittelbar, indem man statt g^-^'^ nach und nach die Kombinationen 
mit Wiederholung aus e^^ e^, £3, £4 zur (n — m)-ten Klasse setzt. Der 
interessanteste Fall ist der, wo n = m ist, also [a^"") . a^'^^ = ist. 
Wenn sich a^^^ auf die Potenz eines Punktes reducirt, so sagt die 279 
Gleichung aus, dass dieser Punkt auf der Fläche ^^-ter Ordnung a^^^ 
liege. Wir werden im allgemeinen Falle mit Herrn Reye sagen 
können, dass die Fläche ^'^-ter Klasse d'^'> auf der Fläche ^-ter Ordnung 
a^'^^ ruhe, oder nach der in der Ausdehnungslehre gewählten Benennung, 
dass d'^^ und a^^^ incident sind. Sind e^, e^, 63, e^ die ursprünglichen 
Einheiten und s^, s^, £3, £4 ihre Ergänzungen, so kann man a^^^ und a^""^ 
in den Formen darstellen 



= a,e- 4- a,e'r^e, + • ■ 


■ • + a.e/, 


= bi£/ + t)2£r'«2+- 


• • + Kh''- 



Dann ergiebt sich, da [e^fj = 1, [e^£,] = ist, wenn r und s verschieden 
sind, auch [e^^ . e^^] = [e^ s^f = 1, [e^ -^e^.s^-^ £^] = [e^ sj" - ^ [e^ £3] = 1; 
und so werden überhaupt die äusseren Produkte der entsprechenden 
Glieder gleich Eins, während die der nicht entsprechenden verschwinden, also 

und dies gleich Null im Falle der Incidenz, also ganz wie bei der 
Incidenz eines Punktes und einer Ebene. 

Da sich die Folgerungen, welche Herr Reye aus seiner Polaren- 
theorie zieht, aufs leichteste aus den oben aufgestellten Principien er- 
geben, so glaube ich auf ihre Ableitimg hier verzichten zu dürfen, und 
gehe jetzt auf die Systeme und Gewebe algebraischer Flächen über. 
Die wesentliche Idee dieser Gebilde findet sich in der Ausdehnungs- 
lehre von 1862, Nr. 392 und 393 {d. Ausg. I, 2, S. 263f.}. Es seien 
fiy f27 ' ' ") fv l^eliebige Funktionen, und zwar setze ich sie dem vor- 
liegenden Zwecke gemäss als quaternäre Funktionen von Punkten oder 
Ebenen im Räume, so lassen sich diese Funktionen nach Nr. 392 als 
Einheiten auffassen und die daraus numerisch abgeleiteten Funktionen als 
extensive Grössen, welche allen Verknüpfungen extensiver Grössen unter- 
worfen werden können, und den Gesetzen derselben unterliegen. Es sei 
/ = x^f-^ -|- ^2/2 + •••-!- xj\ 

Grassmann, Werke. II. 19 
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eine solche abgeleitete Funktion, %, x^, • • •; ^^ also ihre Ableitungs- 
zahlen, die aber von den Veränderlichen^ die in fu f^j - - . enthalten 
sind, gänzlich unabhängig sind. Wenn nun zwischen diesen Ableitungs- 
zahlen, die man mit Herrn Reye die Flächenkoordinaten nennen kann, 
eine Gleichung m-ten Grades 

herrscht, so habe ich die Gesamtheit der Flächen f==Oj die dieser 
Gleichung genügen, in Nr. 393 ein Flächengebüde m-ten Grades ge- 
280nannt, was f mit Reyes Darstellung wesentlich übereinstimmt. All- 
gemeiner würde f = x^f-^ _[_... _|_ x^f^, wenn cp{x^j x^^ . . .^ x^) eine 
Gleichung m-ten Grades ist, ein Formgebilde m-ten Grades genannt werden 
können. Ich habe diese Idee in Nr. 394 — 400 {d. Ausg. I, 2, S. 
265 — 270} weiter ausgeführt für den Fall, wo f\, f^, /g, f^ Kreis- 
funktionen in der Ebene sind^ und davon ist der Fall, wo f^, . . ., /J^ 
Kugelfunktionen im Räume sind, nicht wesentlich verschieden (vergl. 
Reye in diesem Journal, Bd. 82, S. 7 unten). 

Aber in Betreff der Stufenzahl der Gebilde befinde ich mich mit 
Herrn Reye im Widerspruch. Ich nenne die Gesamtheit aller aus 
q Einheiten numerisch ableitbaren Grössen, der neueren Algebra ent- 
sprechend, ein Gebiet (lineares Gebilde) g-ter Stufe, während Herr 
Reye dafür die Stufenzahl q — 1 annimmt, die aber überall zu ver- 
wickeiteren Formeln führt. Die allgemein theoretischen Sätze, welche 
Herr Reye S. 1 — 13 in der citirten Abhandlung „Ueber Systeme u. s. w.^^ 
aufstellt, werden einfacher, allgemeiner und leichter beweisbar, wenn 
man wie oben /i? • . •; /r ^^ beliebige Einheiten, also die f als einem 
Gebiete i/-ter Stufe angehörig auffasst. In diesem Sinne findet sich 
der Hauptsatz über die Stufenzahlen der Gebiete (Reye a. a. 0. S. 12) 
in Nr. 25 der citirten ilusdehnungslehre, wobei auf die Erklärung 
Nr. 15 zurückgegangen ist {d. Ausg. I, 2, S. 21, 16}. Hier wird die 
Gesamtheit der Grössen, welche zweien (oder mehreren) Gebieten zu- 
gleich angehören, ihr gemeinschaftliches Gebiet und die Gesamtheit 
der Grössen, welche sich aus den Grössen zweier (oder mehrerer) 
Grössen numerisch (linear) ableiten lassen, ihr verbindendes Gebiet 
genannt und der Satz aufgestellt, dass die Summe der Stufenzahlen 
zweier Gebiete gleich der Summe der Stufenzahlen des ihnen gemein- 
schaftlichen und des sie verbindenden Gebietes sei. Ich verweise in 
Bezug auf den Beweis dieses Fundamentalsatzes auf die citirte Nummer 
meiner Ausdehnungslehre von 1862, und bemerke, dass er auch schon 
in der Ausdehnungslehre von 1844 S. 185 { d. Ausg. I, 1, S. 209} 
wenn gleich in anderer Ausdrucksweise vorkommt. 
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Auch die meisten der übrigen Sätze in jenem Abschnitte sind der 
Ausdehnungslehre za entnehmen, dagegen findet sich in beiden Bear- 
beitungen der Ausdehnungslehre nicht der für die Ausdehnungslehre 
wichtige Satz in Nr. 14 jener Abhandlung. Derselbe würde für die 
Ausdehnungslehre so lauten: Ein Gebiet q-ier Stufe, welches einem 
Grebiete (g -f- s)-ter Stufe untergeordnet sein soll, hängt von qs Para- 
metern ab, das heisst es giebt gs-fach unendlich viele Gebiete q-ter 
Stufe, die einem gegebenen Gebiete (q -\- s)-ter Stufe untergeordnet 
sind. Der Beweis, den Herr Reye giebt, lässt sich f unmittelbar auf 281 
die Ausdehnungslehre übertragen. Sind nämlich wie oben f^^ . . ., Z"^, 
wo v = q-\- s ist, als Einheiten gefasst, und ist f= xj\ -\ — • -|- x^^^^f^j^^, 
so müssen zwischen x^, . . ., x j^^, damit f aus q Einheiten numerisch 
ableitbar sein soll, s Zahlbeziehungen (lineare homogene Gleichungen) 
herrschen. Diese lassen sich, wenn sie von einander unabhängig sind^ 
in der Form darstellen, dass aus q jener Grössen die übrigen nume- 
risch ableitbar sind, vorausgesetzt, dass auch unendlich grosse Koeffi- 
cienten gestattet sind. Jede dieser s Zahlbeziehungen enthält q Koeffi- 
cienten, also alle zusammen qs Koefficienten, die man als die Parameter, 
von denen die untergeordneten Gebiete g-ter Stufe abhängen, ansehen kann. 
Es ergiebt sich hieraus zum Beispiel der für die Ausdehnungslehre 
sehr bedeutungsvolle Satz: Die Anzahl der Bedingungsgleichungen 
dafür, dass eine Grösse g-ter Stufe, die einem Hauptgebiete (g -|- s)-ter 
Stufe angehört, eine einfache sei, das heisst sich als kombinatorisches 
Produkt von q Grössen erster Stufe darstellen lasse (vgl. Ausdehnungs- 
von 1862, Nr. 77, die von 1844, § 51 {d. Ausg. I, 2, S. 56, I, 1, 

•2 

S. 108}), ist (^ + s) — qs — 1, das heisst 

__ 1.2. ..g ' qs- i. 

Also zum Beispiel für Grössen g-ter Stufe in einem Gebiete (q -\- l)-ter 
Stufe giebt es keine Bedingungsgleichung (gemäss der Ausdehnungs- 
lehre von 1862, Nr. 88 und der von 1844, § 50 {d. Ausg. I, 2, S. 61, 
I, 1, S. 106}), 

Aber auch jene Bedingungsgleichungen lassen sich auf dem ange- 
deuteten Wege finden. In der That wenn 

die oben angedeuteten Zahlbeziehungen sind, und man die Werthe von 
^2 + 1» • • •; ^2 + .s ii^ f == ^i/i -]-..._[- x^^J'^^^^ einsetzt und nach den x 
ordnet, so erscheint f als Vielfachensumme von q Grössen, die keine 

19* 
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der Grössen x melir enthalten; das so bestimmte Gebiet g-ter Stufe^ 
dem /' angehört^ wird dann dargestellt durch das kombinatorische Pro- 
dukt jener g Grössen^ nämlich 

= [(fi + ^ii/;+i H — f- ^.i/;+.) • • • (/'s + ^1/2+1 H — ^ Vso/.-^^i 

Als allgemeine Grösse g-ter Stufe erscheint sie aber in der Form 
^^J?^ -f- ^2^2 + * • •? ^^ ^17 ^2) ' ' ' ^i^ Einheiten g-ter Stufe, das 
heisst (nach Ag, Nr. 77 (d. Ausg. I, 2, S. 56}) die multiplikativen 
Kombinationen aus den Einheiten /i; . . .; f]^^^ zur g'-ten Klasse sind. 
Wir denken uns dieselben wohlgeordnet = E^^ E^y . . ., so dass also 
^1 "^ [/i/2 • • • tq] ^^^' Setzt man nun die entsprechenden zu diesen 
Einheiten g-ter Stufe gehörigen Koefficienten auf beiden Seiten gleich, 
282 so erhält man zuerst ^^^ == 1. Man wird f also die noch nicht homo- 
genen Gleichungen durch Zufügung des Faktors 0-^ homogen machen 
können. Ferner ergiebt sich leicht, dass die qs unbekannten Grössen 
y sich unmittelbar durch je eine der Grössen ausdrücken, so dass 
man die verlangten Bedingungsgleichungen zwischen den erhält. 
Bezeichnet man allgemein die Anzahl der Kombinationen ohne Wieder- 

.P . -2.2 

holung aus a Elementen zur p-ten Klasse mit a, so ergeben sich q s 

.3.3 
Gleichungen, deren Glieder Produkte von je zwei der Grössen 0, q s 

Gleichungen, deren Glieder Produkte von je drei der Grössen 0, u. s. w., 

endlich q s = s Gleichungen, deren Glieder Produkte von je q der 
Grössen sind. 

So zum Beispiel erhält man, wenn eine Grösse zweiter Stufe in 
einem Gebiete vierter Stufe eine einfache Grösse (im Räume ein 
Linientheil) sein soll, nur Eine Bedingungsgieichung, nämlich bei der 
oben festgesetzten Benennung 

%^6 ~ ^2% + ^3^4 = 0; 

welche mit der aus der Liniengeometrie bekannten Bedingungsgleichung 
zusammenfällt. 

Ich kehre jetzt zu den Flächengebilden zurück. Es ist gezeigt, 
dass die algebraischen Formen, besonders die im ßaume, und die sie 
vertretenden algebraischen Produkte von Punkten oder Ebenen als 
extensive Grössen aufgefasst und den Verknüpfungen dieser Grössen 
unterworfen werden können. Namentlich hebe ich jetzt die kombina- 
torischen Produkte derselben hervor. Unmittelbar aus dem Begriffe 
ergiebt sich, dass ein kombinatorisches Produkt von m Grössen reprä- 
sentirt wird durch das aus diesen Grössen ableitbare Gebiet und einen 
durch die Beziehung zur Addition bedingten metrischen Werth, ferner 
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dass jenes Produkt dann und nur dann Null ist, wenn die m Faktoren 
desselben in einer ZaUbeziehung zu einander stehen. Aus dieser Be- 
trachtung ergiebt sich, sogleich die Gleichung einer Fläche ^-ter Ord 
nung, die durch v — 1 Punkte geht, wo 

(^^ + 1) {n -\-2){n-{- 3) 

y 1.2.3 

ist, so wie die Gleichung einer Fläche n-ier Klasse, die von v — 1 
Ebenen berührt wird. In der That, sind &^, . . ., &^_j^ im ersten Falle 
Punkte, deren n-te Potenzen in keiner Zahlbeziehung zu einander 
stehen, so ist die Fläche n-ier Ordnung durch diese Punkte bestimmt 
und ihre Gleichung ist 

Dass sie eine Fläche n-ter Ordnung darstellt, zeigt ihre Form un- 
mittelbar, dass sie die Punkte &^, . . ., l)^_i enthält, folgt sogleich; denn 
wird zum Beispiel x = \^ so wird auch x^^ = fe-^^, also werden zwei 
der Faktoren des kombinatorischen f Produktes gleich, also das kom-283 
binatorische Produkt nach seinem ursprünglichen Begi'iffe Null. 

Aber diese Gleichung enthält auch die Lösung der Aufgabe in 
gewöhnlichen Koordinaten. Denn wenn e^ • . •; e^ vier nicht in einer 
Ebene liegende Punkte und 

für r = 1 bis v — 1 sind, so erhält man jede der n-ieii Potenzen als 
Vielfachensumme der multiplikativen Kombinationen mit Wiederholung 
aus e^j ^2, ßg, e^. Es seien E^^ E^, . . .^ E^ diese Kombinationen und 
zwar in wohlgeordneter Reihe, so reducirt sich die linke Seite obiger 
Gleichung auf eine Vielfachensumme der kombinatorischen Produkte 
von j^j^, . . ., E^ zu V Faktoren. Setzt man [E-^E^ . . . E^] = 1, so erhält 
man unmittelbar die verlangte Gleichung. 

Auch erhellt (nach Ausdehnungslehre von 1862 Nr. 24, von 1844 
§ 20 {d. Ausg. I, 2, S. 21; I, 1, S. 61}), dass man statt der v Einheiten 
E^, . . .j E^^ auch V aus ihnen ableitbare Grössen, die in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehen, namentlich auch v in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehende '/^-te Potenzen von Punkten setzen und 
aus ihnen alle n-iexi Potenzen von Punkten, also auch alle Elächen 
j^-ter Klasse ableiten kann. Endlich kann man statt ö^^, . . ., &?— i auch 
beliebige Flächen n-i^r Klasse, a-^''\ . . ., &if-i«) die in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehen, einsetzen und erhält dann 
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Es stellt also das kombinatorisclie Produkt von v — 1 unabhängigen 
Flächen ^^-ter Klasse eine Fläche ^-ter Ordnung dar. Diese sei a''''^\ also 

\ü^ Qi^ ... O^iz — lJ = Ci j 

SO wird 

die Gleichung dieser Fläche. In dieser kann man wieder statt x^ eine 
Fläche '/^-ter Klasse d"^^ setzen und erhält 

Xa^'^'a^'"' . . . a'^-io^'^'l = \a'''' a''''~\ und dies = 0^ 

wenn d^^ und o}^^ incident sind (vergl. Reye^ Ueber Systeme u. s. w. 
Nr. 21). 

Es mag an diesen Andeutungen genügen ^ um die Fruchtbarkeit 
. der in der Ansdehnungslehre entwickelten Methoden auch für das von 
Herrn Reye neu eröffnete Forschungsgebiet nachzuweisen. 

Stettin, den 28. Juli 1877. 
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XXIIl. 

Stücke aus dem Lelirbuclie der Aritlimetik. 



Lehrbuch \ der | Arithmetik \ für | l)öt)ete Sel)ranftatteTi | von | 

Heriiiaiin Orassmann, [ Professor am Gymnasium zu Stettin. | Berlin, 1861. j 

Verlag von Th. Chr. Fr. Enslin. | (Adolph Enslin.) 

Auch unter dem Titel: Lehrbuch | der | Mathematik | für | l)ö[}ere Set)ranftaltett | etc. 

Erster Theil: 1 Arithmetik. 



Vorrede. v 

Die vorliegende Bearbeitung der Arithmetik, welche in ihren wesent- 
lichen Grundzügen das gemeinschaftliche Werk von mir und meinem 
Bruder Robert ist, tritt mit dem Ansprüche auf, die erste streng 
wissenschaftliche Bearbeitung jener Disciplin zu sein, und mit dem 
noch weiter gehenden Ansprüche, dass die darin befolgte Methode, 
wie sehr sie auch von der üblichen abweichen mag, dennoch, in allen 
ihren wesentlichen Momenten, nicht eine unter vielen möglichen, son- 
dern die einzig mögliche Methode einer streng folgerichtigen und 
naturgemässen Behandlung jener Wissenschaft sei. 

Ob diese Ansprüche, welche zugleich gegen die früheren Bearbei- 
tungen den Vorwurf eines Mangels an wissenschaftlicher Strenge und 
Folgerichtigkeit einschli essen, berechtigt seien oder nicht, muss das 
Werk selbst thatsächlich ausweisen, da eine polemische oder apologeti- 
sche Begründung dieser Ansprüche dem speziellen Zwecke des Werkes 
widerspricht. Wir hoffen diesem Mangel späterhin durch eine Bearbei- 
tung der Mathematik abzuhelfen, welche, wissenschaftlich durchgebildete 
Leser voraussetzend, überall die leitenden Gedanken hervorheben und 
die Nothwendigkeit der befolgten Methode im Einzelnen nachweisen 
soll. Doch bin ich überzeugt, dass auch jetzt schon jeder, welcher 
das vorliegende Werk gründlich und vorurteilsfrei durchmacht, jene 
Ansprüche als gerechtfertigt anerkennen wird. Es bleibt also nur die 
pädagogische Seite des Buches und seine praktische Handhabung zu 
besprechen. 
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Dass auch schon für den ersten wissenschaftlichen Unterricht in 
der Mathematik die möglichst strengste Methode vor jeder andern den 
Vorzug verdiene^ werden wohl wenige bestreiten. Namentlich wird 
jeder Pädagog einen folgerichtigen Beweis einem in Trugschlüssen fort- 
schreitenden oder sich im Oirkel bewegenden vorziehen, ja es wird 
für ihn eine moralische Unmöglichkeit sein, mit Bewusstsein einen 
Beweis der letztern Art den Schülern vorzutragen und sie so gewisser- 
massen hinters Licht zu führen. Und dennoch ist diese verwerfliche 
Art sogenannter Beweise in den bisherigen Lehrbüchern der Arithmetik 
überall, wo es auf die Grundlegung und den Ausbau des Systemes 
ankommt, durchaus vorherrschend. Aber vielleicht findet man den 
VI strengen Beweis für die Fassungskraft des Schülers zu schwer. Sollte 
dies irgendwo der Fall sein, — was immer auf einen Fehler in der 
Anlage oder Behandlung des Ganzen hinweisen würde — , so wäre das 
einzige Auskunftsmittel, an einer solchen Stelle den Schülern den Satz 
bloss historisch mitzutheilen, und mit dem offenen Geständniss, dass 
man keinen für sie fassbaren Beweis habe finden können, auf einen 
solchen zu verzichten-, ein Auskunftsmittel, was immer misslich ist 
und nur im äussersten Nothfalle anzuwenden wäre. Aber immer 
bleibt auch dies Auskunftsmittel noch einem Beweise vorzuziehen, der 
keine Beweiskraft hat, und daher dem Schüler entweder ganz unver- 
ständlich bleibt, oder ihn mit einem Scheine des Wissens betrügt, der 
aller Oberflächlichkeit und Unwissenschaftlichkeit Thor und Thür öffnet. 
Die Mathematik in ihrer strengsten Form, in ihrer unerbittlichen 
Konsequenz ist allein im Stande, den Schüler vor der modischen Herr- 
schaft der geistreichen Phrase zu bewahren und ihn im logisch folge- 
richtigen Denken zu üben. Dieser Zweck würde jedoch nicht erreicht 
werden, wenn man ohne begriffliche Entwickelung nur Formel auf 
Formel reihen wollte. Vielmehr müssen beide: Formelentwickelung 
und Begriffsentwickelung stets Hand in Hand gehen. Im Lehrbuche 
ist die Art, wie dies geschehen soll, an einigen Beispielen, am aus- 
führlichsten in Nr. 17, dargestellt. Dagegen ist in der Regel der Be- 
weis nur in Formeln mitgetheilt, und in Parenthese die Nummer des 
Satzes beigefügt, durch welchen die neue Formel hervorgeht. Aber 
es wird ohne Ausnahme vorausgesetzt, dass der Schüler bei dem Vor- 
trage des Beweises jedesmal den Satz in Worten anführt, auf welchem 
die nächste Formel beruht; an schwierigeren Stellen wird er den Satz 
auch noch für den vorliegenden Fall zu specialisieren haben. Danach 
wird also der ganze Vortrag in begrifflicher Entwickelung vorschreiten, 
während die jedesmal hingeschriebene Formel den begrifflichen Fort- 
schritt symbolisch darstellt. Dabei wird vorausgesetzt, dass der Schüler 
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den schon diirchgenommeaen Vorrath der Sätze sich auch gedächtniss- 
inässig fest eingeprägt habe^ so dass er bei der häuslichen Vorbereitung 
oder Wiederholung nur in den seltneren Fällen die beigefügten Gitate 
nachzuschlagen nöthig hat. 

Doch diese reproduktive Thätigkeit genügt noch nicht für die 
Erreichung jenes Zieles^ der üebung im folgerichtigen Denken. Viel- 
mehr muss auch die Produktivität des Schülers auf diesem Gebiete 
angeregt, und er in den Stand gesetzt werden, auch neue Wahrheiten 
aufzufinden. Zu dem Ende ist zunächst die ganze Anlage des Werkes 
so ausgeführt, dass auch der mittelmässige Schüler, nachdem ihm nur 
die Natur des Beweises (ob er fortschreitend, rückschreitend, indirekt 
oder induktorisch sei) angedeutet wurde, ganz selbständig den Beweis 
führen kann, vorausgesetzt, dass er schon einen Beweis derselben 
Gattung kennen gelernt hat. 

Ein anderes wichtiges Mittel für die Anregung der Produktivität VII 
bietet die heuristische Methode, welche die Sätze selbst finden lehrt. 
Allein diese Methode in einem Lehrbuche, was in den Händen der 
Schüler ist, zu Grunde zu legen, wäre ein ganz verfehltes Unter- 
nehmen. Es würde dadurch nicht nur dem Schüler die Repetition 
erschwert, sondern auch der Lehrer gerade in demjenigen eingeengt 
werden, was auf die individuellste Weise aus seiner und der Schüler 
besonderen Begabung und aus der gegenseitigen Beziehung beider 
hervorfliessen muss. Uebrigens hoffe ich, dass in dem vorliegenden 
Werke der Gang der Entwickelung den Grad der Durchsichtigkeit 
und des Parallelismus darbieten wird, dass er die richtige Heuristik 
überall hindurchschimmern lässt. Ein ausführliches Beispiel der heu- 
ristischen Methode ist an einem der schwierigsten Fälle in Nr. 439 
gegeben worden. 

In Bezug auf die Aufgaben, welche in bedeutender Anzahl theils 
zur Einübung des Erlernten, theils zur Weckung und. Ausbildung der 
Erfindungsgabe in Anwendung zu bringen sind, verweise ich auf die 
in reichlicher Auswahl vorhandenen Aufgabensammlungen, namentlich 
auf die trefi'liche Sammlung von Heis. Es ist an den betreffenden 
Stellen auf die Gattung von Aufgaben, welche vor dem weiteren Fort- 
schreiten und während desselben zu geben sind, hingewiesen worden. 
Ueberdies werden die Schüler durch die in Formelentwicklungen streng 
fortschreitende Methode des Lehrbuches so im algebraischen Rechnen 
geübt, dass ihnen das Lösen der Aufgaben an den betreffenden Punkten 
keine erheblichen Schwierigkeiten bereiten kann. 

Ausser der Uebung im scharfen Erfassen und sicheren Auffinden 
der Wahrheit hat aber die Mathematik noch eine andere bildende 
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Seite^ indem sie nämlich den Geist für das Ueberschauen eines wissen- 
scJbaftliclien Systemes befähigen soll. Es ist jedoch fehlerhaft und 
erfolglos, wenn man damit schon anfangen will, ehe noch der Stoff 
im Einzelnen dem Schüler bekannt geworden ist; wo dann nichts 
anderes übrig bleibt, als ihn mit allgemeinen philosophischen Redens- 
arten abzuspeisen, die mindestens dem Schüler unverdaulich sind, und 
jedenfalls das Gegentheil von dem wirken, was sie wirken sollen. 
Vielmehr kann jenes Ziel nur erreicht werden, einestheils durch eine 
leicht fassliche und strenge Systematik, die nicht nach einer äusseren 
Schablone zugeschnitten, sondern aus der Natur des Gegenstandes 
organisch erwachsen ist, andrerseits durch eine Uebersicht, welche am 
Schlüsse das noch vereinzelt Dastehende, was einer Vereinigung ent- 
gegenstrebte, zusammenfasst und zu einem Gesamtbilde vereinigt. Dies 
ist in Bezug auf die elementare Arithmetik am Schlüsse derselben in 
§ 16 versucht. 

Was endlich die Vertheilung des Stoffes betrifft, so zeigt schon 
der unmittelbare Anblick des Inhaltsverzeichnisses, dass dieser Stoff 
bis Prima hinauf ausreichen, und die ganz arithmetische Seite des 
YIII Unterrichts umfassen soll. Bei der gewöhnlichen Einrichtung der Gym- 
nasien würden § 1 — 9 für Quarta und Tertia, § 10 — 16 für Secunda, 
§ 17 — 26 für Prima zu bestimmen sein; wobei zu bemerken ist, dass 
§ 24 — 26 je nach der Fähigkeit der Schüler entweder durchgenommen 
oder übergangen oder auch den begabteren, sei es zu eigner Belehrung, 
oder zu Vorträgen für die übrige Klasse überwiesen, und dass die mit 
einem Stern * bezeichneten Sätze bei dem ersten Vortrage übergangen 
werden können. 

Auf den vorliegenden Theil sollen nach dem Plane des Verfassers 
noch zwei Theile folgen, von denen der eine die Planimetrie, der 
andere die Stereometrie und die beiden Trigonometrien umfassen soll. 



§1. 

Einleitung. 

1. Erldänmg. Mathematik (iiad^rjiiatiKYi) ist die Wissenschaft 
von der Verknüpfung der Grössen. Grösse heisst jedes Ding, welches 
einem andern gleich oder ungleich gesetzt werden soll. Gleich heissen 
zwei Dinge, wenn man in jeder Aussage statt des einen das andre 
setzen kann. 

2. Bezeichnung. Die allgemeinen Zeichen der Grössen sind die 
Buchstaben. So oft in demselben Zusammenhange (in diesem Buche 
unter derselben Nummer) derselbe Buchstabe vorkommt, ist darunter 
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stets ein und dieselbe Grosse verstanden (es sei denn^ dass ausdrück- 
lich dem Buchstaben hernach eine andere Bedeutung beigelegt wird). 
Das Zeichen der Gleichheit ist =j das der Ungleichheit ^. 

3, Erklärung. Die Formel a = h heisst eine Gleichung, a ihre 
linke, h ihre rechte Seite. 

4:, JErläänmg. Jede mathematische Verknüpfung findet nur 
zwischen zwei Grössen statt; die Grösse, welche durch diese Ver- 
knüpfung entsteht, heisst Resultat der Verknüpfung. Das Resultat 
der Verknüpfung kann aufs Neue mit einer Grösse verknüpft werden. 
Eine Grösse a mit mehreren Grössen &, c, . . . fortschreitend ver- 
knüpfen, heisst a mit & verknüpfen, das Resultat dieser Verknüpfung 
mit c verknüpfen und so weiter. 

5, Beseiclimmg. Die Klammer () drückt aus, dass der in ihr 
stehende Ausdruck eine Grösse bilden soll. Die einfachsten Ver- 
knüpfungen sind Addition (§ 2) und Subtraktion (§ 3). Das Zeichen 
der Addition ist + (gelesen plus), das der Subtraktion — (gelesen 
minus). Bei der Addition und Subtraktion werden die Klammern stets 
weggelassen, wenn die erste Grösse mit den darauf folgenden fort- 
schreitend verknüpft werden soll. 

Beispiel, a -f- 6 -f- c bezeichnet, dass zu a die Grössen h und c 2 
fortschreitend addirt werden sollen, das heisst, dass zu a zuerst &, und 
zu der so erhaltenen Grösse a -{- h die Grösse c addirt werden soll; 
oder es ist a -\- b -^ c = (a -\- b) -{- c. Dagegen bezeichnet a + (& + c), 
dass zuerst zu b die Grösse c addirt werden soll, und dann zu a die 
Grösse b -\- c addirt werden soll. 

Anmerkung 1. Ein Ausdruck, welcher nur das Zeichen einer Grösse ent- 
hält, oder welcher nicht Theil eines umfassenderen Ausdruckes ist, braucht nicht 
mit einer Klammer umschlossen zu werden, weil sich hier von selbst ergiebt, 
dass der Ausdruck nur eine Grösse bilden soll. 

Anmerkung 2. Beim Lesen eines mit Klammern versehenen Ausdrucks, 
muss man, wenn nicht Zweideutigkeit entstehen soll, stets angeben, wo eine 
Klammer geöffnet, und wo sie geschlossen werden soll; nur wo sich das Schliessen 
der Klammern von selbst versteht, wie am Ende des ganzen Ausdrucks oder vor 
dem Gleichheitszeichen, l'ässt man die Angabe über den Klammernschluss am 
zweckmässigsten fort. Zum Beispiel: 

1) a — (h ~{- c) — d gelesen: a minus, Klammer h plus c Klammer ge- 
geschlossen, minus d. 

2) a -j- (& — (c + d)) -f 6 gelesen: a plus, Klammer h minus Klammer c 
plus (i, beide Klammem geschlossen, plus e. 

3) a — {b -\- c) = h — (<^ + (& — c)) gelesen: a minus Klammer b plus c 
gleich b minus Klammer a -\- Klammer b — c. 

6, Erldärimg. Die Arithmetik {a^i^iiriti^ri) behandelt diejenigen 
Grössen, welche aus einer einzigen Grösse e durch Verknüpfung hervorgehen. 
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§2. 
Addition. 

7. Erldänmg. Man bilde aus einer Grösse e eine Reihe von 
Grössen durch folgendes Verfahren: Man setze e als ein Glied der 
Reihe ^ setze e -\- e (gelesen e plus e) als das nächstfolgende Glied der 
Reihe ^ und so fahre man fort, aus dem jedesmal letzten Gliede das 
nächstfolgende dadurch abzuleiten , dass man zu jenem -j- e hinzufügt. 
Ebenso setze man e -\ ■ e (gelesen e plus minus e) als das dem e zu- 
nächst vorhergehende Glied der Reihe, und so fahre man fort, aus dem 
3 jedesmal ersten Gliede der Reihe das nächst f vorhergehende dadurch 

abzuleiten, dass man zu jenem Gliede -| e hinzufügt, so erhält man 

eine nach beiden Seiten unendliche Reihe 

• '•,e-| e-\ e-\ e, e-\ e-\ e, e-\- — e, e, e-\-e, e-{-e-{-e,-". 

Wenn man in dieser Reihe jedes Glied von allen übrigen Gliedern 
der Reihe als verschieden annimmt, so nennt man diese Reihe die 
Grundreihe, e die positive Einheit, — e die negative Einheit. 

8 — 9, Erldänmg. Wenn a irgend ein Glied der Grundreihe ist, 
so versteht man unter a -\- e (auch wenn a eins der Glieder ist, welche 
dem Gliede e vorhergehen) das auf a zunächst folgende Glied der 

Reihe, und unter a -\ e (auch wenn a eins der Glieder ist, welche 

dem Gliede e folgen) das dem a zunächst vorhergehende Glied, das 
heisst, wenn & das auf a zunächst folgende Glied der Reihe ist, so ist 

(8) 6 = a + e, 

(9) a = 6 -I e. 

Man nennt diese Verknüpfung Addition der Einheiten. 

10. Bezeichnung. Die Summe einer positiven und einer negativen 
Einheit wird mit (Null) bezeichnet, das heisst: 

e + — e = 0. 

11. Bezeichnung. Statt -| e schreibt man — e. 

0-\ e = — e, 

12. Die aus der Einheit e erzeugte Grundreihe ist demnach folgende: 
•••, — e-\ e-\ e, — e-\ 6, — e, 0, e, e-\-e, e-\- e-\- Cy •••. 

Die dem Gliede — e vorhergehenden Glieder dieser Beihe sind Summeen 
negativer Einheiten, die dem Gliede e folgenden Glieder der Beihe sind 
Summen positiver Einheiten. 

Beiveis. Die dem e folgenden Glieder der Grundreihe sind (nach 7) 
aus e durch fortschreitende Addition positiver Einheiten entstanden, 
also Summen positiver Einheiten. Die dem e vorhergehenden Glieder 
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sind aus e durch fortsclireitende Addition negativer Einheiten entstanden^ 

und zwar ist das dem e zunächst vorhergehende Glied e A^ ^ e = 

(nach 10)^ das dem Null vorhergehende -| e = — e (nach 11). 

Alle dem — e vorhergehenden Grlieder sind aus — e durch fortschrei- 
tende Addition negativer Einheiten entstanden und sind also Summen 
negativer Einheiten. 

13, a -\- e -\ e = a. 4 

'Eine positive und eine negative Einheit fortscJireitend addiren än- 
dert nichts. 

Betveis. Es sei h das auf a zunächst folgende Glied der Grund- 
reihe, so ist 

h = a -\- e (nach 8). 

a = h -\ e (nach 9). 

Setzt man in die zv^eite Gleichung den Werth von b aus der 
ersten ein, so erhält man 

a = a -}- e -\ e. 

14, a -{ e -^ e == a. 

Eine negative und eine positive Einheit fortschreitend addiren än- 
dert nichts. 

'Beiveis. Es sei Z> das dem a zunächst vorhergehende Glied der 
Grundreihe, so ist 

a = 1) -\- e (nach 8). 

5 = a -| e (nach 9). 

Setzt man den Werth von h aus der zweiten Gleichung in die 
erste ein, so erhält man 

a = a -\ e -\- e. 

15, Erhlärimg. Wenn a und h beliebige Glieder der Grundreihe 
sind, so versteht man unter der Summe a -]- b dasjenige Glied der 
Grundreihe, für welches die Formel 

a-{-(b-{-e)==a-\-b-\-e 

gilt. Man nennt a und b die Summanden oder Stücke der Summe 
a-\-h, a den ersten Summand, b den zweiten. Die Verknüpfung 
heisst Addition. Die Formel in Worte gefasst, giebt den Satz 

Statt zu dem zweiten Summanden eine positive Einheit zu addiren, 
kann man sie zu der Simime addiren, 
oder : 

Statt zu einer Summe eine positive Einheit zu addiren, kann man 
sie zum ziveiten Summanden addiren. 
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■e)-\-e-\ e 


(nach 13). 


■e + e)-\ e 


(nach. 15.) 


e 


(nach 14.) 
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16. Zusatz. Die Grösse a ~\- (b -\- e) ist das der Grösse a -f- & 
mnäcJist folgende Glied der Grundreihe, und a -\- h das der Grösse 
a -\- (b -\- e) simäelist verlier geltende Glied dieser BeiJie. 

Beweis, a -\- (h -{- e) ist (nach 15) gleich a -\- b -{- e, das heisst 
5 (nach 8)^ das auf a -{- b zunächst folgende Glied der f Grundreihe^ 
oder, was dasselbe ist^ a -\- b ist das der Grösse a -\- (b -{- e) zunächst 
vorhergehende Glied dieser Reihe. 

17. a-\~{b -\ e) = a-{-b -\ e. 

Statt s%i dem ziveiten Summanden eine negative Einheit zu addiren, 
kann man sie zu der Summe addiren, 
oder : 

Statt zu einer Summe eine negative Einheit zu addiren, kann man 
sie zum zweiten Summanden addiren. 

Beweis (fortschreitend). 

^ + (?> -I e) = ^ + (?> + 

= ^ + (^ + 

Anmerkung 1. Bei dem fortschreitenden Beweise geht man von der 
linken Seite der zu erweisenden Gleichung aus und sucht dieselbe nach und nach 
in die rechte Seite umzuwandeln, und zwar in der Regel so, dass man der linken 
Seite zuerst dasselbe Schlussglied zu yerleihen sucht, welches die rechte hat. 

Anmerkung 2. Die Nummer, welche bei einer Formel in Parenthese bei- 
gefügt ist, drückt aus, dass die Formel nach demjenigen Satze heryorgeht, 
welcher jene Nummer an seiner Spitze trägt. Bei der mündlichen Darstellung 
sind diese Nummern auszulassen, und statt dessen, ehe die neue Formel abge- 
leitet wird, der Wortausdruck des citirten Satzes auszusprechen, auch nöthigen- 
falls anzugeben, wie dieser Satz auf die zuletzt gewonnene Formel angewandt 
werden soll. Wenn hinter der in Parenthese gesetzten Nummer der Buchstabe b 
folgt, so soll dies andeuten, dass man von dem citirten Satze den zweiten, 
Wortausdruck wählen soll. Um von der Art dieser mündlichen Darstellung ein 
Beispiel zu geben, lassen wir hier den Beweis des obigen Satzes in Worten aus- 
gedrückt folgen: 

Beweis in Worten. Wir gehen aus von der linken Seite der zu erweisen- 
den Gleichung, das heisst von 

a-\-{h + — e). 

Man kann diesen Ausdruck auf die Form bringen, dass er, wie die rechte 
Seite, mit -| e schliesst, denn eine positive und eine negative Einheit fort- 
schreitend addiren ändert nichts. Dann wird der obige Ausdruck 

= ^ + (^"1 — 6)4-ßH — ^' 

statt zu der Summe a -\- (h ~\ e) eine positive Einheit zu addiren, kann 

man sie zu dem zweiten Summanden addiren, also wird der Ausdruck 

= a -\~ Q) -\ e -\~ e) -\- — e. 
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Eine negative und eine positive Einheit fortschreitend addiren ändert nichts; G 
dies angewandt auf den Ausdruck in der Klammer giebt den obigen Ausdruck 

= a ~\- h -] — ~ e. 

Also a -}- {h -\ e) =^ a -\~ J) -\ e, das heisst: 

Statt zu dem zweiten Summanden eine negative Einheit zu addiren, kann 
man sie zu der Summe addiren. 

18. a + = a. 

Nidl addiren ändert nicJds. 

Beweis. a -{- == a -\- (e -\ e) (nach 10). 

= a -f- (3 -] e (nach 17), 

== a (nach 13). 

*19. Eine Summe positiver oder negativer Einheiten addirt man, 
indem man diese Einheiten fortschreitend addirt; das heisst, %venn B eine 
Beihe positiver oder negativer Einheiten bedeutet , %velehe fortschreitend 
addirt tverden sollen, %md {B) ihre Summe, so ist 

a-j- (B) = a + B. 

Beiveis 1. Es bezeichne (B) eine Summe positiver Einheiten. 
Alsdann ist die Summe a -)- (B) aus der Summe a -\- e dadurch her- 
Yorgegangen^ dass man zu dem zweiten Summanden fortschreitend 
positive Einheiten addirt hat; statt aber zu dem zweiten Summanden 
eine positive Einheit zu addiren, kann man sie zu der Summe addiren 
(nach 15); also statt zu dem zweiten Summanden von a -^ e mehrere 
positive Einheiten fortschreitend zu addiren^ kann man sie zu der 
Summe a -\~ e addiren, also auch statt zu a eine Summe von positiven 
Einheiten zu addiren, kann man diese Einheiten zu a fortschreitend 
addiren. 

2. Ebenso ist der Beweis, wenn (B) eine Summe negativer Ein- 
heiten ist, nur dass man statt der positiven Einheiten in Beweis 1 
überall die negativen setzt. 

20. e -\- a = a -\- e. 

Wenn einer der beiden Summanden eine positive Einheit ist, so 
hann man die Summanden vertauschen. 

Beweis. (In Bezug auf a.) Angenommen die Formel (20) gelte 
für irgend eine Grösse a, so zeige ich zuerst, dass sie auch für die 
auf a zunächst folgende Grösse a -\- e gelte, das heisst, dass 

e -{- (a -\- e) = a -\~ e '\- e 
sei. Es ist 

6 + (a + e) = e + <^ + <^ (nach 15). 

= a-\- e-{- e, 
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da nach der Annahme für den bestimmten Werth a die Formel (20) 
gelten soll. 

Wenn also die Formel (20) für irgend einen Werth a gilt, so 
gilt sie auch für den zunächst folgenden, also auch für den auf diesen 
zunächst folgenden Werth u. s. w., also für alle folgenden Werthe. 

Zweitens zeige ich, dass unter derselben Annahme die Formel 
auch für den Werth gilt, welcher dem a zunächst vorhergeht, nämlich 
für a -\ e, das heisst ich zeige, dass 

e -{- {a -\ e) = a -\ e -\- e 

sei. Es ist 

e '\' {a -\ e) = e '\- a -{ e (nach 17). 

== a + 6 -| e (nach Annahme). 

= a -| e -\- e (nach 13 u. 14). 

Wenn also die Formel für irgend einen Werth a gilt, so gilt sie 
auch für den zunächst vorhergehenden, also auch für den Werth, 
welcher diesem letztern zunächst vorhergeht, also für alle dem a vor- 
hergehenden Werthe. 

Drittens. Nun gilt aber die Formel 20 für den Fall, dass a = e 
ist. Denn dann ist 

Die Formel 20 gilt also für einen Werth, mithin nach dem ersten 
Theile des Beweises auch für alle folgenden Werthe, und nach dem 
zweiten Theile auch für alle vorhergehenden Werthe, also für alle 
Werthe. 

Anmerkung. Beweise von der Art wie der vorstehende heissen indukto- 
rische. Sie werden im Folgenden stets in etwas abgekürzter Form dargestellt. 

21. ~ e -\- a = a ~\ e. 

Wenn einer der 'beiden Summanden eine negative Einheit ist^ so 
kann man die Summanden vertauschen. 

Beweis. Genau wie in 20, nur dass man — e statt e, und e statt 
— e setzt, und ebenso „folgend" statt „vorhergehend" und umgekehrt. 

8 22. a-\-(1) + c) = a + h + c. 

Statt eine Summe m addiren, Izann man die Summanden fort- 
schreitend addiren, 
oder: 

Statt swei Grössen fortschreitend ^u addiren, Imnn man ihre Stimme 
addiren, 

Beiveis (induktorisch in Bezug auf c). Angenommen die Formel 22 
gelte für irgend einen Werth c, so ist 
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^^ + P + (c + ß)] = ^ + P + ^ + ß] (nach 15). 
= a + (& + c) + ^ (nacli 15). 
==a-\-h-{-c-\-e (nach Annahme). 
= a -\- b -{- (c -\- e) (nach 15b). 
Wenn also die Formel 22 für irgend einen Werth gilt^ so gilt sie 
auch für den zunächst folgenden, mithin für alle folgenden Werthe. 
Und ebenso unter derselben Annahme ist: 
a + [& + (c + - e)] = a + [& + c + — e] (nach 17). 
= a + (h + c)+ — e (nach 17). 

= a -\- h -]- c -\ e (nach Annahme). 

= a-{-b -\- {c-] e) (nach 17b), 

das heisst: Wenn Formel 22 für irgend einen Werth c gilt, so 
gilt sie auch für den nächst vorhergehenden, mithin für alle vorher- 
gehenden Werthe. 

Nun gilt sie aber für c = e (nach 15), also gilt sie auch allgemein. 

23. a-i-b = b + a. 

Man Icann die beiden Stüche einer Summe vertcmschen. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf b). Angenommen Formel 23 

gelte für irgend einen Werth &, so ist 

a'^Q)-\-e) = a~\-b-\-e (nach 15). 

= b -\- a -\- e (nach Annahme). 

= b -{- (a -\- e?) (nach 15 b). 

= b-\-{e-\-a) (nach 20). 

= b + e + a (nach 22), 

und 

a-{- {b -\ e) = a -{-b-\ e (nach 17). 

= b -\- a -\ e (nach Annahme). 

= & + (a -| e) (nach 17 b). 

= & + (— e + ce) (nach 21). 

= 5 H e + a (nach 22), 

das heisst: Wenn Formel 23 für irgend einen Werth b gilt, so 9 
gilt sie auch für alle folgenden und für alle vorhergehenden Werthe. 
Nun gilt sie aber für den Werth e, denn 

a -^ e == e -\- a (nach 20), 

also gilt sie allgemein. 

34. a + & + c==a + c + ^- 

Die Ordnung, in tvelcher man fortschreitend addirt, ist gleichgültig 
für das Resultat. 

G-rassmann, Werke. II, 20 
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Beweis. a-\-b-\-e==a-{-(b-{-c) (nach 22b). 

== a + (c + 6) (nach 23). 

^a + c + h (nach 22). 

35. + a = a-\-0 = a. 
Null als Summand ändert niehts. 

Beweis. -\- a = a -\- (nach 23). 

== a -{- (e -\ e) (nach 10). 

= a -\- e -\ e (nach 22). 

= a (nach 13). 

36. Zu je zivei Grössen a und h der Grundreihe giebt es eine 
dritte Grösse x der Grundreihe , welche m der ersten addirt die zweite 

giebt, das heisst so, dass 

b = a -\- X 
sei. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf b). Angenommen, der Satz 

gelte für irgend einen Werth b, so gilt er auch für den auf b zunächst 

folgenden Werth. Detm, wenn x eine Grösse der Grundreihe, und 

b == a -{- X 
ist, so ist 

b-\-e = a-\-x-\-e (nach Annahme). 

= a -\- {x -{- e) (nach 22 b), 

folglich giebt es auch eine Grösse der Grundreihe, (nämlich x -\- e), 
welche zu a addirt b -{- e giebt-, das heisst, der Satz gilt unter dieser 
Annahme auch für & + e. 
Ferner 

b -\ e ^= a -\- X -\ e (nach Annahme). 

= a + (^ H ß) (nach 22 b), 

das heisst: Der Satz gilt unter derselben Annahme auch für b -\ e. 

10 Also, wenn der Satz für irgend einen Werth b gilt, so gilt er 

er auch für jeden vor b vorhergehenden Werth. 

Nun gilt aber die Formel für b =^ a, denn dann ist 

?) = a = a + (nach 25) 

also gilt der Satz allgemein. 

37. Hypothesis (v7t6%'8^iq) a -\-b = a -{- e. 

Thesis {p^i^ig) b = c. 

Z^üei Grössen (b und c), ivelche m derselben Grösse (a) addirt, 
gleiche Summest liefern, sind einander gleich. 

Beweis (fortschreitend). Um b mit Anwendung der Hypothesis 
in c umwandeln zu können, muss man zunächst b so umwandeln, dass 
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sein Werth derselbe bleibt, aber a als Stück eines zweiten Summanden 
hinzutritt^ das heisst, man muss zu h eine Grösse a -\- x, welche Null 
ist, addiren. 

Nun giebt es nach 26 stets eine Grösse x von der Art, dass 

* a -\- X = 

ist. Dann ist 

■b = h -{-0 (nach 25). 

= h -\- (a -\- x) (nach *). 

= h -\- a -\- X (nach 22). 

= a -\- h -\- X (nach 23). 

== a -\- c -\- X (nach Hypothesis). 

= a -{- X -\- c (nach 24). 

= + ^ (nach *). 

= c (nach 25). 

§3. 
Subtraktion. 

28. ErMärung. Unter dem Unterschiede (Differenz, Rest) a — &, 

versteht man diejenige Grösse der Grundreihe, zu welcher h addirt a 

giebt, das heisst 

a — h -\-h == a. 

Eine Grösse fortschreitend subtrahiren und addiren ändert nichts. 
Man nennt a den Minuend, & den Subtrahend des Unterschiedes 
a — &•, 6 von a subtrahiren, heisst den Unterschied a — & bilden. 

39. a + & — & = a, ii 

Eine Grösse fortschreitend addiren und subtrahiren ändert nichts, 
Beiveis (durch Gleichungen). Um dies zu beweisen, geht man 
auf den umgekehrten Satz (28) zurück, indem man zu a + ?> fort- 
schreitend h subtrahirt und addirt. Dann erhält mau die Gleichung 

a-f-ö — h -\-'b = a -{-!) (nach 28). 

Man kann die beiden Stücke einer Summe vertauschen. Dies an- 
gewandt auf beide Seiten obiger Gleichung giebt: 

j_|_(a-f& — &) = 6 + a (nach 23). 

Zwei Grössen a -{-h — b und a, welche zu derselben Grösse b 
addirt, gleiche Summen liefern, sind einander gleich, also: 

a -\-b — ?) = a (nach 27). 

20* 
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30. a + (& — c) = a + & — c. 

Statt von dem zweiten Summanden eine Grösse 0u subtrahiren, kann 
man sie von der Summe subtrahiren 
oder : 

Statt von einer Summe eine Grösse m subtrahiren, Icann man sie 
von dem zweiten Summanden subtrahiren. 

Beweis. a -\- (b — c)==a-j-(^ — ^) + <^ — ^ (nach 29). 

= a -\- ib — c + c) — c (nach 22b). 

= a -{-b — G (nach 28). 

31. a — (b -\- c) = a — b — c. 

Statt eine Summe zu subtrahiren, hann man die Summanden fort- 
schreitend subtrahiren 
oder: 

Statt zwei Grössen fortschreitend m subtrahiren, hann man ihre 
Summe subtrahiren. 

Beweis (rückschreitend): 

a — b — c = a — b — c + (& + c) — (b -{- c) (nach 29). 
= a — b — c-\-{c-i-b)~{b-\-c) (nach 23). 
= a — 6 — c+ c + b —(b + c) (nach 22). 
r^a — b-^b — ib-i-c) (nach 28). 

= a—{h + c) (nach 28). 

Anmerkung. Rückschreitend heisst der Beweis, wenn man die rechte 
Seite der zu erweisenden Gleichung nach und nach in die linke umwandelt. 

33. a — (b — c) = a — b -{- c, 

12 Statt einen Unterschied m subtrahiren, 'kann man •\ fortschreitend 

seinen Minuend subtrahiren und seinen Subtrahend addiren 
oder: 

Statt fortschreitend eine Grösse m subtrahiren und eine zweite zu 
addiren, kann man den Unterschied der ersten und zweiten subtrahiren. 



Beweis. a — (h — c) = a — (b — c) — c -\- c 


(nach 28). 


= a — (b — c -{- c) -^ c 


(nach 31b). 


= a —b -\- c 


(nach 28). 


33. a — b — c = a — c — b. 




Die Ordnung, in welcher man fortschreitend subtrahirt, ist gleich- 


gültig für das Eesultat. 




Beweis. a — b — c = a — (& + c) 


(nach 31b). 


= a — (c + fe) 


(nach 23). 


= a — c — b 


(nach 31). 
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34. a -{-h — c = a — c + &. 

Die Ordnung, in welcher man fortschreitend eine Grösse addirt und 
eine andere subtrahirt, ist gleichgültig für das Eesidtat, 

JBeiveis, a -\- h — c = a -{- h — c — & + & (nach 28). 

= a -\- 1) — h — c-j-b (nacli 33). 

= a — c -\- h (nach 29). 

35. a — = a. 
Null suUrahiren ändert nichts. 

Beweis, a — = a — + (nach 25). 

= a (nach 28). 

36. a — ^ a = 0. 

Der Unterschied ziveier gleicher Grossen ist mdl. 

Deweis. a — a = -\- (a — a) (nach 25). 

= 0-1-0' — a (nach 30). 

= (nach 29). 

37. 38. Bezeichnung. Statt — a kann man — a schreiben 
und statt a kann man auch -|- a schreiben. Man nennt -j- a und — a 
bezeichnete Grössen und zwar + a und -\- b und ebenso — a und 
— b gleichbezeichnete Grössen^ -\-a und — b ungleichbezeichnete. 

(37) — a= — a. 

(38) -f a = a. 

39. a-\-{~b)=^a — b. 
Statt plus minus kann man minus setzen. 

Deweis, a -\ b = a -\- {0 — b) (nach 37). 13 

= a -1- — & (nach 30). 

= a — b (nach 25). 

40. a — — b == a -\- b, und -b = b. 

Statt minus minus kann man plus setzen. 

Deweis. 1) a b = a — (0 — b) (nach 37). 

= a — + & (nach 32). 

= a -|- 6 (nach 35). 

2) b = 0-~ — b (nach 37). 

= 0-1-6 (nach Bew. 1). 

= b (nach 25). 

41. — a -\ 6 = — a — b = — (a -^b). 

Z%mi mit minus bezeichnete Grössen addirt man, {oder fügt man 
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zusammen), indem man die seichenlosen Grössen addirt und der Summe 
das minus- Zeichen vorseUt 

Beweis. — a -\ &= — a — h (nach 39). 

= — a — & (nach 37). 

= — (a + ö) (nach 31b). 

= — (a + &) (nach 37). 

42. Zivei ungleichhe^seichnete Grössen addirt man, indem man die 
mehenlosen Grössen von einander suUrahirt und dem Beste dasjenige 
Zeichen vorsetzt, tvas die sum Mimiend gemachte Grösse hatte, das heisst 

^_| h == a — b. 

= — b -{- a = — (b — a), 

Betveis, a -\ b = a — b (nach 39). 

a -\ & = — b -\- a (nach 23). 

= — & + a (nach 37). 

= — (Z> -~- 6^) (nach 32b). 

== — (& — a) (nach 37). 

*43, Erldänmg. Ein Ausdruck, in welchem die Grössen fort- 
schreitend durch plus oder minus verknüpft sind, heisst ein Polynom 
(Binom u. s. w.), jene einzelnen Grössen mit ihren Vorzeichen die 
Glieder (vo^oi) des Polynoms. Dem ersten Gliede kann man, wenn es 
kein Vorzeichen hat, das -|- Zeichen vorsetzen. So zum Beispiel ist 
a -}- (b -{- c) — d ein Polynom aus drei Gliedern, und zwar ist a (oder 
-j- a) sein erstes, -f- (^ + ^) ^^i^ zweites, — d sein drittes Glied. 
14 *4:4: — 46. In einem Polynom kann man beliebige zwei auf ein- 

ander folgende Glieder vertauschen, das heisst 

(44) ^ a + & . . . = [-'b + ci'" 

(45) [.a-~b'"== b + a-" 

(46) ••• — a — &...==... — b — a ' • ', 

wo die Punkte bedeuten sollen, dass beliebig viele Glieder vorhergehen 
und folgen können. (Wenn kein Glied vorhergeht, so kann man nach 
25 und 37 als vorhergehendes Glied Null setzen.) 

Be^veis, . . * -\- a -\~ b - - • = - • - ~\- b ~{- a - - - (nach 24). 

' ' ' -\~ a — &... = ... — j) j^ a ' ' ' (nach 34). 

... — (;i — b '•• = '- • — b — a ' ' ' (nach 33). 

47. Die Ordnung der Glieder eines Polynoms ändert seinen 
Werth nicht 
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Beweis, Da man (nacli 44 — 46) jedes Glied des Polynoms mit 
dem nächst vorhergehenden oder nächstfolgenden Gliede desselben ver- 
tauschen kann^ so kann man jedes Glied des Polynoms^ indem man es 
wiederholt mit dem nächstfolgenden Gliede vertauscht, auf jede folgende 
Stelle, und indem man es v^iederholt mit dem nächst vorhergehenden 
Gliede vertauscht, auf jede vorhergehende, also auf jede Stelle bringen, 
also die Glieder in jede Ordnung versetzen, ohne den Werth des Poly- 
noms zu ändern. 

"^4:8. Statt ein Polynom m addiren, kann man die Glieder desselben 
fortsehreitend hinzufügen, 
oder 

Statt die Glieder eines Polynoms fortschreitend hinzuzufügen , kann 
man das Polynom addiren, das heisst: 

wo (P) ein Polynom und P die fortschreitend hinzugefügten Glieder 
desselben bedeutet, wobei man jedoch dem ersten Gliede, wenn es kein 
Vorzeichen hat, (nach 38) das plus-Zeichen vorsetzt. 

Beweis. 1) Es sei (P) ein Binom, so ist 

a -f (?) + c) = a + & + c (nach 22). 

a -\- {b — c) = a -f- ^ — c (nach 30). 
Ferner ist 

a -f (— 5 + 6') -= a H l + c (nach 22). 

= a — b ~\- c (nach 39). 

a ~\- {—b — c) = a-| b — c (nach 30). 15 

= a — b — e (nach 39). 

Geht der plus-Klammer keine Grösse vorher, so kann man (nach 25) 
Null als erstes Glied hinzufügen, das heisst, in den obigen Formeln 
a = setzen; und kann dann in den Schlussformeln wieder (nach 25 
und 37) die Null weglassen. 

Beiveis 2. Ist (P) ein Polynom aus mehr als zwei Gliedern, so 
stelle man alle nach Nr. 5 ausgelassenen Klammern des Polynoms 
wieder her; diese beginnen nach Nr. 5 alle mit dem ersten Gliede des 
Polynoms, also in unserm Falle unmittelbar nach dem vorstehenden 
-{-Zeichen, und jede umschliesst nur zwei Grössen. Folglich kann 
man nach Beweis 1 zuerst die äussere Klammer, da sie nur zwei 
Grössen umschliesst und eine plus-Klammer ist, weglassen; aus gleichem 
Grunde kann man alsdann die Klammer weglassen, welche jetzt äussere 
Klammer geworden ist und mit der ersten Grösse des Polynoms be- 
ginnt, und so fort, bis alle diese Klammern verschwunden sind. 
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Beispiel des Beweises für vier Glieder: 

\- {h^c-\-d-\~e) = h ([(6 + c) + c^] + e) (nach 5). 

= \^\{lJ^c) + cT\-\-e (nactL Bew. 1). 

= y{l-\-c)-\-d-{-e (nach 5). 

= '-'-\-'b-\-c-{-d-\-e (nacli 5). 

*49. Statt ein Tolynom ^ii suMraMren^ Imnn man die Zeichen aller 
Glieder desselben umhehren, %md die so erhaltenen Glieder fortschreitend 
hinzufügen, 

oder : 

Statt die Glieder eines Polynoms fortschreitend hinzuzufügen , Imnn 

man die Zeichen derselben umkehren und das so erhaltene Polynom sub- 
trahiren, das lieisst 

— (p) = . . . p', 

wo (P) ein Polynom und P' die fortschreitende Reihe der Glieder 
bedeutet, welche aus dem Polynom (P) dadurch hervorgeht, dass man 
die Zeichen aller Glieder desselben umkehrt. 
Beiveis 1. Es sei (P) ein Binom, so ist 

a — ib -\- c) = a — & — c (nach 31). 

a — (5 — c) = a — b -{- c (nach 32). 

Ferner 

a — ( — b -^ c) = a b — c (nach 31). 

= a -f- & — c (nach 40). 

16 a — ( — b — c) = a b -\- c (nach 32). 

= a + ö + c (nach 40). 

Geht der minus-Klammer keine Grösse vorher, so kann man 
(nach 37) zuerst als erstes Glied hinzufügen, und zuletzt wieder 
(nach 25 und 37) weglassen. 

Beweis 2. Es sei (P) ein Polynom aus mehr als zwei Gliedern, 
so verfahre man wie bei Beweis 2 des vorigen Satzes; alsdann kehrt 
sich bei der Auflösung derjenigen Klammer, welche jedesmal die äussere 
ist, zuerst das Vorzeichen des letzten Gliedes des Polynoms um (nach 
Beweis 1), dann das des vorletzten u. s. w. bis zum zweiten Gliede des 
Polynoms. 

Beispiel des Beweises für vier Glieder: 

a — {b — c -\- d ~ e) == a — ([(?> — c) -\- dl — e) (nach 5). 

= a — [(6 — c) -\- d^^-\- e (nach Bew. 1). 

= a — (b — c) — d '\- e (nach 31). 

= a — b -\- c — d -\- e (nach 32\ 



Hosted by 



Google 



§ 3. Subtraktion. Nr. 48—51. — § 4. Multiplikation. Nr. 52. 313 

*50. Alle Verlmilpfimgs-SäUe, tuelclie für die Einheit e gelten^ 
gelten auch noch, wenn man statt der Einheit e eine 'beliebige Grosse der 
Grundreihe setzt. 

Betveis. Die Verknüpfungs-Sätze, in welchen e yorkommt, sind in 
Nr. 10, 11, 13, 14, 15, 17, 20 und 21 enthalten. Nun ist 

a -] a = a — a (nacli 39). 

= (nach 36), 

das heisst, die Formel 10 gilt auch, wenn man a statt e setzt; ferner 

0-1 a==-0 — a (nach 39). 

== — a (nach 37), 

das heisst, auch Formel 11 gilt in dieser Erweiterung. 

Ferner findet sich die Erweiterung von Nr. 13 in Nr. 29, die von 
Nr. 14 in Nr. 28, die von Nr. 15 und 17 in Nr. 22 und die von Nr. 20 
und 21 in Nr. 23. 

*51. Wenn man aus einer von Null verschiedenen Grösse E der 
Grundreihe eine Eeihe von Grossen attf dieselbe Weise ableitet, ^vie aus 
e die Grundreihe abgeleitet ivar, so ist auch in der so erhaltenen Reihe 
jedes Glied von allen übrigen verschieden, 

Betveis. Es sei Ä ein auf B folgendes Glied der aus E erzeugten 
Reihe, so heisst das (nach 8), es geht B aus Ä durch f fortschreitende 17 
Addition von Grössen E hervor. Da nun E ungleich ist, so ist es 
(nach 12) entweder gleich + e oder gleich — e oder eine Summe von 
positiven Einheiten oder eine Summe von negativen Einheiten. Statt 
nun eine Summe von zwei oder mehr Grössen zu addiren, kann man 
(nach 48) diese Grössen fortschreitend addiren, also geht jB aus Ä 
entweder dadurch hervor, dass man fortschreitend positive oder fort- 
schreitend negative Einheiten hinzuaddirt hat, das heisst (nach 8, 9) 
B ist entweder eine auf J. folgende Grösse der Grundreihe, oder eine vor 
Ä vorhergehende Grösse derselben, folglich (nach 7) von Ä verschieden. 
Anmerkung. Entwickelt man also ^us einer beliebigen von Null ver- 
schiedenen Grösse E^ welche der Grundreihe angehört, eine Grössenreihe B nach 
dem Verfahren in Nr. 7, so kann man die Grösse E als Einheit und die Grössen- 
reihe B als Grundreihe setzen, und gelten dann für diese neue Einheit und diese 
neue Grundreihe alle bisher aufgestellten Sätze. 

§4. 
Multiplikation. 

52, Erklärung. Unter a . 1 (gelesen a mal Eins oder a multi- 
plicirt mit Eins) versteht man die Grösse a selbst, das heisst 
(52) a.l = a. 

Mit Eins multipliciren ändert nichts. 
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53. Erldärung. Eine Grundreihe, deren Einheit gleich Eins ist, 
heisst Zahlreihe, die Glieder derselben Zahlen, die Zahl 1 -f- 1 wird 
mit 2 bezeichnet, die Zahl 2-1-1 mit 3 u. s. w. 

(63) (' + '-'■ 

^ ' 2 + 1 = 3. 

Anmerkung. Da die Zalilreihe eine Grnndreihe ist, und die Gesetze der 
Addition und Subtraktion für jede Grundreihe gelten, so gelten sie auch für 
die Zahlen. 

54. Erklärung. Die der folgenden Zahlen der Zahlreihe heissen 
positive Zahlen, die der vorhergehenden negative. Wenn a eine 
positive Zahl ist, so heissen die Zahlen a und — a einander entgegen- 
gesetzt, und heisst a der positive Werth von — a. 

55. Die Zahlreihe ist 

..•l — 3| — 2!— I|0lll2i3l... 
18 und jede negative Zahl derselben ist einer positiven entgegeugesetzt. 
Beweis. Es sei a irgend eine Zahl der Zahlreihe, so ist die nächst- 
folgende Zahl derselben (nach 8) gleich a -j- 1, da die Einheit der 
Zahlreihe gleich 1 ist-, also ist die auf 1 folgende Zahl 1 -j- 1; das 
heisst 2 (nach 53), die auf 2 folgende 2 -|- 1, das heisst 3 (nach 53) 
u. s. w. Die der 1 nächst vorhergehende Zahl ist (nach 10), die der 
nächst vorhergehende — 1 (nach 11), also der 1 entgegengesetzt. 
Ist nun irgend eine negative Zahl einer positiven (a) entgegengesetzt, 
so gilt dies auch für die nächst vorhergehende negative Zahl; denn die 

der Zahl — a vorhergehende ist (nach 9) — a-| 1 = — (a-J-l) 

(nach 41), das heissb gleichfalls einer positiven entgegengesetzt. Wenn 
also irgend eine negative Zahl einer positiven entgegengesetzt ist, so 
ist auch die nächst vorhergehende, also auch jede vorhergehende einer 
positiven entgegengesetzt. Nun ist — 1 einer positiven Zahl entgegen- 
gesetzt, also gilt dasselbe auch für alle vorhergehenden, also für alle 
negativen Zahlen. Da ferner die der Zahl — a vorhergehende Zahl 
= — (a -{- 1) ist, wie bewiesen, so ist die der Zahl — 1 vorhergehende 
= — (1 -|- 1) = — 2 (nach 53), und die der — 2 vorhergehende 
= — (2 -I- 1) = -- 3 (nach 53) u. s. w. 

56 — ^58. ErJdärimg. Die Multiplikation mit den übrigen Zahlen 
(ausser 1), wird durch folgende Formeln bestimmt: 

(56) a.{ß + l) = aß + a, 
wo ß eine positive Zahl ist. 

(57) a.0 = 0. 

(58) a . (- /3) = - {aßl 
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WO ß eine positive Zahl ist. Man nennt a . ß (gelesen a mal ß^ oder a 
multiplicirt mit ß) ein Produkt, a seinen Multiplikand, ß seinen 
Multiplikator, beide zusammen Faktoren des Produktes. Auch 
kann man statt a . ß schreiben aß] dies ist jedoch dann nicht ge- 
stattet, wenn beide Faktoren in Ziffern geschrieben sind (also nicht 
2 3 statt 2 . 3). 

Die Formeln in Worten: 

(56). Statt m einem positiven Mitltiplilmtor eine Eins zu addiren, 
kann man m dem ProdiiUe den Midtiplikand addiren. 

(57). Jede Zahl giebt mit Null multiplieirt Nidl. ^^ 

(58). Statt mit einer negativen Zahl mi ^mdtiplieiren , kann man 
mit ihrem positiven Werthe midtipliciren imd dem Produkte das Minus- 
Zeichen vorsetzen, 

59. Bezeichnung. Bei der Multiplikation l'ässt man die Klammern 
fort, wenn die erste Grösse mit den folgenden fortschreitend multipli- 
cirt werden soll. Ferner wenn ein Produkt Glied eines Polynoms ist, 
so lässt man die Klammer, welche das Produkt umschliesst, aus; zum 
Beispiel bedeutet aic^ dass a mit h und das Produkt mit c multipli- 
cirt werden soll, also gleich (ccb)c. Ferner bedeutet ah — cd, dass a 
mit h und c mit d multiplicirt und das Produkt cd von dem Produkt 
ah subtrahirt werden soll, also gleich (ah) — (cd). 

Anmerkung. In 58 konnte man also statt — {aß) auch schreiben — aß. 

60, Das Produkt aß ist eine Grösse, welche der seihen Grundreihe 
angehört, ivie der Midtiplikand a. 

Betveis 1 (induktorisch in Bezug auf ß). Angenommen, der Satz 
gelte für irgend eine positive Zahl /3, das heisst, es gehöre aß der- 
selben Grundreihe an wie a, so ist 

a ,{ß -\- 1) = aß -\- a (nach 56), 

also eine Summe zweier Grössen, die derselben Grundreihe angehören, 
also gehört auch die Summe derselben Grundreihe an (nach 15). Wenn 
also der Satz für irgend eine positive Zahl ß gilt, so gilt er auch 
für die nächstfolgende, also für alle folgenden. Nun gilt er für 
/3 = 1, denn 

a .1 == a (nach 52). 

Folglich gilt er für 1 und alle folgenden Zahlen der Zahlreihe, das 
heisst für alle positive Zahlen. 

2. Der Satz gilt für /3 = 0, denn 

a.0 = 0. (nach 57). 
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3. Der Satz gilt für jede negative Zahl, denn wenn y ihr positiver 
Werth also j3 = — y ist, so ist 

a . ß = a . ( — y) = — (ciy) (nach 58). 

Da nun (nach Beweis 1) ay der Grundreihe von a angehört, so 
gehört auch — {<^y), das heisst — ay ihr an (nach 28), also auch aß. 

Anmerkung. Dasselbe gilt, wenn eine Grösse a mit mehreren Grössen 
fortschreitend multiplicirt wird. 

20 ' 61. Zusatz. Für Produkte gelten daher alle Gesetze der Addition 
und Subtraktion. 

63. Es ist allgemein (auch wenn ß negativ oder null ist) 

a{ß + l)==aß + a. 

Statt mm Multiplikator eine Eins zu addiren, kann man mm 
Produkte den Multiplikand addiren, 
oder : 

Statt m einem Produkte den Multiplikand mi addiren, kann man mm 
Multiplikator eine Eins addiren. 

Beweis 1. Wenn ß eine positive Zahl ist, so gilt der Satz 
(nach 56). 

2. Wenn /3 = ist, so ist 

a . (0 + 1) = c^ . 1 (nach 25). 

= a (nach 52). 

= + a (nach 25). 

= a . -\- a (nach 57). 

3. Wenn |3 = — 1 ist, so erhält man 

a(- 1 + 1) = a(0 — 1 + 1) (nach 37). 

= a.O (nach 28). 

= (nach 57). 

= — a -\- a (nach 28). 

== — a -\- a (nach 37). 

= — {a .1) -{- a (nach 52). 

== a . (— 1) + a (nach 58). 

4. Wenn ß eine Zahl ist, die der — 1 in der Zahlreihe voran- 
geht, so ist auch die auf ß zunächst folgende Zahl noch negativ; der 
positive Werth dieser letzteren sei y, sie selbst also — ^, so ist ß 
die ihr vorhergehende Zahl, also 

* ß = — y-\ 1 (nach 9). 
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Also 

a{ß + 1) = a{— r + — 1 + 1) (i^ach *). 

= a{ — y) (nach 14). 

= ■ — ay (nach 58). 

= -^ ay — a -{- a (nach 28). 

== — {ay -\- a) + a (nach 41). 

= — ia{y + 1)] + a (nach 62b). 

= ^[— (r + 1)] + ^ (Jiach 58). 

= a[ — ;^ -1 1] -[- <^ (nach 41). 

== aß -\- a (nach *). 

63. a{ß — \) = aß — a. 21 
S^a# -yom Multiplikator eine Eins ^u sitbtrahiren , Imnn man vom 

Frodiiläe den Multiplikand siibtrahiren, 
oder : 

Statt von einem Produkte den Multiplikand zu subtrahiren, kann 
man vom Multiplikator eine Eins subtrahiren. 

„ Beweis. a{ß — 1) = a{ß — 1) -\- a — a (nach 29). 

= a{ß—l + l) — a (nach 62b). 

= aß — a (nach 28). 

64. Erklärung, Wenn a eine Grösse der aus eZ 1 erzeugten 
Grundreihe und a = ea ist, so nennt man a eine benannte Grösse, e 
ihre Einheit, a ihren Zahlwerth. 

65. Jede Grösse a einer Grundreihe lässt sich als Produkt der 
Einheit e dieser Grundreihe und einer Zahl, also in der Form ea dar- 
stellen; und zwar ist a positiv, negativ, oder 0, je nachdem a in der 
Grundreihe dem Gliede folgt^ vorangeht, oder selbst mal ist. 

Beweis (induktorisch). 1. Wenn a = ist, so ist 

^ = = e . (nach 57). 

also Produkt der Einheit e und der Zahl Null. 

2. Angenommen der Satz gelte für a == 0, oder irgend eine auf 
folgende Grösse a, so dass a = ea und a null oder positiv ist, so ist 

a -\' e = ea -^ e = e{a -\- X) (nach 62b), 

das heisst, der Satz gilt auch für das nächstfolgende Glied, also, da 
er für a = gilt (Theil 1), auch für jedes auf folgende Glied. 

3. Angenommen der Satz gelte für a == oder irgend eine der 
Null vorhergehende Grösse a, so dass a =^ ea und a null oder negativ 
ist, so ist 

a — e =^ ea —~ e ^==^ e{a — 1) (nach 63b) 
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das heisst^ der Satz gilt auch für das nächst vorhergehende Glied^ also 
da er für a == gilt (Theil 1), auch für jedes der Null vorhergehende 
Glied der Grundreihe. 

66. a{ß + y) = a/3 + ay. 

Mit einer Summe multiplieirt man, indem man mit den Summanden 
einsein multiplieirt und die Produkte addirt, 
oder : 

Produlcte von gleicliem Midtiplikand addirt man, indem man die 
Multiplikatoren addirt und den Midtiplil^and unverändert lässt 
22 Beiveis (induktorisch in Bezug auf y\ 

1. Angenommen die Formel (66) gelte für irgend eine Zahl y, so ist 

<ß + (7 + 1)] = <ß + r + 1] (nach 22). 

== a(/3 + y) + a (nach 62). 

== aß -^ ay -\- a (nach Annahme). 

= aß -\-(ay -{- a) (nach 22b). 

= a/3 + a(y + 1) (nach 62b), 

das heisst, wenn die Formel für irgend einen Zahlwerth y gilt, so gilt 
sie auch für den nächstfolgenden, also für alle folgenden. 

2. Unter derselben Annahme ist 

a[ß + (;. — 1)] = a [^ + ^ — 1] (nach 30). 

= a{ß -}- y) — a (nach 63). 

== aß -\- ay — a (nach Annahme). 

= aß -\- (ay — a) (nach 30b). 

= aß -{' a{y — 1) (nach 63b), 

das heisst, die Formel gilt dann auch für den nächst vorhergehenden, 
also für alle vorhergehenden Werthe. 

3. Nun gilt aber die Formel (66) für y = 1, denn 

a{ß -f 1) = ajS + a (nach 62), 

also gilt sie nun auch allgemein. 

67. a{ß — y)=:aß — ay. 

Mit einer Differenz multiplieirt man, indem man mit den Gliedern 
einsein multiplieirt und die Produkte entsprechend suhtrahirt, 
oder 

Produkte von gleicliem Multiplikand sid)trahirt man, indem man 
die Multiplikatoren entsprechend suhtrahirt und den Midtiplikand unver- 
ändert lässt. 
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Beweis (fortschreitend). 

a{ß — y) === ct{ß — y) -h cty — (^y (nach 29). 

•= a(ß — y -\- y) — (^y (nach 66b). 

^= aß — ay (nach 28). 

68. (a -\- h) y = ay -\- hy. 

Statt eine Summe mit einer Zahl zu m'idtipliciren, hann man die 
Summanden mit dieser Zahl multipliciren und die Produkte addiren, 
oder: 

Produkte von gleichem Multiplikator addirt man, indem man die 
Midtiplikanden addirt und den Midtiplikator unverändert lässt 

Beweis (indnktorisch in Bezug auf y). Angenommen, der Satz 23 
gelte für irgend einen Zahlwerth y^ so ist 

{a + 6) (^ 4- 1) = (a + h)y-\-{a-{-h) (nach 62). 

^= ay -{- by -\- (a -\- h) (nach Annahme). 
== ay -\- by -\- a -{- h (nach 22). 

= ay -{- a -\- by -{- b (nach 24). 

= ay + a+ (by + b) (nach 22b). 
= a{y + 1) + b{y-\- 1) (nach 62b). 

Also gilt der Satz dann auch für alle auf y folgenden Werthe. 
Unter derselben. Annahme ist 

{a + b) {y — 1) = {a + b)y — {a -{- b) (nach 63). 

= ay -{-by — (^ + ?>) (nach Annahme). 
= ay -\- by — a — b (nach 31). 

= ay — a -\- by — b (nach 34). 

== ay — a -\- (by — b) (nach 30b). 
= a{y — 1) + b(y — 1) (nach 63b), 
das heisst, der Satz gilt dann auch für alle dem y vorhergehenden Werthe. 
Nun gilt er aber für y = 1*^ denn 

(a + 6) 1 = a + & (nach 52). 

= aA-^bA (nach 52). 

Mithin gilt der Satz für y = 1^ also nach dem ersten Theile des 
Beweises auch für alle folgenden und nach dem zweiten für alle vor- 
hergehenden Werthe, also allgemein. 

69, (a — b)y = ay — by. 

Statt eine Differenz mit einer Zahl m multiplieiren, kann man die Glieder 
mit dieser Zahl multiplieiren und die Produkte entsprechend subtrahiren, 
oder: 
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Produkte von gleichem Multiplikator subtraMrt man, indem man 
die Multiplikanden entsprechend subtrahirt und den Multplikator unver- 
ändert lässt. 

Beweis (fortsclireitend) : 

(a — h)y == (a — V)y -{- hy — hy (nacli 29). 

= (a — h -\- h) y — hy (nach 68b). 

= ay — hy (nach 28). 

70, a{ßy) = aßy. 

Statt mit einem Produkt m multipliciren , kann man mit seinen 
Faktoren fortschreitend multipliciren, 

oder: 

24 Statt mit ^ivei Zahlen fortschreitend m midtipliciren^ kann man mit 

ihrem Produkte mtdtipliciren. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf y). 

1. Angenommen^ die Formel gelte für irgend einen Zahlwerth y^ so ist 

«[/5(y + lyj = a\ßy + ß] (nach 62). 

= a{ßy) -f- aß (nach 66). 

= aßy -(- aß (nach Annahme). 

= aß{y + l) (nach 62b). 

2. Unter derselben Annahme ist 

a[ß{y — 1)] = a[ßy — ß] (nach 63). 

= a{ßy)~-aß (nach 67). 

= aßy — aß (nach Annahme). 

=:aß{y—l) (nach 63b). 

3. a.{ßl)==aß (nach 52). 

= aß .1 (nach 52). 

Also gilt Formel 70 für y = 1^ also nach dem ersten Theile auch 
für alle folgenden, nach dem zweiten für alle vorhergehenden Werthe, 
also allgemein. 

71, Wenn a eine Zahl ist, so ist 

1 . a = (X. 
Ein Produkt^ dessen Multiplikand = 1 ist^ ist gleich dem Multiplikator. 
Beweis (induktorisch). Angenommen, die Formel 71 gelte für irgend 
einen Zahlwerth a, so ist 

l.(a + l) = l.a+l (nach 62). 

= a + 1 (nach Annahme). 

l.(a — l) = l.a — 1 (nach 63). 

== cc — 1 (nach Annahme), 
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das lieisst, wenn die Formel 71 für irgend einen Werth gilt; so gilt 
sie auch für den nächstfolgenden und nächstvorhergehenden^ also auch 
für alle folgenden und vorhergehenden. Nun gilt sie aber für a == 1; denn 

1.1 = 1 (nach 52), 

also gilt sie allgemein. 

73. Wenn a und ß Zahlen sind, so ist 

aß = ßa, 

FaUoren eines ProduMs Mnn man vertaiisehen^ (wenn sie Zahlen sind). 
Beweis (induktorisch). Die Formel 72 gelte für irgend einen Zahl- 25 
werth ß^ so ist 

a{ß-^l)==aß + a 

= ßa -{- a 
= ßa -\- 1 . a 

= (/3 + l)^ 
a{ß—l) = aß — a 
== ßa — a 
== ßa — 1 . a 

Nun gilt die Formel 72 für /3 = 1-, denn 

a . 1 = a 

= l.a 
Folglich u. s. w. 

H^. aßy==ayß. 

Die Ordnung, in ivelcher man mit z^vei Zahlen fortschreitend midti- 
plicirt, ist gleichgültig für das Mesultat. 

Beweis. aßy = a{ßy) (nach 70b). 

==a{yß) (nach 72). 

= ayß (nach 70). 

74, 0,a==a.O = 0, 

Ein Produkt, in ^velchem einer der beiden Faktoren null ist, ist 
gleichfalls null. 

Beweis. . c^ = o: , (nach 72). 

= (nach 57). 

75. (—a),ß = a.(—ß) = — aß. 

Statt das Minuszeichen vor einen Faktor zu setzen, kann man es 
vor das Produkt setzen. 

Grrassmanii, Werke. II, 21 



(nach 62). 




(nach Annahme). 


(nach 71). 




(nach 68 b). 




(nach 63). 




(nach Annahme). 


(nach 71). 




(nach 69 b). 






(52). 




(71). 
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322 XXIII. Stücke aus dem Lehrbuche der Arithmetik (1861). 

Beweis. (_ a) . /3 = (0 — a) /3 (nach 37). 

= .ß — a.ß (nach 69). 

= — aj3 (iiacli 74). 

= — aß (nach 37). 

Ferner 

a,(— ß) = — aß (nach 58). 

76. (— a) .{—ß) = aß. 

Statt mvei mit minus bezeichnete Grössen m multipliciren, kann man 
die zeichenlosen Grössen multipliciren. 

Beweis. (— a) (— ß) = — [a (— ß)] (nach 75). 

26 = [aß] (nach 75). 

= ah (nach 40). 

*77. Eine Summe von heliehig vielen Studien multiplieirt man mit 
einer Zahl, indem man sämtliche Summanden mit dieser Zahl midtipli- 
cirt und die Produläe addirt 

(a^ + 6^2 H \- aj ß = a^ß + a^ß -i 1- (^nß- 

Be^veis (induktorisch in Bezug auf n). Angenommen der Satz 
gelte für irgend eine Anzahl n^ so beweise icli^ er gelte auch für n -\- 1 
Stücke. Es ist (nach 68) 

K + ^2 + • • • + ^^ + <^n + l) ß = {(^l + (^2-i \-^K)ß + (^n + lß 

= a^ß + a,ß + --' + aj + a^^J 
(nach Annahme), 

das heisst, wenn der Satz für irgend eine Anzahl von Stücken gilt, so 
gilt er auch für die nächst grössere Anzahl^ also da er für zwei Stücke 
gilt, auch für jede grössere Anzahl von Stücken. 

*78. Eine Grösse a multiplieirt man mit einer Summe, indem 
man a mit jedem Stüche der Summe multiplieirt und die Produhte addirt. 
Das heisst 

«(/?1 + ^2 + • • • + /3„) = «A + «/32 + • • • + C^ßn- 

Beweis wie in 77. 

*79, Eine Summe von heliehig vielen Stücken multiplieirt man mit 
einer andern solchen Summe ^ indem man jedes Stück der einen Summe 
mit jedem Stücke der andern multiplieirt und die Produkte addirt, 

(% + «2 + • ■ ■ + «J (ft + /32 + • • • + /3 J = «1 A. + «2 ^1 + • ■ • + «« Ä 

+ «1^2 +«2^4 |-««A 

+ «lft„ + «2^™M VaJra- 
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§ 4. Multiplikation. Nr. 75—81. 323 

Beweis. Es ist (nach 77). 
K + % + --- + ^J(^i + /32 + --- + ^J = a,(/3, + ^2 + "- + ^J 

+ %{ßl + ß2 + "- + ßm) 

= %/^i + %^2H l-%^m 

+ 0^2/^1 + ^hß^ H 1- (^2ßm 

+ (^nßl + ^nß2 H h ^Jw. 

(nach 78). 
*80. Ein Polynom P multiplicirt man mit einer Zahl a, f oder 27 
eine Zahl a miiltiplieirt man mit einem Polynom, indem man (ohne sonst 
etwas an dem Polynom m ändern) die Zahl m jedem Gliede des Poly- 
noms als FaUor hinzuschreibt; 
oder: 

Ein Polynom, dessen Glieder alle einen gleichen FaMor a enthalten, 
ist gleich einem ProdtiMe, dessen einer Faläor a und dessen anderer 
Faldor ein Polynom P ist, ^velches man a%is dem gegebenen erhält, indem 
man in jedem Gliede des letzteren den FaMor a iveglässt 

Beweis. Das Polynom P kann man als Summe darstellen^ wenn 

man in jedem mit minus bezeichneten Gliede (nach 39) -j statt — 

schreibt (also zum Beispiel ^ wenn — b ein solches Glied ist, dafür 

schreibt -| b). Die so erhaltene Summe multiplicirt man mit a, 

indem man a zu jedem Summanden . als Faktor hinzufügt (nach 77, 78); 

also zum Beispiel statt -| b setzt + (~ b)a. Statt das Zeichen — 

vor den Faktor zu setzen, kann man es (nach 75) vor das Produkt 

setzen, und erhält so statt des + ( — b) a jetzt -| ba, oder — ba^ 

das heisst, man hat auch den mit minus bezeichneten Gliedern des 
Polynoms P nur den Faktor a hinzugefügt. 

*81. Zwei Polynome multiplicirt man mit einander, indem man 
jedes Glied des ersten mit jedem Gliede des zweiten midtiplicirt und jedem 
Produkte, was aus z^ve^ gleichbezeichneten Gliedern entstanden ist, das 
-{'Zeichen, und jedem Produlde, ivas aus zwei imgleich bezeichneten Glie- 
dern entstanden ist, das — zeichen vorsetzt und die so erhaltenen Glieder 
zu einem Polynom zusammenfügt. 

Beiveis. Man kann, wie in 80, jedes der beiden Polynome als 
Summe darstellen, indem man in jedem mit — bezeichneten Gliede 

statt — schreibt -| , und dann nach 79 jedes Stück der ersten 

Summe mit jedem Stücke der zweiten multipliciren; dann erhält man 
eine Summe von Produkten, deren Faktoren zum Theil noch ein 
— zeichen enthalten; enthält nur ein Faktor das — ^zeichen, das heisst, 

21* 
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sind die nrsprüngliclien Glieder^ aus denen das Produkt hervorgeht^ 
ungleich bezeichnet^ zum Beispiel^ ist das betrachtete Produkt (■ — a) 6^ 
so kann man das — zeichen (nach 75) Yor das Produkt setzen^ und 

kann dann endlich statt -j wieder — setzen; also zum Beispiel 

statt -|- ( — a) h setzen -| ah, das heisst — ah. Enthalten beide 

28 Faktoren das — zeichen, zum Beispiel wenn ( — c) ( — d) das betrach- 
tete Produkt ist, so kann man (nach 76) beide — zeichen weglassen 
und erhält also zum Beispiel statt -f- ( — c) ( — d) das Glied -{- cd, 
also dasselbe, als wenn die ursprünglichen Glieder, aus denen das Pro- 
dukt entstanden ist, das -[-zeichen gehabt hätten. 

*82. Die Ordnung der FaMoren eines ProdiiMes von heliebig vielen 
Faldoren ist gleichgültig für das Besidtat, 

Beweis wie in der Addition Nr. 47. 

*83. Die Klammern, ivelelie heliebig e Reihen von FaMoren eines 
FroduMes umschliessen, Imnn man fortlassen. 

Deiveis wie in Nr. 48. 

*84:. Statt ein Folynom mit — 1 ^%i multipliciren, kann man das 
Zeichen jedes Gliedes des Polynoms timlcehren; 
oder: p . (_ 1) = P', 

wo P' das Polynom he^eichnet, tvelches aus P hervorgeht, wenn man das 
Zeichen jedes Gliedes umkehrt 

Beweis. P . (— 1) = — P . 1 (nach 75). 

= — P (nach 52). 

= P' (nach 49). 

§5. 
Zahlvergleiehung. 

85. FrUärung. Eine Grösse a heisst grösser als eine andere h, 
geschrieben ay- h, wenn a ■ — h positiv ist. In demselben Falle heisst 
i kleiner als cc, geschrieben h <^a. Man benennt solche Formeln, wie 

a > 6 
a < & 
a = h 

mit dem gemeinschaftlichen Namen: Vergleichungen, und zwar a > ?> 
eine fallende, a < 5 eine steigende Vergieichung, und nennt von diesen 
beiden die eine die Umkehrung der andern. 

86. Zusatz. Jede positive Zahl ist grösser cds Nidl, jede negative 
kleiner als Nidl. 
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Beiveis 1. o: sei positiv, so ist 

a ■ — = cc (nach 35) •• 

aber a positiv (nach Annahme), also anch a — positiv, das heisst 

a>0 (nach 85). 

2. a sei negativ und ß die entsprechende positive, das heisst 29 

« = - ft 

so ist 

— (% = /3 = + /3 (nach 40), 

= ß (nach 25), 

da nun ß positiv ist (nach Annahme), so ist also auch — a positiv, 

das heisst 

a < (nach 85). 

87. Erldänmg. Zwei Grössen (die von Null verschieden sind), 
heissen einander gleichartig, wenn entweder beide positiv, oder beide 
negativ sind, hingegen einander ungleichartig, wenn die eine positiv, 
die andere negativ ist. 

88. Die Summe cc -{- ß zweier positiver Zahlen ist ivieder eine 
positive Zahl. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf ß). Angenommen a -\- ß sei 
eine positive Zahl, so ist (nach 54) auch die ihr zunächst folgende 
Zahl der Zahlreihe positiv, das heisst a -^ ß -\- 1 positiv, aber 

a + ^ + 1 = c^ + (/3 + 1) (nach 22b), 

also auch a -\- {ß -{- 1) positiv. Wenn also der Satz für irgend eine 
positive Zahl ß gilt, so gilt er auch für die nächstfolgende, also 
auch für alle folgenden. Nun gilt er für /3 = 1; denn da a eine posi- 
tive Zahl ist (nach Hypothesis), so ist auch die auf a zunächst folgende 
Zahl der Zahlreihe positiv (nach 54), das heisst a + 1 positiv. Also 
gilt der Satz für /3 -= 1, also auch, nach dem ersten Theile des Be- 
weises für alle folgenden, also für alle positiven Zahlen. 

89. Die Summe 0^üeier negativer Zahlen ist ^vieder eine negative 
Zahl, und ^ivar erhält man den positiven Werth der Summe, indem man 
die positiven Werthe der Summanden addirt. 

JBeweis. Es seien a und ß die positiven Werthe der Summan- 
den, so ist 

— a+{—ß) = — {a + ß) (nach 41). 

90. Die Summe mehrerer positiver Zahlen ist ivieder positiv, und 
die Summe mehrerer negativer Zahlen ist tvieder negativ. 

Beweis (induktorisch). Wenn der Satz für n Zahlen gilt, so gilt 
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30 er (nach 88 und 89) auch für 7^ -\- 1 Zahlen. Also da er f für zwei 
Zahlen gilt (nach 88 und 89)^ so gilt er auch für beliebig viele. 

91, Wenn in einer Beihe von Zahlen jede grösser ist als die 
nächst folgende, so ist auch die erste grösser als die letzte. 

Beweis (für vier Zahlen). Es sei 

«>A ß>y, r>s, 

so sind (nach 85) a — ß, ß — y, y — d positiv, also auch ihre Summe 
(nach 90), das heisst, a — ß -\- ß — 7 ~\~ ? — ^ positiv. Diese Summe 
ist aber (nach 48 und 28) gleich a — 8. Also ist a — d positiv, das 
heisst (nach 85) a > (^. 

92, Bie Summe ziveier ungleichartiger Zahlen ist demjenigen Sum- 
manden gleichartig, der den grösseren positiven Werth hat, und mvar 
findet man den positiven Werth dieser Stimme, indem man den kleineren 
unter den positiven Werihen der Summanden von dem grösseren subtrahirt. 

Beiveis. Es seien a und ß positiv und a grösser als ß, so ist zuerst 
a^ ß=.a — ß (nach 39). 

Da nun (nach Annahme) a grösser ist als j3, so ist a — ß positiv, also 

die Summe c^ -) ß auch positiv, also mit a gleichartig. 

Zweitens 

— a-\-ß^~~~(a — ß) (nach 42). 

Da nun a — ß positiv ist (wie bewiesen), so ist — (a — ß) negativ, 
also auch — (^ '\- ß negativ, also mit — a gleichartig. 

Also ist die Summe in beiden Fällen demjenigen Summanden 
gleichartig, der den grösseren positiven Werth hat. 

93. Bas Produld aß ziveier positiver Zahlen a und ß ist tvieder 
eine positive Zahl. 

Beiveis (induktorisch in Bezug auf ß). Angenommen, der Satz 
gelte für irgend einen positiven Werth /3, so ist 
a .{ß-\-l)^a.ß-\-a. 

Nach Hypothesis ist a positiv, nach der Annahme auch aß. 
Folglich sind die Summanden aß und a positiv, also auch ihre Summe 
(nach 88). Wenn also der Satz für irgend einen positiven Werth ß 
gilt, so gilt er auch für den nächstfolgenden, also auch für alle fol- 
31 genden. Nun gilt er für /3 = 1, denn f a . 1 = (% (nach 52), also positiv, 
da a nach Hypothesis positiv ist. Folglich gilt der Satz für ß = 1, 
also auch nach dem ersten Theile des Beweises für alle folgenden 
Zahlen der Zahlreihe, also für alle positiven Zahlen. 

94, Bas BroduM zweier gleichartiger Zahlen ist positiv, das Pro- 
dukt z^veier ungleichartiger Zahlen ist negativ, und der positive Werth 
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des FroditMes ist jedesmal das ProduM aus den positiven Werthen der 
Faktoren. 

Beweis, a und ß seien zwei positive Zahlen^ so ist 

1) a . ß positiv (nach 93). 

2) (— a) .{—ß) = aß (nach 76). 

3) {—ß)a=^a.{— ß) (nach 72) = a{0 -- ß) (nach 37). 

= a .0 — a.ß (nach 67). 

= — o;/3 (nach 57). 

= — aß (nach 37)^ 
also negativ, da aß, wie bewiesen, positiv ist. 

95. Wenn in einem Frodiiläe aß, das mal ist, der erste Faldor 
{a) nieht mdl ist, so mitss nothwendig der andere Faldor mdl sein, 

Hypothesis aß = 0^ a Z 0, 
Thesis ß = 0. 

JBeiveis 1 (indirekt). Es sei a eine Zahl = a. Angenommen ß 
sei ungleich Null, so muss ß entweder positiv oder negativ sein; ferner 
a ist nach Hypothesis ungleich Null, muss also auch entweder positiv 
oder negativ sein. Es werden also { die } Faktoren a und ß entweder beide 
positiv, oder beide negativ, oder einer positiv, der andere negativ sein. 
In den beiden ersten Fällen ist das Produkt positiv, in dem letzten 
ist es negativ (nach 94), also immer von Null verschieden. Dies ist 
aber gegen die Hypothesis, nach welcher aß = sein soll. Also ist 
die Annahme unmöglich; das heisst es ist unmöglich, dass ßX sei, 
also muss /3 = sein. 

2. Es sei a eine benannte Grösse, e ihre Einheit, a ihr Zahl- 

werth, das heisst 

(*) a == ea. 

Nach 65 ist eine benannte Grösse dann und nur dann null, 
wenn ihr Zahlwerth null ist. Nun ist (nach Hypothesis) a ^ 0, also 
auch ihr Zahlwerth a ^ 0. Ferner ist (nach Hypothesis) 

Q = aß = eccß (nach *). 32 

= e(aß) (nach 70b). 

Also (nach 65) 

Da nun, wie bewiesen, a Z ist, und aj3 = 0, so muss nach Beweis 1 
sein. 
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96, Wenn sivei gleiche TroduMe aß und ay einen gleichen Faktor 
a haben, der nicht mdl ist, so mtiss auch der andere FaMor in beiden 
gleich sein. 

Hypothesis aß = ay, a Z 0, 

Thesis ß =" 7* 

Beweis, Nach Hypothesis ist 

aß = ay. 
Also 

aß — ay = ay — ay = (nach 36). 

Somit 

z= aß — ay ==^ a{p — y) (nach 67 b). 

Also, da (nach Hypothesis) a ^ ist, 

^ _ y = (nach 95). 

Also 

Somit 

/3 = 7 (nach 28 und 25), 

97. Wenn in einem ProduM ein Faktor wächst und der andere 
positiv ist %md unverändert bleibt, so tvächst auch das Produkt. 
Hypothesis }^ > /3, oj > 0. 
Thesis ay^ aß. 
Beweis. Da y > /3, so muss y — ß positiv sein (nach 85). Dann ist 
ay — aß = a(y — ß) (nach 67b). 

Da nun a und y — ß positiv sind, so ist auch ihr Produkt 

a(y — ß) positiv (nach 93), also auch das ihm gleiche ay — aß, das 

heisst (nach 85) 

ay > aß. 

33 98, Wenn ein Produkt siveier Faktoren ivächst, der eine Faktor 

positiv ist und unverändert bleibt, so muss der andere Faktor ivachsen. 
Hypothesis ay^ aß, c^ > 0. 
Thesis y> ß- 

Beweis. Da ay > aß ist, so ist ay — aß positiv, also a{y — |3) 
positiv; also die Paktoren gleichartig, also da a positiv ist, auch y — ß 
positiv, das heisst y > ß. 

99. Wenn in einem Produkte mehrerer positiver Faktoren die Fak- 
toren wachsen, so wächst auch das Prodiikt. 

Hypothesis a > c^' > 0, ß> ß'>0, y>y >0. 
Thesis aßy^aß'y 
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Beiveis. aßy > aßy (nach 97). 

aßy>aß'y (nach 97). 

aß'y>aßy (nach 97). 
Also auch (nach 91) aßy > aß'y, 

§ 6. 
Zahlenlehre. 

Vorbemerkung. In diesem § sollen nur positive Zahlen betrachtet werden. 

100, Erldänmg. Man sagt^ eine Zahl a gehe in einer andern h 
auf^ wenn es eine Zahl x giebt^ die mit a multiplicirt h giebt^ so dass also 

h == ax 
wird, und zwar sagt man dann, a gehe in h ^-mal auf. 

101. Eins geht in jeder Zahl mtf, und jede Zahl geht in sieh 
selbst auf. 

JBeiveis. Es sei a eine beliebige Zahl, so ist 
a = 1 . a = a . 1, 
das heisst, 1 geht in a auf (nämlich a-mal), und a geht in a auf 
(nämlich einmal). 

103. Eine Zahl a, die in einer anderen h aufgeht, kann nicht grösser 
sein als h. 

Hypothesis h = ax. 

Thesis a nicht > h. 

Beweis (indirekt), x muss positiv sein, da das Produkt von x 

mit einer positiven Zahl a eine positive Zahl h liefert. Angenommen 

nun a > 6, so wäre 

ax > ix (nach 97). 34 

Ist nun zuerst ^ = 1, so hätte man (nach 52) 

ax > 6, 

was gegen die Hypothesis ist, also müsste 

x> 1 
sein. Dann wäre 

bx>b (nach 98). 

Also da ax > bx^ hx > 5, so wäre (nach 91) ax > b gegen die Hypo- 
thesis. Also ist die Annahme, dass a > & sei, unmöglich. 

103, Wenn sowohl a in b, als b in a aufgeht, so muss a==b sein. 

Eeiveis. Da a in & aufgeht, so kann a nicht grösser als b sein 
(nach 102), das heisst, es kann nicht a — b positiv sein (85); da ferner 
& in d aufgeht, so kann nicht b — a positiv sein, das heisst, es kann 
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a — h nicht negativ sein^ also ist a — h weder positiv^ noch negativ, 
das heisst nuU^ also a gleich &. 

104. Wenn a in h a-mal mifgeht, und h in c ß-mal, so geht auch 
a in c auf, und mvar a ß-mal. 

Beiveis. Da a in 6 a-mal aufgeht, so ist (nach 100) 
* & = aa 

und da 5 in c /3-mal aufgeht, so ist (nach 100) 

c = &/3. 
Setzt man in diese Gleichung den Werth von h (aus *) ein, so 

erhält man 

c = aaß = a(aß) (nach 70b), 

das heisst, a geht in c auf und zwar a^-mal. 

105. Wenn a in b a-mal aufgeht, so geht ma in mh ebenso oft 
auf, und umgelxhrt, ^venn ma in mh a-mal aufgeht, so geht a in h 
ebenso oft auf 

Beweis 1. Es gehe a in b a-mal auf, so ist 

b == aa (nach 100), 

also 

mb = m(aa) === maa (nach 70), 

das heisst (nach 100), ma geht in mb a-mal auf. 
2. Es gehe ma in mb a-mal auf, so ist 

mb = maa (nach 100). 

= m(aa) (nach 70 b), 

35 also 

b = aa (nach 96), 

das heisst, a geht in b a-mal auf. 

106. Erklärung. Eine Zahl, in welcher ausser 1 und der Zahl 
selbst keine andere Zahl aufgeht, heisst eine Primzahl. 

107. Aufgabe. Die Primzahlen von 1 bis 200 aufzusuchen. 

108. Wenn in einer Zahl a die Zahlen von 2 bis b nicht auf- 
gehen und b .b> a ist, so ist a eine Primmhl. 

Betveis (indirekt). Angenommen a sei keine Primzahl, so müsste 
in ihr eine von 1 und a verschiedene Zahl aufgehen. Es sei c eine 
solche Zahl, die in a aufgeht und von 1 und a verschieden ist, und 
zwar gehe sie 6?-mal in a auf, das heisst, es sei a == cd. Hier muss d 
von Eins verschieden sein, denn wäre d = 1^ so wäre c = a gegen die 
Annahme. Also sind c und d beide von Eins verschieden. Nach 
der Hypothesis sollen aber alle Zahlen von 2 bis b nicht in a auf- 
gehen; also, da c und d in a aufgehen, so müssen sie von den Zahlen 
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von 2 bis h verschieden sein, also, da sie auch von 1 verschieden und 
positiv sind, so müssen beide grösser als h sein, also auch ihr Produkt 
cd (nach 99) grösser als h .h sein. Also hat man 

a = cd, cd^hij hh > a (nach Hypothesis), 
also (nach 91) 

ay^ a, das heisst a — a positiv, 

was unmöglich ist (nach 36). Also ist die Annahme unmöglich, das 
heisst, a ist eine Primzahl. 

109. Aufgabe. Zu beweisen, dass 1861 eine Primzahl ist. 

110, Eine Zahl m, welche in ^ivei anderen a und h aufgeht, 
geht auch 

1) in ihrer Summe a -{- h, 

2) in ihrer Differenz a — &, 

3) in der Summe ihrer ProduMe mit heliehigen Zahlen a und ß, 
also in aa -{- iß 

auf. 

Betveis. Es gehe m in a ^-mal und in b ^-mal auf, also 

a = mx, b = my. 
Dann ist 

1) a -{- b = mx -(- my == m(x -{- y) (nach 66b), 36 
das heisst, m geht in a -j- & auf. 

2) a — & = mx — my == m(x — y) (nach 67b), 
das heisst, m geht in a — b auf. 

3) aa '-\-bß = mxa -)- myß = m{xa) -\- m(yß) = m{xa -j- yß) 

(nach 70b, 66b), 
das heisst, m geht in aa -\-bß auf. 

111. Erldärung. Eine Zahl, welche in zwei andern Zahlen auf- 
geht, heisst ein gemeinschaftliches Maass dieser beiden. Zwei 
Zahlen, deren grösstes gemeinschaftliches Maass 1 ist, heissen zu ein- 
ander primär. 

112. Eine Trimmhl, ^velche in einer Zahl h nicht aufgeht, ist su 
ihr prhnär. 

Hypothesis. a ist Primzahl, a geht in b nicht auf. 

Thesis. a ist zu b primär. 

Beweis. Da a Primzahl ist, so geht in ihr ausser 1 und a keine 
Zahl auf (nach 106). Da aber a nicht in b aufgeht (Hypothesis), so 
ist 1 die einzige Zahl, welche zugleich in a und b aufgeht, das heisst, 
a ist zu b primär (nach 111). 

113. Wenn man aus einem Paar positiver Zahlen a und b ein 
^iveites Paar dadurch ableitet, dass man statt der grosseren a den Unter- 
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schied a — & der heiden Zahlen seM, so ist jedes gemeinschaftliche Maass 
des ersten Paares aiwh gemeinschaftliches Maass des ^iveüen Paares und 
umgekehrt. 

Beiveis 1. m gehe in dem ersten Paare auf; also in a und h^ so 
geht m auch auf in a — h (nach 110)^ also auch in a — h und hj das 
heisst, m ist auch gemeinschaftliches Maass des zweiten Paares. 

2. m gehe in dem zweiten Paare auf^ also in a — h und h, so 
geht m auch in der Summe beider Zahlen auf (nach 110), das heisst 
in a — h -^ hy also in a (nach 28). Somit geht m in a und in h auf, 
also ist m dann auch gemeinschaftliches Maass des ersten Paares. 

114. Wenn man aus einem Paare positiver Zahlen a und h ein 
zweites Paar dadurch ableitet, dass man statt der grösseren den Best 
setdy ^v elcher durch SiibtraMion der Meiner en von der grösseren hervor- 
geht, und aus diesem Paare auf dieselbe Weise ein drittes Zahlenpaar 
37 ableitet, und hiermit so f lange fortfährt, als die beiden Zahlen eines 
Paares noch verschieden sind, so muss man mietet m einem Paare 
gleicher Zahlen kommen; ivenn diese gleichen Zahlen m und m sind, so 
ist m das grösste gemeinschaftliche Maass der gegebenen Zahlen a und h, 
und jedes gemeinschaftliche Maass von a und b geht auch iH ihrem grössten 
gemeinschaftlichen Maasse m auf 

Peiveis 1. Die Zahlen bleiben bei dem angewandten Verfahren 
stets positiv, da die ursprünglichen Zahlen a und b positiv sind, und 
jede neu hervortretende Zahl dadurch entsteht, dass man eine kleinere 
Zahl von einer grösseren subtrahirt, wobei (nach 85) der Rest positiv ist. 

2. Die Summe der beiden Zahlen eines Paares nimmt von Paar 
zu Paar mindestens um 1 ab. Denn seien p und q die Zahlen eines 
Paares, und zwar p > g, so ist ihre Summe p + ^, das folgende 
Zahlenpaar ist nach dem angegebenen Verfahren p — q und g, ihre 
Summe p — ^ + ^ = i> (nach 28). Folglich hat die Summe um g 
abgenommen, das heisst mindestens um 1 abgenommen, da nach Be- 
weis 1 die Zahl g positiv, also mindestens = 1 ist. 

3. Ich beweise jetzt (indirekt), dass man durch das angegebene 
Verfahren zuletzt zu einem Paare gleicher Zahlen gelangen muss. 
Angenommen, man gelange durch dies Verfahren nie zu einem Paare 
gleicher Zahlen, das heisst die Zahlen eines jeden Paares seien von 
einander verschieden; so nimmt nach Beweis 2 die Summe bei jedem 
Fortschritt zu dem nächstfolgenden Paare mindestens um 1 ab, also 
nachdem man {a -\- 6)-mal auf diese Weise fortgeschritten ist, minde- 
stens um (X + &, also müsste die Summe a -{-b mindestens um a -p- 5 
abgenommen haben, das heisst, entweder null oder negativ geworden 
sein. Nach Beweis 1 sind aber die Zahlen jedes Paares positiv, also 
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müsste dann die Summe zweier positiver Zahlen null oder negativ 
sein, was (nach 88) unmöglich ist^ also ist die Annahme unmöglich, 
das heisst, es ist nothwendig^ dass man zuletzt zu einem Paare gleicher 
Zahlen gelangt. 

4. Diese gleichen Zahlen seien m und m^ so zeige ich^ dass jedes 
gemeinschaftliche Maass von a und 6 in m aufgeht. Denn jedes ge- 
meinschaftliche Maass eines Paares ist f (nach 113) auch gemeinschaft- 38 
liches Maass des nächstfolgenden^ also jedes gemeinschaftliche Maass des 
ersten Paares auch gemeinschaftliches Maass des letzten^ das heisst geht 
in m auf. 

5. Ich beweise jetzt, dass m gemeinschaftliches Maass von a und h 
ist. Denn da jede Zahl in sich selbst aufgeht (nach 101), so geht m 
in den Zahlen m und m des letzten Paares auf, das heisst ist gemein- 
schaftliches Maass des letzten Paares. Aber nach 113 ist jedes gemein- 
schaftliche Maass von einem dieser Paare auch gemeinschaftliches Maass 
des nächstvorhergehenden, also auch des ersten Paares; also namentlich 
m gemeinschaftliches Maass von a und fe. 

6. Endlich beweise ich (indirekt), dass m grösstes gemeinschaft- 
liches Maass von a und h ist. Angenommen, es gebe eine Zahl e^ 
welche gemeinschaftliches Maass von a und &, und grösser als m sei, 
so muss nach Beweis 4 auch c in m aufgehen, also eine grössere Zahl 
in einer kleineren, was (nach 102) unmöglich ist, also ist die Annahme 
unmöglich, das heisst, m ist grösstes gemeinschaftliches Maass von a und h. 

115. Wenn m grösstes gemeinschaftliches Maass von am und hm 
ist, so müssen a und h zu einander primär sein. 

Beweis (indirekt). Angenommen a und h seien nicht zu einander 
primär, so müsste es (nach 111) eine von 1 verschiedene Zahl geben, 
die in a und h aufginge. Es sei c > 1 diese Zahl und gehe c in a 
cc-mal auf und in h |3-mal, so ist a = ac, h = ßc, also am == acm^ 
hm = ßcm, also geht cm in am und hm auf, da aber c > 1 ist, so 
ist cm (nach 97) grösser als Im, das heisst grösser als m, also hätte 
man ein gemeinschaftliches Maass von am und 6m, was grösser wäre 
als m, also wäre m nicht das grösste gemeinschaftliche Maass von am 
und hm. Das ist gegen die Hypothesis. Also ist die Annahme un- 
möglich. Also sind a und h zu einander primär. 

116, Wenn man durch die Methode der SuhtraUion (in 113) atts 
einem Zahlenpaare a und h ein anderes % (gelesen a eins oder a 
Index eins) und h^, aus diesem ^vieder ein anderes a^ und h^ erhält 
u. s. w. und so, nachdem man diese Methode n-mal angeivandt hat, ein 
Zahlenpaar a^ und h^ erhält, so erhält man aus dem Zahlenpaare 

ac und he 
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39 nach und nach durch dieselbe Methode der SiMraläion die Zahlenpaare 

a^c und h^c 

a^ c und \ c 
iL s. w., und nachdem man die Methode n-mal angewandt hat^ das Zahlenpaar 

a^c und b^c. 
JBeiveis. Es seien die Zahlen eines jeden Paares so angeordnet, 
dass die grössere Zahl voransteht; also a^by a^'^b^^ . . ., so besteht 
(nach 113) das aus a und b hervorgehende Zahlenpaar ans den Zahlen 
a — b nnd b^ also ist a^ gleich der grösseren nnter diesen beiden 
Zahlen (a — h und h) und b^ gleich der kleineren. Da nun a^b^ so 
ist (nach 97) auch ac > bc^ also besteht das aus ac und bc hervor- 
gehende Zahlenpaar aus den Zahlen ac — bc^ und bCy das heisst aus 
{a — &) Cy und bc] wenn nun a — & > & ist, so sollte a^ = a — b und 
b^==b sein, dann ist aber (nach 97) auch (a — b)c^bCj das heisst 
a^c>&iC, also bilden a-^c und b^c dann das aus ac und bc hervor- 
gehende Zahlenpaar. Wenn aber a — b <ib ist , so sollte a^ = b und 
&-JL = a — b sein; dann ist (nach 97) auch (a — b)c<ibc^ das heisst 
b^c <i a^Cj und das aus ac und bc hervorgehende Zahlenpaar ist gleich- 
falls a^c und b^c. Aus gleichem Grunde ist das aus a^c und b^c her- 
vorgehende Zahlenpaar gleich «gC und &2<^ ^^^ ^^ fort, nach ^^-maliger 
Anwendung dieser Methode geht also das Zahlenpaar 

a^c und b^c 
hervor. 

117. Wenn m das grösste gemeinschaftliche Maass von a und h ist, 
so ist mc das grösste gemeinschaftliche Maass von ac und bc. 

Beweis, Das grösste gemeinschaftliche Maass von a und b erhält 
man (nach 114), indem man durch die Methode der Subtraktion 
(Nr. 113) aus dem Zahlenpaare ä und b ein anderes, aus diesem durch 
dieselbe Methode wieder ein anderes ableitet, bis man zu einem Paare 
gleicher Zahlen m und m gelangt, dann ist m das grösste gemein- 
schaftliche Maass von a und &. Man möge nach w-maliger Anwendung 
jener Methode zu diesem Zahlenpaare m und m gelangt sein;, so ge- 
40 langt man (nach 116), indem man dasselbe Verfahren auf das Zahlen- 
paar ac und bc anwendet, zu dem Zahlenpaare mc und mc, also ist 
(nach 114) mc das grösste gemeinschaftliche Maass von ac und bc. 

118. Wenn eine Zahl c in einem ProdtiMe ab aufgeht, und sie 
0u einem {a) der beiden FaMoren primär ist, so geht sie in dem andern 
Faktor b auf. 

Hypothesis. c geht auf in ab, c ist zu a primär, 
Thesis. c seht auf in b. 
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Beiveis. c geht in ah auf (nach. Hypothesis), ferner geht aber c 
auch auf in ch (nämlich h-mal)^ also geht (nach 114) c auch auf in 
dem grössten gemeinschaftlichen Maass von ah und c&; da nun c und a 
zu einander primär sind (nach Hypothesis), so ist ihr grösstes gemein- 
schaftliches Maass gleich 1 (nach 111); also ist das grösste gemein- 
schaftliche Maass von ah und ch gleich 1 .h (nach 117)^ das heisst 
= h. Da also, wie bewiesen , c in dem grössten gemeinschaftlichen 
Maass von ah und ch aufgeht, und dies gleich h ist, so geht c in b 
auf; q. d. e. 

119. Wenn eine Primmhl a in ^wei Zalilen h und c nicht a%if- 
gel%t, so geht sie aiich in ihrem 'Produkt he nicht auf. 

Hypothesis. a ist Primzahl, a geht nicht auf in &, a geht nicht 
auf in c. 

Thesis. a geht nicht auf in hc. 

JBeweis (indirekt). Angenommen a gehe in ch auf. Da nun a 
Primzahl ist und in h nicht aufgeht, so ist (nach 112) a primär zu &; 
und da a zu 6 primär ist, und da a in dem Produkte hc aufgeht 
(nach Annahme), so muss a in c aufgehen (nach 118). Dies ist aber 
gegen die Hypothesis. Also ist die Annahme, dass a in hc aufgehe, 
unmöglich; q. d. e. 

120, Wenn eine Primzahl a in drei oder mehr Zahlen nicht auf- 
geht, so geht sie auch in ihrem Produkte nicht auf 

Peiveis (für drei Zahlen). Es gehe die Primzahl a in keiner der 
Zahlen h, c, d auf. Da die Primzahl a in & und c nicht aufgeht, so 
geht sie (nach 119) auch in hc nicht auf, und da sie in hc und d nicht 
aufgeht, so geht sie (nach 119) auch in hcd nicht auf. 

Anmerkung. Für n Zahlen h^^^h^^ . . .h^ ist der strenge Beweis mdukto- 
risch in Bezug auf n. 

121. Wenn zwei zu einander primäre Zahlen (a und h) in einer 41 
Zahl (c) aufgehen, so geht auch das Produkt (ah) jener Zahlen in der 
leideren (c) auf 

JBeweis. Nach Hypothesis geht a, in c auf, es gehe c^mal darin 
auf, so ist 

c = ad (nach 100). 

Ferner geht (nach Hypothesis) h in c, das heisst in ad auf Da 
nun h zu a primär ist (nach Hypothesis) und in dem Produkte ad 
aufgeht, so muss es (nach. 118) in d aufgehen; es gehe e-mal darin 
auf, so ist d ==he, also 

c == ad = a(he) = ahe (nach 70), 

also geht ah in c auf (nämlich 6-mal). 
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*132. ErMärung. Die Ideinste Zahl, in ivelelier 0ivei oder mehrere 
gegebene Zahlen aufgehen, heisst der Ideinste Dividmts dieser Zahlen. 

*133. Wenn m das grösste gemeinschaftliehe Maass ziveier Zahlen 
a = am^ h = ßm ist, so geht aßm in jeder Zahl e auf, in ^ü elcher a 
und h aufgehen, und ist daher der Ideinste Dividuus von a und h. 

Beweis 1. Nach Hypothesis ist m das grösste gemeinscliaftliclie 
Maass von a = am und h == ßm] dann sind (nach 115) a und ß zu 
einander primär. Nun sei c eine Zahl^ in welcher a und 6 aufgehen. 
Da nun m in a aufgeht^ und a in c^ so muss (nach 104) auch m in c 
aufgehen; es gehe ;/-mal darin auf, so ist (nach 100) 

c == ym. 
Da a in c, das heisst am in ym aufgeht^ so muss (nach 105b) 
auch a in y aufgehen, und aus gleichem Grunde ß in y. Also^ da a 
und ß in y aufgehen und zu einander primär sind, so muss aß in y 
aufgehen (nach 121), also auch (nach 105) aßm in ym, das heisst in c, 
2. Da also aßm in c aufgeht^ so kann aßm nicht grösser als e 
sein (102), c ist aber eine beliebige Zahl, in welcher a und h auf- 
gehen, folglich giebt es keine Zahl <i aßm, in welcher a und h auf- 
gehen, das heisst aßm ist kleinster Dividuus von a und h. 

*124. Aufgäbe. Das grösste gemeinschaftliche Maass dreier Zahlen 
a, b, c zu finden. 
42 Auflösung. Man suche (nach 114) das grösste gemeinschaftliche 

Maass zu a und fe, es sei dies /3, sodann suche man das grösste gemein- 
schaftliche Maass zu ß und c, es sei dies y, so ist y grösstes gemein- 
schaftliches Maass zu a, b, c. 

Beweis 1. Da y in ß aufgeht, und ß in a, so geht (nach 104) 
auch y in a auf und aus gleichem Grunde auch in &, also da y auch 
in c aufgeht (nach Auflösung), so geht es in a, &, c auf. 

2. Es sei m eine beliebige Zahl, die in a, &, e aufgehe, da m in 
a und b aufgeht, so geht es (nach 114) auch in dem grössten gemein- 
schaftlichen Maass von a und &, das heisst in ß auf-, da m (nach An- 
nahme), auch in c aufgeht, also in ß und c, so geht es (nach 114) 
auch in dem grössten gemeinschaftlichen Maass von ß und c, das heisst 
in y auf. Da nun m in y aufgeht, so kann es (nach 1Ö2) nicht 
grösser als y sein, folglich giebt es keine Zahl grösser als y.^ die in 
a, by c aufgeht, das heisst, y ist das grösste gemeinschaftliche Maass 
von a, b und c. 

*135. Aufgabe. Den kleinsten Dividuus dreier Zahlen a, &, e 
zu finden. 

Auflösung und Be^veis wie in 124, nur dass man kleinsten Divi- 
duus statt grösstes gemeinschaftliches Maass u. s. w. setzt. 
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Anmerkung. Auf diese Weise kann man das grösste gemeinscliaftliclie 
Maass (oder den kleinsten Dividuus) von n Zahlen finden, indem man zuerst zu 
n — 1 dieser Zahlen das grösste gemeinschaftliche Maass (den kleinsten Dividuus) 
sucht und dann hierzu und zu der n-ten Zahl abermals das grösste gemeinschaft- 
liche Maass (den kleinsten Dividuus) sucht. 

*126, ErMärung. Eine Zahl^ die nicht Primzahl ist, das heisst, 
in der ausser ihr selbst und 1 noch mindestens eine andere Zahl auf- 
geht, heisst eine zusammengesetzte Zahl. Wenn eine zusammen- 
gesetzte Zahl a gleich einem Produkte ist, dessen Faktoren sämtlich 
Primzahlen, aber nicht = 1 sind, so nennt man diese Faktoren die 
Primfaktoren von a und sagt dann, a sei in seine Primfaktoren zerlegt. 

*127, Jede msammengeseMe Zahl lässt sich in Primfahtoren 
verlegen. 

Beweis 1. Da a eine zusammengesetzte Zahl ist, so muss (nach 
106) mindestens eine von 1 und a verschiedene Zahl c in ihr auf- 
gehen; es gehe c in ihr ^-mal auf, so ist a = e . dj f wo d Z ^ ist, 43 
da sonst a = c . 1 = c sein würde, gegen die Annahme. Also lässt 
sich jede zusammengesetzte Zahl a in zwei von 1 verschiedene Faktoren 
zerlegen, und zwar müssen diese Paktoren beide kleiner als a sein; 
denn grösser können sie nicht sein (nach 102), aber auch nicht gleich 
a, denn wäre einer von ihnen = a, so wäre der andere 1, gegen die 
Annahme. 

2. Ist von den beiden Faktoren c und d, in die a zerlegt ist, noch 
einer eine zusammengesetzte Zahl, so kann man diese (nach Beweis 1) 
wieder in zwei von 1 verschiedene Zahlen zerlegen u. s. w. Da bei 
jeder Zerlegung die Faktoren immer kleiner werden als die zerlegte 
Zahl, also immer wenigstens um 1 kleiner, so muss die Möglichkeit 
der Zerlegung eine Gränze haben, also zuletzt ein Produkt von lauter 
Primfaktoren hervorgehen. 

*138. Wenn mvei Produkte Ä und B von Prhnfaktoren gleichen 
Werth haben j so können sich heide Produkte nur durch die Ordnung 
ihrer Faktoren unterscheiden. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf die Anzahl der Primfaktoren 
von A). 1. Angenommen der Satz gelte, wenn A ein Produkt von n 
Primfaktoren ist, so beweise ich, er gelte auch, wenn A ein Produkt 
von ^ -f- 1 Primfaktoren ist. Es seien %, 0^2; • • • ^n+i ^^^ Primfaktoren 
von A (ob darunter gleiche vorkommeu, ist gleichgültig); da nun dies 
Produkt (nach Hypothesis) gleichen Werth mit dem Produkte B haben 
soll, so muss a^^i in diesem Produkte B aufgehen (nämlich so oft, 
als der Werth des Produktes a^. a^ . . , a^ beträgt), also muss a^^^ 
(nach 120) in einem der Faktoren von B aufgehen, es sei x dieser 

Grrassmann, Werke. II. 22 



Hosted by 



Google 



338 XXIII. stücke aus dem Lehrbuclie der Arithmetik (1861). 

Faktor von B, in welchem a^^i aufgeht. Da nun die Faktoren von 
JB (nach Hypothesis) Primfaktoren sind, so ist auch x eine Primzahl, 
in ihr geht (nach 106) keine andere Zahl auf als 1 und x^ da nun 
a^+i ii^ ^ aufgehen soll, und a^^i als Primfaktor ^ 1 ist (nach 126), 
so muss a^^i == X sein. Man bringe durch Vertauschung der Faktoren 
Yon B diesen Faktor au.f die letzte Stelle, das Produkt der übrigen 
sei C, so ist (nach 82) Cx oder Ca^j^-^ mit B, also auch mit Ä von 
gleichem Werthe, also 

%^2 • • • ^n^ + l "^ ^^n^lJ 

also (nach 96) 

44 Folglich, da der Satz nach der Annahme für n Faktoren gilt, so 

können die Faktoren von C sich von den Faktoren %, ag, . . . <x^ nur 
durch die Ordnung unterscheiden. Das Produkt A enthält aber ausser 
ihnen nur noch den Faktor oc = a^_^-^j also enthält B dieselben Fak- 
toren wie J.; das heisst, wenn der Satz für n Faktoren gilt, so gilt 
er auch für ^ + 1 Faktoren, also auch für jede grössere Anzahl 
derselben. 

2. Nun gilt aber der Satz, wenn A aus zwei Faktoren besteht, 
diese seien a^ und «g, so muss nach Beweis 1 auch der Faktor a^ 
einer der Primfaktoren von B sein. Es sei B = Ca^^ so wird 

G/-i Clo O ein y 

also (nach 96) 

% = C, 

also besteht das Produkt B aus den Faktoren a^ und a^^ das heisst, 
der Satz gilt für zwei Faktoren, also nach Beweis 1 auch für jede 
grössere Anzahl von Faktoren, also für beliebig viele. 

^129. In einer Zahl A h'önnen cmsser 1 heine andern Zahlen auf- 
gehen, als die Brimfaldoren von A und Prodtiläe derselben. 

Beweis. Es seien %, a^^ . . . a^ die Primfaktoren von J., also 
JjL = G/H a^ . . . a^ 
und B sei eine beliebige Zahl ^ 1, die in A aufgeht, und zwar gehe 
sie C-mal auf, so ist 

A = BC. 

Nun zerlege man JS und C in ihre Primfaktoren, so bilden diese 
zusammen die Primfaktoren von J., müssen also (nach 128) den Fak- 
toren a^, a^j ... a^ gleich sein, folglich ist B entweder gleich einem 
dieser Faktoren, oder gleich einem Produkte derselben. 

Anmerkung. Hieran schliessen sich die Aufgaben: Eine gegebene Zahl in 
ihre Primfaktoren zu zerlegen, ferner: Die sämtlichen Zahlen zu suchen, welche 
in einer gegebenen Zahl aufgehen. 
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§7- 
Division. 

130. ErUärung. Man versteht unter a :h^ gelesen: a dividirt 
durch hj oder j-, gelesen: ein Bruch ^ dessen Zähler a und dessen 
Nenner h ist^ diejenige (einer Grundreihe f angehÖrige) Grosse^ welche 45 
mit b zu einem Produkt verknüpft a giebt^ vorausgesetzt^ dass h nicht 
null sei, das heisst: 

a :h .h = CL oder -r-h = a, 

^ b 

Mit derselben Grösse fortschreitend dividiren und muUipliciren än- 
dert nichts. 

Man nennt a : h einen Quotienten^ a seinen Dividend^ b seinen 

Divisor. Wenn a und b Zahlen sind, so nennt man a : b oder -r- einen 

Zahlquotienten oder einen Zahlbruch. 

Anmerkung 1. Ein Quotient, dessen Divisor null ist, darf bei keiner Rech- 
nung angewandt werden. Es lässt sich beweisen, dass für solche Quotienten 
keins der bisher bewiesenen Gesetze Geltung hat, und sich überhaupt kein posi- 
tiver Satz für sie aufstellen lässt. Jede Anwendung eines solchen Gesetzes auf 
die in Eede stehenden Quotienten ist daher fehlerhaft und kann zu den wider- 
sinnigsten Sätzen führen. Dessen ungeachtet lässt sich dem Quotienten, dessen 
Nenner null ist, eine gewisse Bedeutung beilegen; nämlich wenn der Zähler (a) 

von Null verschieden ist, so sagt man -— sei unendlich; nämlich ist in a un- 
endlich oft enthalten und dann bleibt noch immer a übrig. Ist der Zähler auch 
Null, so sagt man --- sei unbestimmt, weil nämlich jede Grösse mit Null multi- 

plicirt Null giebt. — Wir schliessen im Folgenden überall Null als Divisor aus, 
Anmerkung 2. Wenn a und h benannte Grössen sind, die derselben 
Grundreihe angehören, und & in a aufgeht, so drückt der Quotient a : h die Zahl 
aus, mit welcher h multiplicirt a giebt, das heisst die Zahl, welche angiebt, wie 
oft & in a enthalten ist. Man nennt diese Art des Dividirens messen. Wenn 
aber a eine benannte Grösse und h eine Zahl ist, so bezeichnet a : h eine Grösse, 
welche- derselben Grundreihe angehört wie a, und die ö-mal genommen a giebt. 
Man nennt diese Art des Dividirens theilen. Wenn a und b beides Zahlen sind, 
so kann der Quotient beliebig als Messung oder als Theilung aufgefasst werden. 
Im Folgenden ist die Division als Theilung zu Grunde gelegt. 

131. Bemchmmg. Wenn mit mehreren Grössen fortschreitend 
dividirt werden soll und die Division durch das Zeichen : ausgedrückt 
ist^ so lässt man die Klammern (welche diese Grössen umschliessen) 
weg. Ferner lässt man bei der Bruchbezeichnung die Klammer^ welche 
den Zähler umschliesstj und die^ welche den Nenner umschliesst, weg. 

132. Wenn der Divisor ß eine Zahl ist, so lässt sich stets eine 
Grundreihe angeben^ tvelcher auch der Dividend a f angehört, und in 46 
welcher eine Grösse enthalten istj die mit ß midtiplicirt a giebt. 

22^ 
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Beweis 1. Die Griindreilie^ aus welcher der Diyidend erzeugt ist^ 
habe e zur Einheit^ und sei a = ea. Wenn es nun in derselben 
Grundreilie keine Grösse giebt^ die mit ß multiplicirt a liefert^ so bilde 
man eine neue Grundreihe ^ deren Einheit die Beschaffenheit hat^ dass 

(*) e'ß = e 
sei, so ist 

eü^ßa) = eßa (nach 70). 

= ea (nach *). 

= a (nach Annahme), 

das heisst, a ist Glied der aus e erzeugten Grundreihe. Ferner ist ea 
ein Glied derselben Grundreihe, welches mit ß multiplicirt a giebt; denn 

eaß = eßa (nach 73). 

= ea (nach *). 

= a (nach Annahme). 

133. a .ß'.ß^a. 

Mit derselben Zahl fortschreitend imdtipliciren und dividiren än- 
dert nichts. 

Beweis (vergl. Nr. 29). Es ist 

a, ß: ß . ß = a. ß (nach 130). 

Da nun die Grössen a . ß : ß und a mit einer von verschiedenen 
Zahl ß multiplicirt gleiches Produkt liefern, so müssen (nach 96) jene 
Grössen gleich sein, also 

a . ß : ß = a. 

134, a : (ßy) = a : ß : y, 

T a a : ß a 

oder ^r- = — - == if ' y- 

Statt mit einem ProduMe zweier Zahlen zu dividiren^ kann mm% 
mit den Faktoren fortschreitend dividiren, 
oder: 

Statt mit zwei Zahlen fortschreitend m dividiren, kann man mit 
ihrem Prodiikte dividiren, 

Beiveis (rückschreitend, vergl. Nr. 31). 

a:ß:y 



'==a:ß:y.{ßy):{ßY) 


(nach 133). 


= a.ß:y. {yß) : (ßy) 


(nach 72). 


==a:ß:y.y.ß: (ßy) 


(nach 70). 


-a:ß.ß: (ßy) 


(nach 130). 


= « : iPv) 


(nach 130). 
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§ 7. Division. Nr. 132—138. 341 

135. a: ß:y = a:y: ß 47 

oder -^ • y = — • p. 

Die Ordnung, in tvelcher man fortsclireitend mit ^wei Zahlen divi- 
dirt, ist gleichgültig für das Eesidtat. 
Beiveis (vergl. Nr. 33). 

a: ß:y == a: (ßy) (nach 134b). 

= a:{yß) (nach 72). 

^a:y: ß (nach 134). 

136. a,ß:y = a:y.ß 
oder -A = ±ß, 

7 7 

Die Ordnimg, in tvelcher man fortschreitend mit einer Zahl multi- 
plicirt und mit einer andern dividirt, ist gleichgültig für das Besultat, 
oder: 

Einen Brach multiplicirt man mit einer Zahl, indem man seinen 
Zähler mit dieser Zahl multiplicirt und den Nenner unverändert lässt. 
Beiücis (vergl. Nr. 30). 

a,ß:y = a.ß\y:ß.ß (nach 130). 

= a ,ß:ß\y .ß (nach 135). 

= a : y , ß (nach 133). 

137. ^-4- 

ßy ß 

Man Imnn einen Brach ohne Veränderung seines Werthes enveitern 
und heben, das heisst Zähler und Nenner mit derselben Zahl midtipliciren 
und dividiren. 

Beiveis. -J^ = ay : (ßy) == ay : ß : y (nach 134). 

= a . y : y : ß (nach 135). 

= a : ß == -^ (nach 133). 

138. Erklärung. Ein Zahlbriich, dessen Zähler zum Nenner 
primär und dessen Nenner positiv ist, heisst ein reducirter Bruch. 
Man nennt ihn positiv, wenn sein Zähler positiv ist. Mit einem redu- 
cirten Bruche multipliciren heisst fortschreitend mit seinem Zähler 
multipliciren und mit seinem Nenner dividiren, das heisst 

ß aß 

y y 7 

wenn ß zu y primär ist. 

Aufgabe. Den Satz zu beweisen: Reducirte Brüche von gleichem 48 
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342 XXIIL Stücke aus dem Lehrbuche der Arithmetik (1861). 

Werthe haben gleiche Zähler und gleiche Nenner. (No. 130, 100, 
118, 103.) 

139. a — = ^, (auch wenn ß nicht zu y primär ist). 

Statt mit einem Bruche zu multipliciren^ Imnn man fortschreitend 
mit seinem Zähler multipliciren und mit seinem Nenner dividiren, 
oder: 

Statt fortschreitend mit einer Zahl zu multipliciren und mit einer 
zweiten Zahl zu dividiren, Imnn man mit einem Bruche multipliciren, 
dessen Zähler die erste, und dessen Nenner die zweite Zahl ist. 

Beiveis. Es sei m das grösste gemeinschaftliche Maass von ß und y, 
und sei ß ==l)m, y = cm, so sind (nach 115) & und c zu einander 
primär, und es ist 

(nach Annahme). 



7 


hm 

= a — 

cm 




c 



(nach 137 b), 
ah 



(nach 138, da h zu c primär), 
(nach 137). 
(nach 70b). 
— !- (nach Annahme). 



c 
a h m 

cm 
a{hm) 

cm 



7 

140 _^.X_^. 

Brüche mtdtiplicirt man mit einander, indem man Zähler mit Zähler 
und Nenner mit Nenner multiplicirt, 
oder: 

Mn Bruch, dessen Zähler und Nenner Produkte von je zwei Fak- 
toren sind, ist gleich dem Produkte ziveier Brüche, die man erhält, indem 
man die Faktoren des Zählers zu Zählern und die des Nenners zu 
Nennern derselben macht. 

Beweis. 



a y a ^ 


(nach 139). 


= ^:. 


(nach 136 b). 


ay 

- ßö 


(nach 134 b). 


7 ß 





49 141. 

Statt mit einem Bruche zu dividiren, kann man mit dem umgekehrten 
Bruche multipliciren. 
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§7. 



Beweis. 



, Division. Nr. 138—141. 


343 




(naoli 133). 


^a:-^.ß:y.y:ß 


(nach 130). 


y y '- ' 


(nach 139 b). 


^a.y.ß 


(nach 130). 


y 


(nach 139 b). 



143. Für jede gegebene BeiJie von BrüeJien, deren Zähler derselben 
Gntndreihe (jB) angehören, Imnn man eine neue Gnmdreihe angeben, 
m ^veleher alle jene Brüehe, so^vie deren Zähler gehören; und sivar er- 
hält man die Einheit dieser neuen Grundreihe, indem man die Einheit 
der ursimlnglichen Grundreihe i? durch das Produlä sämtlicher Nenner 
dividirt, das heisst, ivenn 



a h 



diese Brüche sind, und e die Einheit der Zähler a, b, . . ., so gehören die 

Brüche selbst, sowie ihre Zähler einer und derselben Grundreihe an, 

-deren Einheit e ■■ 



aß... 








Beweis (für zwei Brüche). Da ^^ = ~ß ? 


so 


ist 




* e = ea^. 








Es sei a =^ ey, b == ed, so ist 








a ey eaßy 
a cc cc 






(nacli *). 


ea{ßy) 






(nach 70b). 


e{ßy)cc 
a 






(nach 72). 


= eXßy) 






(nach 133), 



also e^ehört — der Grrundreihe an, deren Einheit e ist. 



a 

Ebenso ist 



b 



J = J = ß ("'^'^^' )• ^^ 

= 1^ (nach 73). 

= ead (nach 133). 

= e\aö) (nach 70b), 

also gehört auch -^ derselben Grundreihe an. Ferner auch die Zähler 
a und b, da 
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344 XXIII. Stücke aus dem Lehrbuche der jirithmetik (1861). 

a = ey == e'aßy (nach *). 

= eXaßy) (nach 70b). 

und h = ed = e'aßd (nach *). 

= eXaßd) (nach 70b) ist. 

Anmerkung 1. Es gelten also für Addition und Subtraktion der Brüche 
dieselben Gesetze wie für Addition und Subtraktion der aus einer Grundreibe 
erzeugten Grössen. (§ 2, 3.) 

-jj^rt a j. h a ~\-h 

7 y "" y 

^ ä M a ha — h 

14:4:. . — = ■. 

y y y 

Brüche von gleichem Nenner addirt oder sitbtrahirt man^ indem 
man die Zahler entsprechend addirt oder siibtrahirt (und den Nenner 
unverändert lässt), 
oder: 

Eine Summe oder Differenz dividirt man mit einer Zahl, indem 
man die Glieder einsein dividirt und die Quotienten entsprechend addirt 
oder siibtrahirt. 



is. 


j + j-(j + j}y-y 


(nach 133). 




= (jy + jY)--y 


(nacli 68). 


ebenso 


a h / a h\ 

y y ~~ \y yJ^'^ 


(nach 130). 
(nach 133). 




(a h \ 


(nach 69). 




= (a _ 6) : y = 


(nach 130). 



51 U5. ^ 6 _«ß + b« 



146. 



& _ aj3- 



Zwei Brüche (von ungleichem Nenner) addirt oder subtrahirt man, 
indem man jeden Zähler mit dem Nenner des andern Bruches midtiplicirt, 
die Produlde entsprechend addirt oder sid)trahirt und das Besultat mit 
dem ProduMe der Nenner dividirt. 

Beweis. ^ + | = ^ + || (nach 137). 



'^^^ (nach 143. 144). 



aß 
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§ 7. Division. Nr. 142—152. 345 

Anmerkung. Man kann, wenn a und ß durch m theilbar sind, die Brüche 

ccß . 
auch auf den Nenner y = — i- bringen. (Siehe 123.) 
' m 

IIY, Em Bnich, dessen Zähler gleich seinem Nenner ist, ist gleich 1. 

Beweis, — = -^- (nach. 71). 

cc a ^ ^ 

= 1 (nach 133). 

148. Y = ^- ^^'^ ^ dividiren ändert nichts. 

Beweis. a:l = a:l .1 (nach 52). 

= a (nach 130). 

149. — = 0. Ein Bruch, dessen Zähler null ist, ist selbst gleich Null. 

Beweis. 



cc —a 
cc cc 






(nach 36). 


a cc 

a cc 






(nach 144b). 


= 1 — 1 






(nach 147). 


= 






(nach 36). 


0, Thesis a = 


:0. 


Wenn 


ein Bruch null 



150. Hypothesis -^ 

ist, so muss sein Zähler null sein. 
Beweis. Nach Hypothesis ist 

==: -^ ^ also . ß == -^ ß = a (nach 130), 

das heisst = cc. 

151. In einem Bruche kann man die Vorzeichen im Zähler und 52 
Nenner umlcehren, ohne den Werth des Bruches m ändern, das heisst 

I = f ('^^^^ Nr. 84). 

Beweis. Denn die Vorzeichen im Zähler und Nenner umkehren^ 
heisst (nach 84) Zähler und Nenner mit — 1 multipliciren, wodurch 
(nach 137) der Werth des Bruches nicht geändert wird. 

Anmerkung. Man kann daher stets dem Bruche eine solche Form geben, 
dass der Nenner positiv ist. 

Bas Minus-Zeichen des Zählers oder Nenners Tiann man vor den 
Bruch setzen, 
oder: 

das Minus- Zeichen vor einem Bruche hann man vor den Zähler oder 
vor den Nenner des Bruches setzen. 
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XXIII. Stücke aus dem Lehrbuche der 


Arithmetik 


(1861). 


cc — cc 
— P P 




(nach 151). 


— £^ 




(nach 37). 


a 

~J J 




(nach 144 b). 


=«-f 




(nach 149). 






(nach 37). 



153. Gleichhe^eichnete Zahlen gehen hei der Division einen positiven 
Quotienten, ungleichhezeiclmete einen negativen. 

Beweis 1. Es seien a und ß positive Zahlen^ ihr grösstes gemein- 
schaftliches Maass sei m und sei a = am, ß === hm, wo a und h positiv 
sind, so ist 



a am 



Also da a zu h primär ist (nach 115)^ und h positiv ist^ so ist j- ein 
reducirter Bruch (nach 138) und da a positiv ist^ so ist der redu- 
cirte Bruch j- (nach 138) positiv^ also auch -^ positiv. 

53 2. Es seien •— a und — ß zwei negative Zahlen, also a und ß 

ihre positiven Werthe^ so ist 

^ = ~ (nach 151), 

aber -^ positiv (nach Beweis 1), also auch — ^ positiv. 

3. —^ = —- ^ = — — (nach 152); aber -^ nach Beweis 1 positiv, 

also ^ negativ. 

154. Alle Verhnüpßmgsgeset^e der MuUipWkation und Division 
(in § 4, 5, 7) gelten auch für Brüche, das heisst alle Formeln dieser 
Verlcnüpfungen gelten noch, ivenn man statt der allgemeinen Zahlreichen 
(die durch griechische Buchstahen aitsgedrücM ivaren) Brüche setst 

Beweis, Es sei 

(*) &==-£- c== -5^ so ist 



^-^+^ (nach 139). 



1. [Nr. 68.] (a + &) e = (a + &) ^ (nach *). 



ri 



: ^y + ^y (nach 68). 
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§ 7. Division. Nr. 152—154. 


347 


(a + b)c = 


_aY + t>V\ _ «y 1 by 
Yi 1 Vi Vi 


(nach 143b). 




Vi Vi 


(nach 139 b). 




= a . c -\-b .c 


(nach *). 


2. [Nr. 72.] 


ßi Vi 


(nach *). 




ßv 

ßiVi 


(nach 140). 




vß 

71 ßi 


(nach 72). 




V ß 
Vi ßi 


(nach 140b). 




= cb. 




3. [Nr. 66.] 


a{b + c) = (h + c)a 


(Beweis 2). 




= ba -\- ca 


(Beweis 1). 54 




= ab -\- ac 


(Beweis 2). 


4. [Nr. 58.] 


«.(-6) = «.(-^) 


(nach *). 




-'■(t^ 


(nach 152 b). 




a.{-ß) 
ßi 


(nach 139). 




_-aß 
ßi 


(nach 75). 




_ «(3 
ßi 


(nach 152). 




= -a.l 

Pl 


(nach 139 b). 




= — a .h 


(nach *). 


5. [Nr. 70.] 


«M-«(i.^) 


(nach *). 




ßiri 


(nach 140). 




aßy 

ßiri 


(nach 139). 






(nach 140b). 




ßi 71 


(nach 139 b). 




= a . & . c 


(nach *). 


6. [Nr. 71.] 


1 . a = a . 1 


(nachBew.2). 




== a 


(nach 52). 
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348 XXIIL Stücke aus dem Lehrbuche der Arithmetik (1861). 

Alle übrigen Formeln in § 4 gehen ans diesen Formeln durch 
Verbindung derselben hervor; da also diese Formeln, wie so eben be- 
wiesen, für Brüche gelten, so gelten auch die aus ihnen hervorgehenden 
Formeln für Brüche, also alle Formeln in § 4. 

7. Ebenso lassen sich die allgemeinen Sätze in § 5 erweitern, und 
zwar zuerst Satz 88 und 93. Sind nämlich a und 6 positive Brüche, 

und zwar in reducirter Form, a=— , 6 = ~, so sind (nach 138) 

^1 ri 

0^1, ßi, ccj ß positiv, dann ist , 
55 [Nr. 88.] a + & = ^ + f = ^^*^ßf^ (nach 145). 

Hier sind aß^, a^ß, a^ß^ positiv (nach 93), also auch aß^ -\- a^ß 
positiv (nach 88), also Zähler und Nenner des Bruches ' ^ ^ — ~ 

positiv, folglich dieser Bruch selbst positiv (nach 153), also auch das 
ihm gleiche a -^ h. 

Ferner ist unter derselben Annahme 

[Nr. 93.1 a . & = - • I- = ^ (nach 140). 

Aber nach 93 sind aß und a^ß^ positiv, also nach 153 auch der Bruch 
-^^, also auch das ihm deiche ah, 

8. Alle übrigen Sätze in § 5 gehen aus den schon für Brüche 
erwiesenen Sätzen durch wiederholte Anwendung hervor, gelten also 
auch für Brüche. 

9. In § 7 gelten die Sätze 130 — 137 auch für Brüche, da die 
Definition (130) allgemein ist und sich die Beweise nur auf die für 
Brüche schon erwiesenen Sätze § 1 — 5 stützen; der erste Satz, welcher 
für Brüche eines neuen Beweises bedarf, ist der Satz 139, da sein Be- 
weis sich auf die Zahlentheorie (§ 6) stützt und diese nicht für Brüche 
gilt. Nun ist 

a — = a — • c : c (nach 133). 



= a ' l — • cj : c (nach 70b). 

:=z a .h : c == — (nach 130). 



10. Ausserdem wird nur noch in Nr. 153 Beweis 1 auf § 6 
zurückgegangen. Wenn aber wiederum a und b positive Brüche sind 
und zwar — , ~ ihre reducirten Formen, so sind (nach 138) a^ ß, 
^ij ßi positiv, also 

a : & =^ ^ : I- ■== ^ 4 (nach 141). 
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§ 7. Division. Nr. 154. 349 

Aber — und ~ sind (nach 153) positive Brüche^ also f auch ihr 50 
Produkt positiv (nach Beweis 7), also auch das diesem Produkte 
gleiche a: d. 

Es gelten also auch alle Sätze in § 7 für Brüche^ also alle Sätze 
in § 4, 5, 7. 

155, Der Quotient zweier gleichbenannten Grössen ist gleich 
dem Quotienten ihrer Zahlwerthe^ das heisst 

ecc a 

Beweis. Nach 130 ist —x diejenige, einer Grundreihe angehörige 

Grösse, welche mit eß zu einem Produkte verknüpft ea giebt; das 
heisst, wenn 

ist, SO ist 

ea = eßx = e(ßx) (nach 70b). 

Also da die Einheit (nach 7, 10) immer von Null verschieden ist, 

a === ßx (nach 96). 

= xß (nach 72). 

Also T "^ ß "^ ^ (nach 133). 

ea 



~ß (nach *). 



Anmerkung 1. Der Quotient zweier benannter Grössen hat nur dann 
einen Sinn, wenn Dividend und Divisor aus derselben Grundreihe ableitbar sind. 
Denn das Produkt, dessen einer Faktor eine benannte Grösse ist, gehört (nach 60) 
derselben Grundreihe an, wie diese. 

Anmerkung 2. Da hiernach die Division benannter Grössen (die Messungs- 
aufgabe) stets auf die Division der Zahlgrössen zurückgeführt werden kann, so 
ist es nicht nöthig, die Gesetze jener Division aufzustellen. 



Inhalt. 
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§ 1. Einleitung. . 1 

§ 2. Addition 7 

§ 3. Subtraktion 28 

§ 4. Multiplikation 52 

§ 5. Zahlvergleichung 85 

§ 6. Zahlenlehre 100 

§ 7. Division 130 
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XXIV. 

Stücke aus dem Lehrbuclie der Trigonometrie. 



Lehrbuch | der | Trigonometrie | für | p'^ere ße^xanftalten | von | 

Hermann Grrassmann, | Professor am Gymnasium zu Stettin. | Berlin, 1865. | 

Verlag von Th. Chr. Fr. Enslin. | (Adolf Enslin.) 

Auch unter dem Titel: Lehrbuch | der | Mathematik | für | l)öl)ere Seljxanftalten | etc. 

Zweiter Theil: | Trigonometrie. 



V Vorrede. 

Die vorliegende Trigonometrie bildet den zweiten Theil des Lelir- 
buclies der Mathematik^ dessen erster Theil unter dem besonderen 
Titel ,,Lehrbuch der Arithmetik u. s. w. Berlin 1861^^ erschienen ist. 
Mit diesen beiden Theilen ist die ganze berechnende Seite der Mathe- 
matik, sofern sie Gegenstand des Schulunterrichtes ist, abgeschlossen. 
Wann der dritte Theil, welcher nach des Verfassers Plane die Geo- 
metrie (Planimetrie und Stereometrie) umfassen sollte, erscheinen wird; 
hängt von der Aufnahme ab, welche diese beiden ersten Theile er- 
fahren. Um einen möglichst einfachen Anfang zu gewinnen, ist hier 
zuerst (§ 1) vorausgesetzt, dass die Winkel spitze seien, und zwar ist 
zuerst (bis Nr. 13) nur der cosinus eines solchen Winkels betrachtet. 
Dass man zuerst nur eine der trigonometrischen Funktionen zu Grunde 
lege, ist methodisch geboten, dass dazu hier und in § 2, Nr. 30 — 47 
der cosinus gewählt ist, hat seinen Grund hauptsächlich darin, dass 
der cosinus ein Verhältnis darstellt, in welchem nur Stücke der beiden 
Schenkel des Winkels vorkommen, und daher hier die Zeichenbestim- 
mung auf das einfachste erfolgt. In § 2 werden beliebige Winkel 
betrachtet; und um möglichste Allgemeinheit und Einfachheit zu ver- 
binden, wird das Gesetz für den cosinus der Summe, ohne dass es 
nöthig wird, einzelne Fälle zu unterscheiden, sogleich in seiner ganzen 
Allgemeinheit erwiesen, und daraus alle übrigen Gesetze durch Rech- 
nung abgeleitet. An die Auflösung des Dreiecks aus dreien seiner 
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Vorrede. Inhalt. 351 

sechs Stücke scUiessen sich Nr. 94 — 109 zahlreiche Dreiecksaufgaben, 
welche sowohl zur Einübung des bisher Erlernten^ als auch zur Yer- 
mittelung mit den Drei ecksauf gaben der Geometrie dienen^ und bei 
der ersten Durchnahme entweder ganz übergangen oder mit Auswahl 
benutzt werden können. Bei der Auflösung der Vielecke (§ 4) ist die 
des Viereckes bis ins Einzelne durchgeführt- die beliebiger Vielecke 
zwar vollständig, aber doch nur mehr andeutungsweise behandelt 
(Seite 69). In § 5 folgen die wichtigsten Vermessungsaufgaben; und in 
§6—8 Beziehungen der Trigonometrie zu andern mathematischen Ge- 
bieten^ welche bei dem ersten Unterrichte in der Trigonometrie den 
Schülern noch unbekannt zu sein pflegen, namentlich zu den unend- 
lichen Reihen j zu den höheren Gleichungen und f zur Stereometrie. VI 
Es werden diese Abschnitte, auch wenn sie auf einer Anstalt gar 
nicht, oder nur unter besonders günstigen Verhältnissen vorgetragen 
werden können, doch den fähigeren Schülern Gelegenheit geben, sich 
durch Privatfleiss weiter zu fördern. Die sphärische Trigonometrie 
(§8) ist übrigens in der Weise behandelt, dass sie gar keine Kennt- 
nisse aus der Stereometrie voraussetzt. Die ganze Behandlung des 
Stoffes ist von der in dem Lehrbuche der Arithmetik gewählten da- 
durch verschieden, dass in den Anmerkungen überall die leitende Idee 
und der Gang der weiteren Entwickelung hervorgehoben ist, und da- 
durch für die heuristische Methode des Lehrers, so wie für das tiefere 
Eindringen des Schülers wesentliche Erleichterungen geboten sind. 

Stettin, den 2. Oktober 1864. 

Der Verfasser. 
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XXIV, Stücke aus dem Lehrbuche der Trigonometrie (1866). 



§ 8. 
(100) Körperliche oder spliärische Trigonometrie. 

144. Grundsatz der Stereometrie. Durch zwei sich schnei- 
dende gerade Linien kann man stets eine Ebene legen (so dass die 
beiden sich schneidenden geraden Linien ganz in der Ebene liegen). 

145. ErMärung. Wenn von einem Punkte drei nicht in einer 
Ebene liegende Strahlen ausgehen, so nennt man den Verein dieser 
drei Strahlen eine dreikantige Ecke oder ein Dreikant; den Punkt, 

101 von welchem die Strahlen f ausgehen, den Scheitelpunkt, die 
Strahlen selbst die Kanten, die zwischen je zwei Strahlen liegenden 
Ebenen die Seitenflächen, und die zwischen ihnen liegenden Winkel 
die Seiten der Ecke. Sind zum Beispiel SÄ^ SB, SC die drei 
Strahlen, so ist 8 der Scheitelpunkt, imd die Winkel BSC^ GSÄ^ ASB 
sind die Seiten der Ecke, und die Ebenen BSC u. s. w. die Seiten- 
flächen der Ecke. 

146. Erklärung. Errichtet man auf einer Kante {SÄ) einer 
Ecke in einem beliebigen Punkte (Ä) Lothe, welche in den beiden 

Seitenflächen (SAB und SAC) liegen, 
so heisst der Winkel, welchen diese Lothe 
einschliessen, ein Winkel (Innenwinkel) 
der Ecke, und zwar der zu jener Kante {SA) 
gehörige. Die Nebenwinkel dieser Innen- 
winkel heissen Aussenwinkel der Ecke. 
Wenn also von jenen Lothen das eine 
AB die Kante SB in JB, das andere die 
Kante SC in C trifft, so ist BAC der an der Kante SA liegende 
Winkel der Ecke SABC. 

Anmerkung. Schlägt man mit demselben Hadius zum Beispiel ^J. in den 
drei Seitenflächen der Ecke Kreisbogen, deren Centriwinkel die Seiten ASB^ 
BSC^ CSA sind, nämlich die Kreisbogen AD, DjB, JSA, so entsteht ein aus 
Kreisbogen bestehendes Dreieck, welches man, da es sich auf die Oberfläche einer 
Kugel legen läßt, ein sphärisches Dreieck nennt. Die Seiten dieses sphärischen 
Dreiecks sind Kreisbogen, welche die Seiten der Ecke messen, und die Winkel 
desselben sind diejenigen Winkel, welche die an den Kreisbogen gezogenen 
Tangenten in jedem Eckpunkte bilden, da aber die Tangenten auf dem Radius 
im Berührungspunkte senkrecht stehen, so ist der Winkel, den sie bilden, der- 
selbe, der vorher der Winkel der dreikantigen Ecke genannt wurde. Seiten und 
Winkel dieses sphärischen Dreiecks stimmen also mit denen der dreikantigen 
Ecke äberein; und jenes Dreieck auflösen heisst ebenso viel als diese Ecke auf- 
lösen. Diese Auflösung ist der Hauptgegenstand der körperlichen oder sphäri- 
schen Trigonometrie. 

Es sollen im Folgenden die Seiten der Ecke SABC stets mit den Buch- 
staben a, &, c bezeichnet werden, indem L BSC^=^ a, CSA^= ö, ASB = c gesetzt 
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wird, die Aussenwinkel der Ecke sollen mit a, /?, y, nämlich der an der f Kante 102 
SA mit cc u. s. w. , und es soll vorausgesetzt werden, dass diese sämtlichen 
Grössen nie negativ und nie grösser als 180^ werden. Die Aussenwinkel in Be- 
tracht zu ziehen ist darum angemessener, weil dabei die Formeln viel symme- 
trischer werden, als wenn man die Innenwinkel einführt. Wo es erforderlich ist, 
sollen die Innenwinkel mit cc\ ß\ / bezeichnet werden. Zuerst soll eine Glei- 
chung zwischen einem Winkel a und den drei Seiten a, Z>, c gesucht werden. 
Dazu reicht die obige Figur aus. Drückt man in ihr die Seite BC vermittelst 
des erweiterten Pythagoras durch die beiden Dreiecke, in denen JBC liegt, aus, 
so ergiebt sich durch Gleichsetzung dieser beiden Ausdrücke die verlangte Gleichung. 

147. Es ist 

cos a == cos b cos c — sin h sin c cos a^ 

cos h = cos a cos c — sin cc sin c cos ß^ 

cos c = cos a cos h — sin a sin i cos y, 
das heisst^ man findet den cos. einer Seite des Dreikantes^ indem man in 
der Formel für den cos. der Summe der heiden andern Seiten das zweite 
Glied mit dem cos. des an diesen beiden liegenden Äussemvinkels multiplicirt. 
Beiveis. Wenn die Fignr dieselbe ist^ wie in 146, so hat man 
vermöge des erweiterten Pythagoras: 

BC^ = SB^ + SC^ — 2SB . SC cos a, 
BC'^ = AB' + AG' - 2 AB. AG cos a\ 
das heisst: = AB^ + AG^ + 2^J5. ^Gcos a. 

Subtrahirt man die zweite Gleichnng von der ersten nnd bedenkt, dass 
SB Hypotenuse und AB Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks sind, 
dessen andere Kathete SA ist, das heisst, dass SB^ — AB'^ = SA^^ 
und aus gleichem Grunde SG^ — AG^ ^=^ SA^ ist, so erhält man 

= 2SA^ — 2 SB . SC cos a ~ 2 AB . AG cos a, 
also 

_ SA'- — ÄB.ACQo^a 

cos a— SB. SC 

Dividirt man einzeln, so ergiebt sich, da 

SA : SB = cos c, SA : SC = cos &-, 

AB : SB = sin c, AG : SC = sin b 
ist, 

cos a = cos b cos c — sin & sin c cos a. 

Durch Umänderung der Benennung gehen hieraus die beiden andern 
Formeln hervor. 

Anmerkung. Da in den obigen drei Gleichungen sechs Grössen vor- 103 
kommen, so können wir drei beliebige derselben als unbekannte setzen, und diese 
drei unbekannten vermittelst der drei Gleichungen durch die drei als bekannt 
gesetzten Stücke finden, und so die sämtlichen Fälle, welche bei der Auflösung 
des Dreikantes vorkommen können, durchführen. Es soll zunächst die Gleichung 

Grassmanii, Werke. II. 23 
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zwischen zwei Seiten und ihren Gegenwinkeln gesucht werden, zum Beispiel 
zwischen a, &, a^ ß. Dazu hat man nur aus den beiden ersten Gleichungen in 
147 die Seite c zu eliminiren. Dies geschieht am besten, indem man in beiden 
Gleichungen das erste Glied der rechten Seite nach links herüber schafft, und die 
Summe der so erhaltenen Gleichungen mit ihrer Differenz multiplicirt , wobei c 
sich weghebt. 

148. sin a : sin & : sin c = sin a : sin ß : sin y^ 

das heisst, die sin. der Seiten eines DreiMntes verhalten sich ivie die sin. 
ihrer Gegenwinkel (^vobei es gleichgültig ist, ob man die Aussen- oder 
Innen - Winkel wählt) . 

Beweis, Aus 147 erhält man 

cos a — ■ cos h cos c == — sin & sin c cos a. 
cos & — cos a cos c = — sin a sin c cos ß. 
Diese beiden addirt geben 

(cos a -j- cos V) (1 — cos c) = — sin c (sin h cos a + sin a cos ß), 
und subtrahirt 

(cos a — cos V) (1 -j- cos c) = — sin c (sin & cos a — sin a cos ß), 

und diese mit einander multiplicirt, da das Produkt aus Summe und 
Differenz zweier Grössen die Differenz der Quadrate dieser Grössen 
liefert, 

(cos^ a — ■ cos^ V) (1 — cos^ c) = sin^c (sin^ h cos^ a — sin^ a cos^ ß). 

Da nun 1 — cos^c = sin^c ist, so beben sieb diese beiden Faktoren 
weg, und man erhält 

cos^ a — cos^ & = sin^ & cos^ a — sin^ a cos^ ß. 

Führt man hier nach der Formel cos^ x = 1 — sin^ x überall die sin. 
ein, so erhält man 

sin^ b — sin^ a = sin^ b — sin^ b sin^ a — sin^ a -{- sin^ a sin^ ß, 
also 

= — sin^ b sin^ a -\- sin^ a sin^ |3, 
oder 

sin^ b sin^ a = sin^ a sin^ ß, 
das heisst 

sin b sin a = ^ sin a sin ß. 

104 Da nun aber die Winkel und Seiten überall als positiv und f < 180^ 
anzunehmen sind, so sind die sin. alle positiv, also ist das -]-- Zeichen 
zu wählen, und man erhält 

sin & , sin a = sin a sin ß, 
das heisst sin a : sin b = sin cc : sin |3, 
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und hieraus folgt durch. Umänderung der Benennung auch die Formel 
sin & : sin c = sin |3 : sin y. 

Anmerkung. In der Stereometrie kann man diese Formel auf* eine sehr 
leichte und anschauliche Weise aus der Figur ableiten, wozu jedoch mehrere 
stereometrische Sätze erforderlich sind. 

149. Aufgabe. Eine Gleichung zwischen a^ ß, y und c aufzustellen. 
AiifVösimg. Es kommt also darauf an, aus den Gleichungen 147 
die Grössen a und h wegzuschaffen. Da (nach 148) sin a = sin a sin c:^my 
ist, und sin 6 = sin ß mi ci^iny^ so kann man sin a und sin & stets 
unmittelbar durch die Grössen ausdrücken, welche in der verlangten 
Gleichung allein vorkommen sollen. 

Schwieriger ist dies für cos a und cos 6. Es ist daher zweck- 
mässig, in den Gleichungen 147 die Glieder, welche die cos. der Seiten 
enthalten, auf eine Seite allein zu schaffen. Dann erhalten jene Glei- 
chungen die Form: 

sin h sin c cos a = cos 6 cos c — cos a^ 

sin a sin c cos ß = cos a cos c — cos &, 

sin a sin 6 cos y = cos a cos & — cos c. 

Multiplicirt man die beiden ersten mit einander, so erhält man 

sin a sin li sin^ c cos a cos ß = (cos & cos c — cos a) (cos ci cos c — cos 6) 

= cos a cos 1) cos^ c -f- cos a cos 6 — cos c (cos^ a -\- cos^ Z>), 

oder indem man statt des zweiten Gliedes cos a cos 1) aus der dritten 
Gleichung seinen Werth sin a sin h cos y -j- ^os c setzt und den Faktor 
cos c heraushebt, 

== sin a sin h cos y -f- cos c (cos a cos h cos c + 1 — cos^ a — cos^ IS). 

Nun ist 1 — cos^ a — cos^ 6 -|- cos^ a cos^ 7; = (1 ^ — cos^ a) (1 — cos^ V) 
oder sin^asin^&, somit kann man statt 1 — cos^ a — cos^t setzen 
sin^ a sin^ fe • — cos^ a cos^ fe, und es wird der vorige Ausdruck 
= sin a sin 6 cos y -f- 

-{- cos c (cos a cos h cos c — cos^ a cos^.& + ^i^^^ ^^ ^i^^ ^) 
==== sin a sin & cos 7 4~ 

-f- cos c [sin^ a sin^ 6 — cos a cos & (cos a cos & — cos c)], 

also, indem man nach der dritten Gleichung statt cos a cos fo — cos c 105 
seinen Werth sin a sin h cos y setzt und die Klammer löst, 

= sin a sin & cos y -\- cos c sin^ a sin^ h — cos a cos h cos c sin (^ sin ?) cos 7. 
Jetzt ist die ganze Gleichung durch sin a sin h theilbar und man erhält 

sin^ c cos a cos ß == cos y 4- sin a sin & cos c — cos a cos & cos c cos y, 

23* 
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Setzt man hierin wiederum statt cos a cos h seinen Werth. cos c -j- 
sin a sin h cos y, so wird der obige Ausdruck 

= cos y + sin a sin h cos c — cos^ c cos y — sin a sin 6 cos c cos^ y^ 

also^ indem man das erste und dritte, das zweite und vierte Glied zu- 

sammenfasst und die Formel 1 — cos^ x == sin^ x anwendet, 

= cos y sin^ c -f- sin a sin h cos c sin^ y. 

Dividirt man diese Gleichung mit sin^c, so erhält man 

^ , sin a sin h cos c sin^ y 
cos a cos p = cos y -A r-^ -- 

Da endlich sin a sin y : sin c = sin a und sin Z) sin y : sm c = sin j3 ist 
(nach 148), so erhält man 

* cos c^ cos |3 == cos ;^ + ^^^ ^ ^^^ ß ^^^ ^j 
was die verlangte Gleichung ist. 

150. Es ist 

cos a = cos ß cos y — sin j3 sin y cos a, 
cos ß = cos a cos 7 — sin a sin y cos h^ 
cos )^ = cos a cos /3 — sin c^; sin ß cos c. 
Beweis. Aus der Formel 149* hat man 

cos y = cos a cos j3 ^ — sin c^ sin ß cos c, 

und hieraus gehen die übrigen Gleichungen durch Umänderung der 

Benennung hervor. 

151. Alle auf ein Dreikant sich beziehenden Gleichungen (sofern 
sie aus den Grundgleichungen Nr. 147 abgeleitet sind) bleiben be- 
stehen, wenn man statt der Seiten die entsprechenden Aussenwinkel, 
und umgekehrt statt dieser jene setzt (das heisst, statt der lateinischen 
Buchstaben die entsprechenden griechischen und umgekehrt setzt). 

106 Beweis. Denn die Gleichungen 150 unterscheiden sich nur auf die 
angegebene Art von den Gleichungen 148; zu allen Formeln also, 
welche sich aus den letzteren ableiten lassen, müssen sich aus den 
ersteren die entsprechenden ableiten lassen, welche sich von jenen nur 
durch Umwechselung der griechischen mit den lateinischen Buchstaben 
unterscheiden. 

Anmerkung. Diese einfache Beziehung hört auf, wenn man statt der 
Aussenwinkel die Innenwinkel einführen wollte. In der Stereometrie kann dieser 
Satz unmittelbar aus den Eigenschaften der sogenannten Polarecken abgeleitet 
werden, woraus sich dann auch 149 und 150 unmittelbar ergeben. Aus den 
bisher entwickelten Formeln kann man die G-leichungen für die Auflösung eines 
durch beliebige drei Stücke gegebenen Dreikantes ableiten. Doch ist noch zuvor 
eine in der Formel 148 vorhandene Unbestimmtheit aufzuheben. Wenn nämlich 
nach dieser Formel eine der vier Grössen a, h, a, ß aus den drei übrigen gesucht 
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werden soll, so giebt die Formel sin a : sin & = sin a : sin (5 nur den sin. der ge- 
suchten Grösse, und da Supplementwinkel gleichen sin. haben, so kann man aus 
jener Gleichung nicht beurteilen, ob der spitze oder stumpfe Winkel zu wählen 
ist, oder ob beide der Gleichung genügen. Diese Unbestimmtheit wird durch 
den folgenden Satz beseitigt. 

152. "Wenn sin a ^ sin &^ oder was (nach 148) dasselbe ist, 
sin o; ^ sin j3 ist, so ist h allemal mit dem Innenwinkel ß' gleich- 
artig, das heisst, wenn h ein spitzer Winkel ist, so ist auch ß' ein 
spitzer u. s. w. 

JBeiveis. Aus der zweiten Formel 147 hat man 

^ cos a cos c — cos h 

cos ß = -. v—j- — - , 

^ sm a sm o ^ 

also da ß und ß' Supplementwinkel sind und also entgegengesetzten 

COS. haben, so ist 

^ ^, cos & — cos a cos c 

^ COS p = -. ^~T 

^ sm a sm o 

Wenn nun sin a > sin & ist, so ist auch 

sin^a ^ sin^ft, 
das heisst 

1 — cos^ a^l — cos^ &, 
also 

cos^ft^cos^a. 

Da nun der cosinus für Winkel, welche > 0^ und < 180^ sind, seinem 
positiven Werthe nach stets kleiner als 1 ist, so ist 

cos^ a ^ cos^ a cos^ c. 
Beide Gleichheitszeichen gelten nur, wenn cos a = cos 6 = f ist; aber 107 
dann ist (nach *) auch cos ]3' = 0, also h und j3'=90^, also gleich- 
artig. In jedem andern Falle ergiebt sich 

cos^5 > cos^a cos^c, das heisst > (cos a cos c)^; 
das heisst, der positive Werth von cos h ist grösser als der von cos a cos c, 
also ist cos & — cos a cos c gleich bezeichnet mit cos &, also auch 
in dem obigen Ausdruck für cos ß' der Zähler gleich bezeichnet mit 
cos &. Da nun der Nenner als Produkt der sinus zweier Winkel (die 
zwischen 0^ und 180^ liegen) stets positiv ist, so ist der ganze Bruch 
gleich bezeichnet mit cos &, das heisst cos ß' gleich bezeichnet mit 
cos &, also ß' mit & gleichartig. 

Anmerkung. Wenn also sin a ^ sin &, oder was dasselbe ist, sin a ^ sin ß 
ist, so ist durch a, &, a stets der Winkel (3 genau bestimmt, und ebenso durch 
«, (3, a die Seite 5. Ist hingegen sina<;sin&, oder anders ausgedrückt? 
sin a <^ sin ß, so wird (wenn die Ecke überhaupt möglich bleibt) im ersten Falle ß, 
im zweiten h zweideutig, indem sie sowohl einen spitzen als einen stumpfen 
Werth haben können. 
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VerzeicMiss 

der wichtigsten Stellen, an denen die vorliegende Ausgabe 
von den Originaldrncken abweicht."^) 



I. Theorie der Centralen. 

S. 5, Z. 4 V. u. (264, Z. 13 v. u,): d^ statt clx. — S. 7, Z. 8 v. u. 
(266, Z. 16): ,,n == s". — S. 8, Z. 9 (266, Z. 4 v. n.): „Grundzahl"' — 
S. 8, Z. 20 (267, Z. 9) fehlt ^. — S. 8, Z. 21 f. (267, Z. lOf.): „statt 
P§, P/S'^ u. s. w. g, 5^ u. s. w. gesetzt ist, worin". — S. 8, Z. 12 v. u. 
(267, Z. 16): ga statt 6^^. — S. 12, Z. 7, 8 (270, Z. 6, 5 v. u.): „mit 

•m . 

of^w(-"iy'^ multiplicirt hat" und F^ statt Fa- — S. 12, Z. 8 v. u. 
(271, Z. 8): „der harmonischen Mittel". — S. 15, Z. 1 v. n. (274, Z. 14) 
steht im Nenner QS^ statt P/S^^. — S. 18, Z. If. (276, Z. 7 f.): „wieder 

statt 1 — f-, |§ ^. s. w. setzt." — S. 18, Z. 12 (276, Z. 12 v. n.): 

„für die einfachste Form". ~ S. 19, Z. 16 (277, Z. 10 v. u.). Das Zeichen*) 
steht im Originale hinter „hervorheben wollen". — S. 19, Z. 4 v. u. (277, 
Z. 3 V. n.) fehlt „dann". — S. 26, Z. 6 (374, Z. 12) „von" statt „vom", 

— S. 26, Z. 3 V. u. (375, Z. 5): „dessen Classenanzahl". — S. 27, Z. 5 
(375, Z. 11): „Somit ist folglich die". — S. 27, Z. 23 (375, Z. 9 v. u.): 
„im {n— l)-ten Grade". — S. 29, Z. 12 v. u. (377, Z. 3 v. u.): „auf 
jeder derselben". — S. 30, Z. 16 (378, Z. 20) fehlt P. — S. 30, Z. 18, 20 

(378, Z. 21, 23) steht: (|D • • • (||)-^ = und: (||) • • • i^i^J' - 0. 

— S. 31, Z. 18 (379, Z. 23): „Somit ' ergiebt sich also". — S.''40, Z. 2 
V. u. {^b, Z. 5 V. u.): „g? = -|- ". — S. 41, Z. 1, 4 (65, Z. 3, 1 v. u.): m 

statt ^. — S. 47, Z. 2 (72, Z. 4): „dass man statt |^, (l — |-] n, s. w. 
setzt, und dann". — S. 48, Z. 3 v. u. (73, Z. 2 v. u.): F statt Va- — 



*) Die erste Seitenzahl bezieht sich immer auf die vorliegende Ausgabe, die 
in Klammern eingeschlossene auf den Original dru ck , dahinter steht, wenn nichts 
andres bemerkt ist, der Wortlaut der Originalausgabe. Die im Texte gemachten 
Zusätze zum Original werden hier nicht mit aufgeführt, da sie durch Einschli essen 
in geschweifte Klammern { } kenntlich gemacht sind. Die Kopfüberschriften 
der vorliegenden Ausgabe sind sämtlich neu. 
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IL Grundzüge zu einer rein geometrischen Theorie der 

Kurven. 

Die Eintheilung in Paragraphen ist neu. 

S. 50, Z. 4 (111, Z. 8 V. u.): „3 . (3 — 1)", von Grassmann selbst 
in einem Exemplar des Originaldrucks verbessert. 

S. 51, Fig. 1. In dieser und in den folgenden Figuren haben wir 
feste Punkte durch gefüllte, bewegliche durch leere kleine Kreise, feste 
Gerade durch starke, bewegliche durch schwache Linien gekennzeichnet. In 
den Originalabhandlungen sind, soweit im Folgenden nichts anderes bemerkt 
wird, die Figuren auf Tafeln beigefügt. Wir haben sie durchgehend num- 
merirt und geben im Folgenden die Abweichungen in der ISTummerirung an. 

S. 54, Z. 4 (115, Z. 14): „Yerknüpfungsart". — S. 55, Z. 13 v. u. 
(116, Z. 5 V. u.): „dass dann der Punkt". — S. 5ß, Z. 16 v. u. (118, 
Z. l): „liegen", schon von Grass mann selbst handschriftlich verbessert. — 
S. 57, Z. 15 (118, Z." 18): „— aV' statt „— c'a". — S. 57, Z. 20 und 
auch später (118, Z. 23): „9), i, ^". — S. 57, Z. 22 (118, Z. 24): „wie" 
statt „dass". — S. 58, Z. 6 (119, Z. 8): „haben, dass dann". — S. 58, 
Z. 12, 21, 28 (119, Z. 14, 21, "l^)-. „was den in dem Satze", „aus jenen 
Geraden", „u. s. w. Zuflucht" schon von Grassmann selbst handschriftlich 
verbessert. - — S. 61, Z. 2, 1 v. u. (122, Z. 3 v. u.): „das Gebilde ein ^-ten 
Grades nennen". Grassmann selbst hat handschriftlich „unbestimmtes" hinzu- 
gefügt. — S. 63, Z. 2 V. u. (123, Z. 10 v. u.): „Kurven". — S. 64, Z. 3—7 
(123, Z. 6 — 2 V. u.) ,,DD^cBxa, DD^cB, DD^cBa^, BB^cBa^B, 
B^Bc^B^aB^" — S. 64, Z. 12 — 15 (124, Z. 2—4): „so fällt axB wieder 
in X zurück, xcBxB-^c-^ giebt die Linie cc-^^ und die Gleichung (13) redu- 
cirt sich auf cc^Bxa-f^ = 0^ d. h. der Punkt cc-j^B liegt mit den Punkten 
X und a^ in gerader Linie; was, ds^ x in B liegt, . . .". — S. 64, Z. 3 v. u. 
(124, Z. 2 V. u.): „nicht in BB^ liegt". — S. 65, Z. 1 (124, Z. 14 v. u.): 
im Original steht richtig „c^ und c", hier leider verdruckt. — S. 65, Z. 10 
(124, Z. 7 V u.): „nicht in gerader Linie", schon von Grassmann selbst 
handschriftlich verbessert. — S. 66, Z. 8 (125, Z. 11 v. u.): „(^Oc)". — 
S. 68, Z, 4 (127, Z. 11): „^mal", „^ten", — S. 68, Z. 9 v. u. (127, Z. 1 
V. u.): „um welche". — S. 68, Z. 3 v. u. (128, Z. 5): „. . . ex = 0". — 
S. 69, Z. 3 (128, Z. 9): „a . . . a^". — S. 71, Z. 17 v. u. (130, Z. 4 v. u.): 
„als Durchschnitt", von Grassmann selbst schon handschriftlich verbessert. 
— In Figur 9 des Originals (s. S. 63) steht d^ an der Stelle, wo die 
Verlängerung von e% die Gerade B^ trifft; in Figur 10 (S. 64) fehlen 
die Buchstaben B und B^. 



III. Ueber die Erzeugung der Kurven dritter Ordnung. 

Figur 14 u. 16 (hier verkleinert) tragen im Original die ISTummern 
1 u. 2; Figur 15 ist neu hinzugefügt. In Fig. 14 ist a^ mit b^ vertauscht. 
— S. 75, Z. 2 (178, Z. 17): „a, &, a^, ö^". — S. 76, Z. 9 (179, Z. 17): 
„gleich xh und die dritte gleich xd', was mit xb'"''. — 
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IV. Der allgemeine Satz über die Erzeugung aller alge- 
braischer Kurven. 

Fig. 17 — 19, S. 81 — 83 tragen im Original die Nummern 1 — 3. — 
S. 81, Z. 3 V. u. (188, Z. 9, 8 v. u.): „die Parallele mit l)a'\ „die Ab- 
scissen in /". — S. 82, Z. 23 f. (189, Z. 9 f.): dreimal „mit" statt „zu". 
S. 84, Z. 18 V. u. (191, Z. 9): „^" statt „3/". 

V. Die höhere Projektiyität und Perspektivität in der Ebene. 

Die Paragrapheneintheilung ist neu. Die Figuren 20 — 22, S. 92, 
•93, 97 tragen im Original die Nummern 4, 5, 6. — S. 87, Z. 2 f. (193, 
Z. 9 V. u.): „c" statt „0". — S. 87, Z. 13 v. u. (194, Z. 17): ,,ÄB un- 
gleicb". — S. 90, Z. 5 (196, Z. 14 v. u.): „der andere". — S. 94, Z. 12 
(199, Z. 1 V. u.): „Werth" statt „Strahl". — S. 94, Z. 18 (200, Z. 7): 
„Ci" statt „e^". — S. 94, Z. 26 (200, Z. 14): „(9)" statt „(9a)". — Z. 95, 
Z. 15 (200, Z. 1 V. u.): Im Originale steht richtig „X^6J^ = 0", hier 
leider verdruckt. — S. 95, Z. 8 v. u. (201, Z. 13): „in Ä liegen". -- 
S. 96, Z. 15 (201, Z. 5 v. u.): „indem xa nur Null v^ird für x^d''. — 
Z. 97, Z. 9, 7 V. u. (203, Z. 6, 8): „That geht dann die Formel (12)"-, 
„welcher offenbar". 

VI. Die höhere Projektivität in. der Ebene. 

Fig. 23, S. 105 trägt im Original die Nummer 7. — S. 100, Z. 7, 
8, 9, 12 (204, Z. 2, 1 v. u., 205, Z. 1, 3): Ä, B, C statt A = 0, u. s. w. 

— S. 100, Z. 11, 13 (205, Z. 2, 4): „a" statt „a". — S. 101, Z. 12 f. 
(206, Z. 3 f.): „Kurvenreihe ^-ter Klasse) und diesen m-ter Klasse, zu 
einander". — ' S. 102, Z. 1 f . (206, Z. 10 v. u.): „auf dem bekannten Satze". 

— S. 105, Fig. 23, im Original steht „O^" statt „c". — S. 106, Z. 8, 7 
V. u. (211, Z. 4): „darstellt: dass dann". — S. 107, Z. 7 v. u. (212, 
Z. 1): „genüge". 

VII. Erzeugung der Kurven vierter Ordnung. 

Die Figuren 24, S. 110 bis 32, S. 130 tragen im Original die Num- 
mern 1—9. In Fig. 24: „If" statt „:F", in Fig. 25 fehlen F, (pj, {p^\ 
in Fig. 26 und 28 fehlt {p^, in Fig. 29 fehlt F, in Fig. 30 fehlt Z und 
die links unten liegende feste Gerade, in Fig. 32 fehlt F. — S. 109, Z. 1 
V. u. (1, Z. 10 V. u.): „2/" statt „T". — S. 110, Z. 4 v. u. (2, Z. 7): „von 
der Diagonale". — S. 111, Z. 13 v. u. (2, Z. 15 v. u.): „sich drehen". — 
S. 112, Z. 5 (3, Z. 3): „(S. 244 ff.)". — S. 113, Z. 19 (4, Z. 7): „äusser- 
sten Schenkel". — S. 113, Z. 2 v. u. (4, Z. 13 v. u.): „J.^/ und „(6)" 
statt „J./ und „(l)". — S. 114, Z. 13 v. u. (5, Z. 11): „a;J5" statt „JB^". 
— S. 115, Z. 4 (5, Z. 14, 13 V. u.): „Linear-Faktoren". — S. 115, Z. 6 f. 
(5, Z. 11 V. u.): „in kleinere schliesst". — S. 115, Z. 13, 14, 15 (5, Z. 6, 
5, 4 V. u.): „f^" statt ,,gf\ das letzte Mal fehlt: „==0". — S. 116, 
Z, 1 — 6 (6, Z. 16 — 11 V. u.), da schon andere Formeln diese Nummern 
tragen, so sind später überall da, v^o bei Verweisungen Zweifel entstehen 
könnten, die Seitenzahlen hinzugefügt worden. In den beiden letzten For- 
meln des Originals fehlt der Faktor 0. — S. 116, Z. 12 f. (6, Z. 5, 4 
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V. n.): „so wird es als . . . Punkte sich zeigen". — S. 116, Z. 20 (7, Z. 3): 
„enthalte". — S. 116, Z. 21 (7, Z. 4): „AJ5c" statt „^J5". — S. 117, 
Z. 16 (7, Z. 5 V. u.): „mache". — S. 117, Z. 7, 5 v. u. (8, Z. 13, 14): 
„dieselbe", „drücken" statt „dasselbe", „drückt". — S. 118, Z. 1 (8, Z. 19): 
„Gleichung (d)". — S. 118, Z. 23 f. (9, Z. 3 f.): „folgt, dass die beiden Fak- 
toren xaBt-^ und xh des ersten Products nur dann verschwinden, wenn x 
in a oder in l fällt". — S. 118, Z. 14, 13 v. u. (9, Z. 8f.): „in einer und 
derselben Geraden", „(^J5)" statt „(;r&)". — S. 118, Z. 7, 6 v. u. (9, Z. 14 f.): 
„wenn a und 5^^ in B fallen oder", „drei Fälle". — S. 119, Z. 6 (9, Z. 9 v. u.): 
Die Worte: „oder B mit G zusammenfällt" fehlen. — S. 120, Z. 4 v. u. (ll, 
Z. 14): „geht" statt „liegt". — S. 121 (11, Z. 10 v. u.): Nach den Formeln 
(1) steht im Originale: „ist". — S. 122, Z. 12f. (12, Z. 20): ,,efC\aB{efy'. 

— S. 121, Z. 9 V. u., 122, Z. 6 v. u. (12, Z. 14, 5 v. u.): „Nach (§. 2.)". 

— S. 123, Z. 18 (13, Z. 8 V. u.): „= 0" fehlt. — S. 124, Z. 9 v. u. 
(15, Z. 6): „(nach Fall 12)". — S. 125, Z. 12 (15, Z. 12 v. u.): „ist, 
da J5 = cf ist, c". — S. 125, Z. 18 (15, Z. 6 y. u.): „Es ist". — S. 125, 

. Z. 21 (15, Z. 4 y. u.): „(;rc)" statt „(^e)". — S. 126, Z. 11 v. u. (17, 
Z. 5): „s5D" statt „6sD". — S. 127, Z. 15 v. u. (17, Z. 2 v. u.): „muss 
nach (§. 4.) f mit". -- S. 128, Z. 6 (18, Z. 17): ,,F=rd^E{My'. — 
S. 128, Z.'l (18, Z. 12): „c^* = 0" statt „cjg = 0*)'S entsprechend ist 
auch in den folgenden Formeln das Sternchen umgesetzt. — S. 128, Z. 22 
(18, Z. 3 y. u.): „nach § 4". — S. 130, Z. 15 (20, Z. 18): „ = " statt 
„=". — S. 131, Z. 19 (21, Z. 15): „liegt". — S. 132, Z. 10, 2 y. u. (22, 
Z. 13, 5 y. u.): „sei x'' statt „sei Ä;"; „ferner der". — S. 133, Z. If. (22, 
Z. 3 y. u.): „verwandeln". — S. 134, Z. 12 v. u. (24, Z. 16 v. u.): „Gerade 
S: so ist". — S. 135, Z. 7 (25, Z. l): „mit L^'\ 

VIII. Allgemeiner Satz über die lineale Erzeugung aller 
algebraischen Oberflächen. 

S. 141, Z. 9 v. u. (6, Z. 7 y. u.): „die Summe des Products zweier". 
~ S. 143, Z. 17 (8, Z. 14): „= 0" fehlt. — S. 143, Z. 8, 7 v. u, (8, Z. 6 
y. u.): „Punkte x, y, ^ = a, 0, 0-, 0, d, 0-, 0, 0, c geht". ~~ S. 143, Z. 5 
y. u. (8, Z. 4 y. u.): „und man legt". 

IX. Grundsätze der stereometrischen Multiplikation. 

S. 151, Z. 1 (16, Z. 1): ,,ÄB und J.". -- S. 152, Z. 17 f. (17, Z. 
16 — 14 y. u.): „Es sei dies das Product . . . weglässt und mit K". — 
S. 154, Z. 14 v. u. (19, Z. 3 v. u.): „u. s. w." fehlt. 

X. Ueber die yerschiedenen Arten der linealen Erzeugung 
algebraischer Oberflächen. 

S. 157, Z. 3 (22, Z. 5 y. u.): „a, ^" statt „a, o;". — S. 158, Z. 6 
(23, Z. 2 v. u.): „der andern". — - S. 160, Z. 1 v. u, (26, Z. 1 v. u.): 
„a^_i" statt „a^_i". — S. 162, Z. 16 (28, Z. 17): „§ 2", — S. 162, Z. 22 
(28, Z. 14 y. u.): „S. 5" statt „S. 181". — S. 162, Z. 8, 5 v. u. (28, Z. 5, 3 
y. u.): „. . . a^, a^ betrachtet, deren", „Angriffspunkt". — S. 167, Z. 8 
(33, Z. 15): „also" statt „so". 
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XL Die stereometrische Gleichung zweiten Grades. 

S. 172, Z. 5, 3 V. u. (39, Z. 16, 14 v. u.): ^^xpp-^ . . . ^Z*, aucb im 
Folgenden haben wir mehrfach, wenn es sich nicht um Produkte handelt, 
Kommata eingeschaltet. — S. 173, Z. 9 f., 12 (39, Z. 4, 2 v. u.): „in der 
Geraden"; ,,xAB , . . A^ = 0'^ — S. 174, Z. 9 (40, Z. 3 v. u.): „Denn 
sagt". — S. 175, Z. 2 v. u. (42, Z. 9 v. u.): „in dieser Ebene". — S. 177, 
Z. 23 (44, Z. 13): „§ 3". — S. 177, Z. 1 v. u., 178, Z. 5 v. u., 179, Z. 6 
(44, Z. 8 V. a., 45, Z. 11, 3 v. u.): „conjugirt" statt „isolirt". 

XII. Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades. 

S. 180, Z. 14, 13 v. u. (47, Z. 10 f.): „in der zweiten Abhandlung (Ste- 
reometrische Multiplikation § 5)". — S. 181, Z. 17 v. u. (48, Z. 12): „S. 
Abh. 3. §. 3)". — S. 181, Z. 8 v. u. (48, Z. 20): „gerade oder ungerade". 

— S. 181, Z. 1 V. u. (48, Z. 9 V. u.): „m" statt „a;3l". — S. 182, Z. 5 
(48, Z. 4 V. u.): „r = x^^, s = ^JR^". — S. 182, Z. 7 v. u. (49, Z. 14 
V. u.): „(4)" statt „(2)". — S. 183, Z. 11 f. (50, Z. 4 f.): „die Form 
Y(rÄ^)a = an". — S. 183, Z. 13 (50, Z. 6): „r(r^a)". — S. 183, 
Z. 23 (50, Z. 14): „rgC^a" statt „ra^aa". — S. 184, Z. 11 (51, Z. 2): 
„i^^iJL". — S. 184, Z. 17 V. u. (51, Z. 13): „^ = c". — S. 185, Z. 18 
(52, Z. 13): zweimal „=" statt „ = ". — S. 185, Z. 5 v, u. (52, Z. 7 
V. u.): „g) =". — S. 186, Z. 18 f., 24 (53, Z. 11 f., 17): „(4)" statt „(2)"; 
„= 0" fehlt. — S. 187, Z. 6 v. u. (54, Z. 8 v. u.): „=E c^/c". — S. 188, 
Z. 11, 8, 2 V. u., 189, Z. 2, 9, 10, 12, 15, 16, 17 (55, Z. 12, 10, 4, 2 
V. u., 56, Z. 6, 7, 9, 12, 13, 14): überall: „ctg? %? %" ^^^^^ ?^^^2^ ^%? ^4"- 

— S. 188, Z. 10 V. u. (55, Z. 11 v. u.): ,,a^'' statt „c^^". — S. 189, Z. 17 
(56, Z. 14): „o;^" statt „0;". — S. 190, Z. 11 (57, Z. 7): „Durch zwei 
Punkte, welche". — S. 192, Z. 10 (59, Z. 6): „(l)" fehlt. — S. 193, Z. 7 
(60, Z. 6): „9" statt „^j^". — S. 193, Z. 17 (60, Z. 16): „^, xa^adßcy''. 

— 195, Z. 15 V. u. (62, Z. 10 v. u.): „(nach §. 5, 8)". — S. 196, Z. 8 
(63, Z. 12): „werde". 

XIII. Sur les differents genres de multiplication. 

Die Eintheilung in Paragraphen ist neu. — S. 201, Z. 10 (124, Z. 4 
V. u.): „de unite''. — S. 201, Z. 1 v. u. (125, Z. 12, 11 v. u.):^ „cite, et 
oü je . . . details; en suivant". — S. 205, Z 11, 14, 18 (128, Z. 1 v. u., 
129, Z. 3, 7): „= 0" fehlt. — S. 206, Z. 16 v. u. (130, Z. ll): a2,i%^^2 + 

%2^2% "^ ^"- ^- 2^"^? ^* ^ ^- "^^ (l^l? ^- ^ "^- "L"^-)' 77%% "i" %^^2 ''^"• 

— S. 208, Z. 5 (131, Z. 3 v. u.): „%<'. — S. 209, Z. 2 (132, Z. 5 
V. u.): „%^2'' '^^att „if^^f/S — S. 209, Z. 15 (133, Z. 9): „distinctes". — 
S. 209, Z. 1 V. u. (133, _Z. 6 v. u.): x^x^ + x^x.^ = 0". — S. 210, Z. 5 
(133, Z. 1 V. u.): „& = +". — S. 210, Z. 6 (134, Z. 1): „etant egal a 
zero", von Grassmann selbst handschriftlich verbessert. — S. 210, Z. 15 
(134, Z. 9): „+(^b — ^a)". — S. 210, Z. 16 (134, Z. 9): die Worte: 
„^^ + ^^ etant egal a Tunite absolue" hat Grass mann selbst handschrift- 
lich hinzugefügt. — S. 211, Z. 2 (134, Z. 3 y. u.): Der Faktor 2 fehlt. 

— S. 211, Z. 9 V. u. (135, Z. 11 V. u.): „etant egale a 1, il". — S. 212, 
Z. 8, 9, 10 (136, Z. 6, 7, 8): Wir haben die runden Klammern um die 
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Nnmmern dnrcb eckige ersetzt, entsprechend bei späteren Verweisungen. — 
S. 213, Z. 12 V. u. (137, Z. 13 v. u.): „0 == it^it^ = ii^ti^ = • • •''. — 
S. 214, Z, 16 f. (138, Z. 14 f.). Für (l), (2) haben wir gesetzt [1*], [2=^], 
ebenso bei späteren Verweisungen. 

XIV. Die lineale Erzeugung von Kurven dritter Ordnung. 

S. 218, Z. 7 f. (S. 254, Z. 4): 123 ff. u. 178 iF. statt 122 f. u. 177 f. 

— S. 224, Z. 9 (260, Z. 3): ,,p und / wieder", — S. 225, Z. 7 (261, 
Z. 1): „nach entgegengeseMer Seite". — S. 225, Z. 12 v. n. (261, Z. 15 
V. u.): „mögen" statt „wenn". — S. 229, Z. 14 v. u. (265, Z. 12 v. u.): 
„schneiden". — Fig. 33, S. 229 steht im Originale auch im Text, aber 
ohne Nummer, ebenso der Hinweis im Text. — S. 231, Z. 5 v. u. (268, Z. 1): 
„^" statt „^". — S. 232, Z. 2 (268, Z. 6): „liegt, zu" statt „liegt:". — 
S. 232, Z. 17, 16 V. u. (268, Z. 7 v. u.): „oder zu" statt „oder", ,,xcD'' statt 
„a;^0", ..FGiFBj' statt ,,FB{FCf. — S. 232, Z. 14 v. u. (268, Z. 5 ■ 
V. u.): ,,xgJ)'' statt „a^dO". — S. 234, Z. 15 (270, Z. 17): „c" statt „=ee c". 

— S. 235, Z. 7 (271, Z. 11): „ei statt „e^'. — S. 235, Z. 12 (271, 
Z. 15): ,,ph^Chp". — S. 236, Z. 7 (272, Z. 10) steht x statt des letzten 
Faktors h. — S. 236, Z. 10—16 (272, Z. 13—19): mehrmals „^" und 
„7^" statt „^2" und „7^2". — S. 236, Z. 16 (272, Z. 19): „==" statt „ = ". 

— S. 237, Z. 3—5 (273, Z. 11—13): „und g^, i^ die Punkte, in welche 
sich xhJB verwandelt, wenn man statt x beziehlich die Punkte g und i 
setzt, und wo a^=\g^Cg{\f)', ß ^^ \g^Ch{gjy'. — S. 237, Z. 20 f. 
(273, Z. 6, 5 V. u.): „351" statt „369", „5, 44, 43" statt „11, 51, 48". 

— S. 237, Z. 8 V. u. (274, Z. 6): „(&)" statt „(0". — S. 238, Z. 7, 10 
(274, Z. 17, 14 V. u.): „Strahlenbüschel". 

XV. Verschiedene mathematische Bemerkungen. 
S. 241. Fig. 34 steht im Original auf Tafel I, als Fig. 1. 

XVI. Lösung der Gleichung x^ -\- y^ -\- 0^ + ^^^ = 0. 
S. 243, Z. 11 V. u. (50, Z. 11 v. u): „108" statt „— 108". 

XVII. Elementare Auflösung der allgemeinen Gleichung 

vierten Grades. 

S. 245, Z. 3 (94, Z. 20): „ + ". — S. 246, Z. 16 (96, Z. 3) steht im 
Originale richtig „a^" statt „a^", hier leider verdruckt. — S. 246, Z. 7 
V. u. (96, Z. 8 V. u.): „e" statt „]/e". 

XVIII. Zur Theorie der Kurven dritter Ordnung. 

S: 248, Z. 12 (507, Z. lÖf.) „einfachen festen Punkt". — S. 249, Z. 3 
V. u. (509, Z. 4 V. u.): „allgemeineren Fall". 

XIX. Ueber zusammengehörige Pole. 

S. 250, Z. 8 V. u. (568, Z. 8): „verbundenen". — - S. 251, Z. 13, 21, 30 
(568, Z. 3 V. u., 569, Z. 10, 20): ,,\, l^, V' statt „e^, 63, 63". — S. 251, 
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Z. 13 (568, Z. 3 V. u.): „und man bildet". — S. 252, Z. 18 v. u. (571, 
Z. 7): „<' statt „a^". — S. 253, Z. 13 (572, Z. 12): „wie" statt „wo". 

— S. 253, Z. 6 V. u. (573, Z. 3); ,,x mit d''. — S. 254, Z. 5, 4 v. u. 
(574, Z. 10 V. u.): „zusamniengebörigen". 

XX. Die neuere Algebra und die Ausdehnnngslelire. 

S. 257, Z. 16 (539, Z. 11). Hier wie auch später sind die äusseren 
Produkte im Originale in runde Klammern eingeschlossen statt in eckige. 

— S. 258, Z. 7 V. u. (540, Z. 16 v. u.): „28" statt „33". — S. 259, Z. 1 
V. u. (541, Z. 16 V. u.): „ein linearer Complex". — S. 260, Z. 13 (541, 
Z. 3_v. u.): ,lax) statt „[;ra]". — S. 264, Z. 4, 10 (54_5, Z. 16, 22): 
„2; + ". — S. 264, Z. 5 Y. u. (546, Z. 5): „(ä^)" statt „[^a]". — S. 266, 
Z. 11 V. u. (547, Z. 7 V. u.): „arr^" fehlt. — S. 267, Z." 8 (548, Z. 12): 
.^6 + '^<P29^/ nnd: „15(^,(^,+ 10(^32". - 267, Z. 10 (548, Z. 14): 
„C5 4 Cg C3 . 

XXI. Der Ort der Hamiltonsclien Quaternionen in der 
Ansdelinungslelire. 

S. 271, Z. 2 (377, Z. 15 v. u.): „iKegCg + ^36361 + age^eg]"- — 
S. 271, Z. 8 (377, Z. 9 v. u.). Die Nummer (4b) ist neu hinzugefügt. — 
S. 271, Z. 7 V. u. — S. 272, Z. 10 (378, Z. 15—24). Bei den Aus- 
drücken (e^^ej e^, (e^ej e^ u. s. w. fehlen im Original überall die Klammern. 

— S. 272, Z. 4 V. u. (379, Z. 8): „a/3 — |[a|&]". — S. 275, Z. 10 

(381, Z. 8): „/?, = -=^,". - S. 275, Z. 12 (381, Z. 10): „/^^ und 

ß^ = 0". -- S. 276 ff. '(382, ff.): Die Gleichungsnummern (8) bis (30) sind 
neu hinzugefügt, dementsprechend auch die Verweisungen im Texte. — 
S. 278, Z. 3 Y. u. (384, Z. 14): „(^(^ 30, % 262)". — S. 279, Z. 13 f. 
(384, Z. 15 Y. u.): „und ebenso sei b' auf c, a, d auf &, c senkrecht". — 

— S. 279, Z. 19 (384, Z. 10, 9 v. u.): „Um nun die". — S. 280, Z. 12 f. 
(385, Z. 18—21): 

[h'hcl =^-^ sin 0: cos /, [c'ca] = sin ß cos a', [^'(^&] ==^ sin y cos ß' 

[c'&c] == sin (Y cos ß' u. s. w. 

[&&'c'] = sin (/ cos y, [ccd^ = sin ^' cos a, [aa &'] = sin / cos ß 

[ch'c] = sin o;'cos ß' u. s. w. 

S. 280, Z. 18 f. (385, Z. 13 v. u.): „da [hhc], [chcf, 

XXII. Verwendung der Ansdelinungslelire für die allgemeine 
Theorie der Polaren. 

S. 284, Z. 11 V. u. (274, Z. 18 y. u.): „158" statt „358". — S. 287, 
Z. 10 V. u. (277, Z. 14 Y. u.): „die sämmtlich möglichen". — S. 288, Z. 12 
Y. u. (278, Z. 16 Y. u.): „= 0" fehlt. — S. 289, Z. 11, 21 (279, Z. 2, 11): 
„a(^)" und „£^-1" statt „c^(^)" und s^-^". — S. 291, Z. 15 (281, Z. 6): 
„dass Yon q jener". — S. 293, Z. 9 y. u. (283, Z. 13): „dass man den v 
Einheiten". 
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XXIII. Stücke aus dem Lehrbuclie der Arithmetik. 

Das Original enthält YlII und 221 Seiten 8^ und ist eingetbeilt in 
26 Paragraphen und 473 Nummern. Die hier nicht mit abgedruckten 
Paragraphen sind: 

Nr. Nr. 

§ 8. Proportionen 156 § 15. Logarithmen 280 

§ 9. Gleichungen ersten Grades 172 § 16. Uebersicht über die drei 

§ 10. Potenzen mit ganzen Ex- Rechnungsstufen . . . 295 

ponenten 186 § 17. Unendliche Reihen. . . 303 

§ 11. Potenzreihe, Systemzahl 207 § 18. Potenz einer Summe . . 311 

§ 12. Zahlvergleichung bei Po- § 19- Logarithmus einer Summe 339 

tenzen 230 § 20. Arithmetische Reihen. . 346 

§ 13. Radiciren 248 § 21. Geometrische Reihen . . 368 

§14. Quadratische Gleichungen 268 §22. Zins- und Rentenrechnung 387 

Anhang. 

§ 23. Kombinationslehre ... 393 § 25. Höhere Gleichungen . . 440 
§ 24. Imaginäre Grössen. . . 414 § 26. Kettenbrüche 459 



S. 301, Z. 16 (4, Z. 10): „a = Z> + e -| e''. ~ S. 304, Z. 11, 13 

(7, Z. 16): „11" statt „17", Z. 13 fehlt im Originale. — S. 310, Z. 14 
(13, Z. 11 V. u.): „34" statt „37". — S. 312, Z. 1 v. u. (16, Z. 16): 
„a — c + & — c? -f e". — S. 313, Z. 12 (16, Z. 10 v. u.): „19" statt 
„29". — S. 315, Z. 14 V. u. (19, Z. 18): „Z>" statt „^". — S. 315, Z. 11 
V. u. (19, Z. 21): „55" statt „56". — S. 318, Z. 11 v. o., 10 v. u. (22, 
Z. 2, 19): „58" statt „66".-— S. 319, Z. 9, 8 v. u. (23, Z. 20, 21): „46" 
statt „52". — S. 321, Z. 14, 18 (25, Z. 6, 10): „68, 69" statt „68b, 
69b". — S. 322, Z. 8 v. u., 323, Z. 1 (26, Z. 20, 11 v. u.): „76" statt 
„77". — S. 323, Z. 10 (26, Z. 2 v. u.): „77" statt „78". — S. 323, Z. 6, 4 
V. u. (27, Z. 12, 10 V. u.): „77, 76" statt „80, 79". — S. 325, Z. 15 v. u. 
(29, Z. 20): „Zahl ß so gilt, so gilt". — S. 326, Z. 9 (30, Z. 10): „(nach 
28)". — S. 326, Z. 7 v. u. (30, Z. 2 v. u.): „für die nächstfolgenden". — 
S. 327, Z. 11 (31, Z. 17): „das null ist" fehlt im Originale. — S. 328, 
Z. 11 (32, Z. 19V. „(nach 67)". — S. 328, Z. 16 v. u. (32, Z. 5. v. u.): 
„29" statt „67b. — S. 328, Z. 9 v. u. (33, Z. 4): „a > 0" fehlt im Originale. 
— S. 329, Z. 3 (33, Z. 15): „aßV > a'ßV". — S. 329, Z. 15 (33, Z. 10 
V. u.): „= a. 1" fehlt im Originale. — S. 329, Z. 16, 18 (33, Z. 9, 7 
V. u.): „d. h. a geht in 1 auf (nämlich a-mal)", „die in eine andere 1) auf- 
geht". — S. 329, Z. 10—8 V. u. (34, Z. 4—6): „also müsste x>l. 
Dann". — S. 331, Z. 13 v. u. (36, Z. 9): „heisst ihr gemeinschaft- 
liches Maass. Zwei Zahlen". — S. 332, Z. 8 (36, Z. 9 v. u.): „auch in 
die Summe". — S. 333, Z. 21 f. (38, Z. 16): „eine grössere Zahl in eine 
kleinere". — S. 333, Z. 15, 14 v. u. (38, Z. 17, 16 v. u.): „nach 109", „in 
a und 1) aufgehe". — S. 334, Z. 11, 14, 17 (39, Z. 13, 17, 20): „(nach 
98)". — S. 336, Z. 7 (41, Z. 17): „6 = am''. — S. 336, Z. 15 (41, Z. 9 
V. u.): „108" statt „121". — S. 336, Z. 24f. (42, Z. 4): „gemeinschaft- 
liche Maass". — S. 338, Z. 4 (43, Z. 8, v. u.): „2/" statt „^". — S. 338, 
Z. 6 V. u. (44, Z. 10 V. u.): „115" statt „128". — S. 340, Z. 3 (46, Z. 5): 
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366 Abweichungen der vorliegenden Ausgabe von den Originalen. 

,,U^ statt „^-. - S. 341, Z. 2 (47, Z. 2): „^:y = ^:ß". - S. 342, 

Z. 5 V. u. (48, Z. 2 V. u.): ,,136" statt „136b". — S. 344, Z. 3 (50, Z. 9): 
Jiaß^y. ■— S. 345, Z. 9 (51, Z. 11 v. u.), „a'^ statt „a". 

XXIV. Stücke ans dem Lehrbuclie der Trigonometrie. 

Das Original enthält VII und 115 Seiten 8^ und seine 8 Paragraphen 
sind in 166 Nummern eingetheilt. Die Figuren, 50 an der Zahl, sind 
im Texte. 

B. 352, Z. 14 (101, Z. 6): „der Ecken''. — S. 357, Z. 16 v. u. (107, 
Z. 1): „also l und ^". 
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Anmerkiingeii 

zu den Abhandlungen über Geometrie und Analysis. 



I. Theorie der Centralen. 

Grelles Journal Bd. 24, 25 (1842, 43). 

Die §§ 1 — 7 der Yorliegenden Abhandlung enthalten eine nach heutigen 
Begriffen freilich recht schwerfällige Darstellung der Polarentheorie, die 
Grassmann, mit Bobillier^s Abhandlung vom Jahre 1827 unbekannt, selb- 
ständig entwickelt und durch die von ihm zur Definition der Polaren be- 
nutzten metrischen Eigenschaften erweitert hat. — Man vergleiche die 
Litter atur angaben in Baltzer^s Analytischer Geometrie (Leipzig, 1882, 
§ 43, Nr. 15—17). 

Auffallend ist, dass in dieser Schrift, die in der Zeit zwischen 1840 
(der Jahreszahl von Grassmanns Prüfungsarbeit über Ebbe und Plut) und 
1844 erschienen ist, sich weder eine Andeutung von Grassmanns eigen- 
thümlichen Methoden findet, noch auch nur homogene Ooordinaten zur Ver- 
wendung kommen, deren Gebrauch eine grosse Erleichterung geboten haben 
würde. 

In § 8 verfällt Grassmann in einen Irrthum, dem bekanntlich auch 
Steiner nicht entgangen ist: Er glaubt, dass eine Mannigfaltigkeit gerader 
Linien, die durch jeden Punkt einen KegeL schickt, von den Tangenten einer 
Pläche (oder den Secanten einer Curve) gebildet werden müsse. In der 
Ausdehnungslehre von 1844 (A^, § 118-, Bd. I, 1, S. 195 dieser Ausgabe) 
spricht er gleichwohl von „eigenthümlichen , bisher nicht beachteten Ge- 
bilden", die er in der vorliegenden Abhandlung untersucht haben will. 
Offenbar hat er dabei diese Arbeit selbst nicht vor Augen gehabt und hat 
gemeint, dass das, was ihm später eingefallen war, dort schon zu finden 
sei. Die „eigenthümlichen Gebilde" sind natürlich die Liniencomplexe, deren 
allgemeinen Begriff Grassmann 1844 besessen haben muss. Den von Grass- 
mann später (1877, s. ebenda, zweite Anmerkung) erhobenen Anspruch, 
diese Gebilde in die Wissenschaft eingeführt zu haben, können wir gleich- 
wohl nicht für berechtigt halten. Denn das Citat, auf das er selbst diesen 
Anspruch gründet, ist, wie gesagt, unzutreffend, und die angeführte Stelle 
in der A^^ ist doch zu unbestimmt gehalten, um für sich allein betrachtet 
einen solchen Anspruch rechtfertigen zu können. 

Einer Kritik von Einzelheiten glauben wir uns entschlagen zu dürfen, 
da Grassmanns Beweisverfahren ein methodisches Interesse nicht bietet. 
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S. 5. Die sonst übliche und auch wohl zweckmässigere Ausdrucks- 
weise ist „Polare eines Punktes in Bezug auf einen Kegelschnitt". 

S. 32 u. if. Nach der von Clebsch (Math. Ann. Bd. II, S. 1) ein- 
geführten und später auch von Grass mann angenommenen Bezeichnungsart 
kann jeder Liniencomplex n-ien Grades, wenn t^ > 1, auf zwei Arten sym- 
bolisch dargestellt werden durch eine Gleichung, deren linke Seite die auf 
die ^-te Potenz erhobene linke Seite der Gleichung eines speciellen linearen 
Complexes ist. 

Wir verstehen unter x^^ y.-^ , . . (i = . . . 3) homogene Coordinaten von 
Punkten, und unter ^i■^ ^^^ • • - solche von Ebenen, und wir bezeichnen 
Symbole, die mit den ersten cogredient sind, mit J9,., J9/, und solche, die 
mit den Ebenencoordinaten cogredient sind, mit a-, «/. Schreiben wir sodann 

(ux) für ^x-u^ (i = . . . 3), 

und z.B. {pp'xy) für die Determinante li^o-^iX^sL ^^ lauten die frag- 
lichen Gleichungsformen 

{jgpxyf = 0, {ciauvY = 0. 

Zwischen den Symbolen beider Arten kann dabei eine Abhängigkeit 
angenommen werden, die in irgend einer der folgenden mit einander äqui- 
valenten Gleichungen ihren Ausdruck findet: 

(ppxy) = (ax) {ay) — (ay) {cix)^ 

(aauv) = (iip) (vp) — {"t^p) {^p\ 

Danach kann die ganze Polarentheorie der Curven oder Elächen ohne 
Weiteres auf Liniencomplexe übertragen werden. Zu einem Liniencomplex 
m-ten Grades {m ^ n) 

{qqxy)''^ = oder (hh'uvy = 

gehört z. B. als Polare in Bezug auf den Complex ^-ten Grades ein 
Complex (n — m)-ten Grades, der u. A. durch irgend eine der folgenden 
Gleichungen dargestellt werden kann: 



üg(iY{ppxyY-'^==0, 
{a a h yy {a a\ivY - ^ = 0, 
{(hp) (h'p) — {Ip) {l)p)}'^{ppxyY-''' = 0, 
{{aq) (aq) — {aq) (aq)]"^ {aauvy-"^ = 0. 

Reducirt sich der Complex m-ten Grades auf das m-fach zählende 
Secantensystem einer geraden Linie, so entsteht ein auch als „m-te Polare'^ 
dieser Geraden in Bezug auf den Complex ^^-ten Grades zu bezeichnender 
Complex (n — m)-ten Grades. — Die Analogie dieser Polarentheorie der 
Liniencomplexe zu der Polarentheorie der Elächen z. B. tritt noch mehr in 
Evidenz, wenn man die Liniencoordinaten einer Geraden, oder die Coordi- 
naten eines linearen Complexes als Coordinaten in einem Gebiete sechster 
Stufe (in einem Raum von fünf Dimensionen) deutet, und es zeigt sich 
dann auch, worin sich diese von Grass mann geahnte Polarentheorie der 
Complexe von der der Flächen wesentlich unterscheidet. Es werden nämlich 
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die Plücke raschen Coordinaten 96^^ gleichzeitig als Coordinaten eines Punktes, 
eines Gebietes erster Stufe, 
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^. 
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^03 7 






^4 = 


^23 7 


^5 


=^ ^317 


^6 = 


^12 5 


als 


Cooi 


;dinaten eines Gebietes 


fünfter 


Stufe 








c^i = 


3^23? 


f^2 


^^= %17 


Us- 


^^12 7 






u,= 


^017 


u, 


===" ^02 > 


u,- 


■ ^03 



aufgefasst werden können, die als Pol und Polare einander zugeordnet sind 
in Bezug auf die quadratische Mannigfaltigkeit 

die die Plückersche Identität zwischen Linien coordinaten darstellt. Die 
Gleichung ^-ten Grades 

^ = { (PoPl—PlPo) 3^23 + {P0P2—P2P0) ^81 + (PoPs—P'sPo) S12 + 

+ {P2P3—PnP2) ^^01 + {PqPi—PiPb) ^02 + {PiP2~P2Pi) ^03 y'==0 

stellt dah'fer gleichzeitig zwei verschiedene algebraische Mannigfaltigkeiten 
ina Räume Yon fünf Dimensionen dar, eine Mannigfaltigkeit ^-ter Ordnung 
— analog den Flächen w-ter Ordnung — und eine Mannigfaltigkeit ^-ter 
Classe — analog den Flächen ^-ter Classe — die beide durch die mit der 
quadratischen Mannigfaltigkeit == verbundene Korrelation einander 
zugeordnet sind. Diese Mannigfaltigkeiten sind aber beide von speci eller 
Beschaffenheit jedesmal, wenn n > 1 ist. Es ist nämlich die Mannigfaltig- 
keit 2. Classe = oder 

apolar zu der Mannigfaltigkeit ^^~ter Ordnung ^=0, und ebenso die 
Mannigfaltigkeit 2. Ordnung = oder 

^1^4 + ^2^5 + -^3^6 "=" ö 

apolar zu der Mannigfaltigkeit ^-ter Classe W = 0. ''•') Bildet man die 
Polare eines Complexes m-ten Grades in Bezug auf einen Complex ^^-ten 
Grades, so wird der Complex m-ten Grades als eine Mannigfaltigkeit m-ter 
Classe im Gebiet sechster Stufe aufgefasst, und gleichzeitig der Complex 
^-ten Grades als eine Mannigfaltigkeit n-tei Ordnung,, oder umgekehrt, mit 
Vertauschung der Begriffe Classe und Ordnung. Die Polare ist dann ebenso 
eine Mannigfaltigkeit (n — m)-ter Ordnung oder Classe*, und zu dieser ist 
die Mannigfaltigkeit = wiederum apolar, jedesmal, wenn n — m>l ist. 
Es bestehen also in der That Analogien zwischen der Polaren theorie 
der Flächen und der Polarentheorie der Liniencomplexe ^-ten Grades, die 
an Stelle der Grassmannschen „Flächen M-ter Reihe'' zu setzen sind; aber 
diese Analogien sind nicht ganz so beschaffen, wie Grassmann es ange- 
nommen hatte. Es treten die geschilderten besonderen Verhältnisse ein, 
deren Folsje einmal das Zusammenfliessen der Bernffe Classe und Ordnung 



*) Leipz. Ber. 1890, S. 178 u. ff. 

Grass mann, Werke II. 24 
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in den einen Begriff des Grades, sodann die singulare Stellung der Linien- 
complexe ersten Grades ist, deren Begriff, wie der des allgemeinen Linien- 
complexes überhaupt, bei Grassmann vollständig fehlt. 

Lassen wir, dem Gedankengange Grassmann ^s folgend, in der Glei- 
chung der m-ten Polare einer Geraden xx in Bezug auf den Complex 
(^ppyyY = 0, also etwa in der Gleichung 

{ßpxx'y^ (^ppyyY~'^ = 

die Punkte x und y zusammenfallen, so ergiebt sich, bei Anwendung von 
Clebsch^s Uebertragungsprincip, der Satz: 

„Konstruirt man die w-te Polare einer Geraden in Bezug auf den 
Complexkegel irgend eines ihrer Punkte, so erhält man den zu diesem 
Punkte gehörigen Complexkegel des m-ten Polarcompleses jener Geraden." 

Im Falle m = n — 1 erhält man als „letzte Polare" — oder, nach 
Grassmanns Ausdrucks weise — als „Centrale" einer Geraden xx einen 
linearen Complex, und damit ein allgemeines oder ausgeartetes — unter 
Umständen auch ganz unbestimmtes ■ — Möbius'sches Nullsystem. Durch 
dieses NuUsjstem wird nun der Geraden xx' eine gewisse andere Gerade 
^^' zugeordnet, die unter (leicht anzugebenden) Umständen natürlich eben- 
falls unbestimmt werden kann; und diese Gerade kann, in einem anderen 
Sinne als der besprochene Liniencomplex , gleichfalls als ein Analogon zur 
letzten Polare oder „Centrale" eines Punktes in Bezug auf eine Pläche n-ter 
Ordnung angesehen werden. Sie ist nämlich 

1) Ort der Polarebenen (der letzten Polaren) der gegebenen Geraden 
in Bezug auf alle von deren Punkten ausgehenden Complexkegel*, 

2) Ort der Pole (der letzten Polaren) der gegebenen Geraden in Bezug 
auf alle in deren Ebenen enthaltenen Complexcurven. 

Ist der gegebene Complex der Tangentencomplex einer Fläche 2. Grades, 
sagen wir etwa einer Fläche 2. Ordnung und 2. Classe, so artet der Polar- 
complex der Geraden xx stets aus ^ und er besteht dann, wenn xx nicht 
gerade selbst Tangente der Fläche ist, aus dem Secantensjstem eben der 
von uns mit |^' bezeichneten Geraden. Diese aber ist identisch mit der 
Polaren der Geraden xx' in Bezug auf die Fläche selbst. Die Begriffe 
„Polare einer Geraden in Bezug auf eine Fläche zweiten. Grades" und 
„Polare einer Geraden in Bezug auf deren Tangentencomplex" decken ein- 
ander also in ziemlich weitem Umfang. 

S. 46. Die Zeichen a^ h^ . . . in der Formel (A) bedeuten dieselben 
Grössen, die nachher a\ b', . . . genannt werden. Sie sind nicht zu ver- 
wechseln mit den in den Formeln (B) und (C) ebenso bezeichneten Grössen. 

IL Grundzüge zu einer rein geometrischen Theorie der 

Kurven^ mit Anwendung einer rein geometrischen Analyse. 

Grelles Journal Bd. 31 (1846). 

In seiner ersten Ausdehnungslehre (§ 145 — 148, Ges. Werke I, 1, 
S. 245 — 248) hat Grassmann einen allgemeinen Satz über die Erzeugung 
der algebraischen Kurven und Flächen aufgestellt, der dort als Ausfluss 
aus den in der Ausdehnungslehre entwickelten Methoden erscheint. Dem 
Bedürfniss, Beweis und Inhalt dieses an sich wichtigen Satzes unabhängig 
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von der Kenntniss der Ausdehnungslehre verständlicli zu maclien, trug 
Grassmann dadurch Rechnung, dass er in einer Reihe von Arbeiten in 
Grelles Journal jenen „Hauptsatz", wie er ihn nannte, für die ebenen 
algebraischen Kurven und für die algebraischen Elächen von neuem ent- 
wickelte und insbesondere auf die Erzeugung der ebenen Kurven zweiter, 
dritter und vierter Ordnung und von algebraischen Flächen zweiter und 
dritter Ordnung anwandte. Da die vorliegende Abhandlung II die Reihe 
dieser Arbeiten eröffnet, sind hier einige orientirende Bemerkungen 
über alle diese zusammengehörigen Arbeiten am Platze. Es han- 
delt sich um die Arbeiten in diesem Bande, die mit den Nummern II bis 
XII, XIV und XVIII versehen sind. 

Der von G-rassmann aufgestellte „Hauptsatz'^ für die ebenen alge- 
braischen Kurven zerfällt in zwei Theile. Der erste Theil lautet, vgl. S. 50: 
„Wenn die Lage eines beweglichen Punktes x in der Ebene dadurch 
beschränkt ist, dass ein Punkt und eine Gerade, welche durch Konstruktionen 
vermittels des Lineals aus jenem Punkte x und einer Reihe fester Punkte 
und Geraden hervorgehen, zusammenliegen sollen (das heisst: der Punkt in 
der Geraden liegen soll), so beschreibt der Punkt x ein algebraisches 
Punktgebilde und zwar vom %-ten Grade, wenn bei jenen Konstruktionen 
der bewegliche Punkt ^-mal angewandt ist." 

Der zweite Theil ist die Umkehrung (S. 81): 

dass „jede algebraische Kurve auf die in dem {vorigen} Satze ange- 
gebene Weise erzeugt werden kann." 

Grassmann nennt diese Erzeugungsweise der ebenen algebraischen 
Kurven lineal. Zur Vermeidung von Missverständnissen heben wir hervor, 
dass er damit durchaus nicht sagen will, die ebenen algebraischen Kurven 
seien etwa punktweise mittels des Lineals konstruirbar. Kein Wort bei 
Grassmann berechtigt dazu, ihm diese Ansicht unterzuschieben. Man kann 
sagen, dass die Kurven nach Grassmann mittels eines solchen Mechanis- 
mus konstruirt werden können, der aus starren Stangen (Linealen) besteht, 
die so an einander geknüpft sind, dass die Verbindungsstellen jedesmal 
längs aller zusammengeknüpften Stangen in Scharniren beweglich sind. Zu 
diesem beweglichen Mechanismus treten feste Punkte (Stifte) und Stangen hinzu. 
Der „Hauptsatz" für die algebraischen Flächen lautet in seinem ersten 
Theile (S. 136): 

„Wenn die Lage eines Punktes x im Räume dadurch beschränkt ist, 
dass zwei gerade Linien, welche durch lineale Konstruktionen aus x und 
einer Reihe fester Elemente (Punkte, Geraden, Ebenen} hervorgehen, in der- 
selben Ebene liegen sollen, so ist der Ort von x eine algebraische Ober- 
fläche, und zwar ist sie ein Gebilde ^-ten Grades, wenn bei jenen Kon- 
struktionen X im Ganzen ^-mal angewendet ist." 
Der zweite Theil lautet (S. 137): 

„Umgekehrt lässt sich jede algebraische Oberfläche auf die angegebene 
Weise erzeugen." 

Grassmann hebt auch, hervor, dass die zu den Hauptsätzen duali- 
stischen Sätze gelten (siehe z. B. S. 58 und S. 136). 

Nunmehr skizziren wir kurz den Inhalt der oben genannten Arbeiten: 

Abhandlung II (184:6) entwickelt den Begriff der planimetri- 

schen Multiplikation, d. h. der Multiplikation von Punkten und Geraden 

24* 
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in der Ebene, beweist den ersten Theil des Hauptsatzes für ebene 
algebraische Kurven und erläutert ihn durch Anwendungen auf Kurven 
zweiter, dritter und ^-ter Ordnung. 

Abhandlung III (1848). Veranlasst durch einen Ausspruch Plückers 
nimmt Grass mann hier die in Abh. II gegebenen linealen Konstruktionen 
der ebenen Kurven dritter Ordnung wieder auf und zeigt, dass sich jede 
derartige Kurve vermöge linealer Konstruktion erzeugen lässt. Hier wird 
also der zweite Theil des Hauptsatzes für ebene Kurven dritter 
Ordnung bewiesen. 

Abhandlung IV (1851) enthält den Beweis des zweiten Theiles 
des Hauptsatzes für ebene algebraische Kurven von beliebiger 
Ordnung. Es wird gezeigt, wie man aus einer vorgelegten Kurvengiei- 
chung in gewöhnlichen recht- oder schiefwinkligen Koordinaten stets eine 
lineale Erzeugungsweise der Kurve ableiten kann. Zum Schluss wird der 
Begriff der Verkettung ebener offener Figuren aufgestellt und bei 
einigen schon früher gegebenen linealen Konstruktionen der Kurven zweiter, 
dritter und vierter Ordnung angewendet. 

Abhandlung V (l85l). Während Grassmann, wohl um nicht von 
dem Lesen seiner Arbeiten abzuschrecken, in Abh. II bis IV nur den Be- 
griff der planimetrischen Multiplikation benutzt, dagegen die methodische 
Anwendung der Gesetze dieses Kalküls durch geometrische Ueber- 
legungen ersetzt hat, entwickelt er hier zunächst die einfachen Gesetze des 
Kalküls. Die Betrachtung planimetrischer Produkte mit veränderlichen 
Faktoren führt ihn alsdann zum Begriff der höheren Projektivität, 
den man kurz so charakterisiren kann: An die Stelle projektiver Strahlen- 
büschel treten einander zugeordnete Büschel von Kurven höherer Ordnung. 
Auf diese und die folgende Arbeit gründet sich, wie wir an der betreffenden 
Stelle ausführen werden, ein Prioritätsanspruch zu Gunsten Grassmanns 
gegenüber Chasles und de Jonquieres. 

Abhandlung VI (1851) folgt in Grelles Journal unmittelbar auf die 
vorhergehende und stellt die höhere Projektivität in der Ebene mittels der 
Plückerschen Methode der abgekürzten Bezeichung dar. 

Abhandlung VII (1852). Die Fruchtbarkeit seines Hauptsatzes für 
die Theorie der ebenen algebraischen Kurven beleuchtet Grass mann hier 
insbesondere im Falle der Kurven vierter Ordnung. Mehrere lineale 
Konstruktionen dieser Kurven werden sehr gründlich erörtert; schliesslich 
wird gezeigt, wie man jede vorgelegte Kurve vierter Ordnung in der Ebene 
durch eine derartige Konstruktion erzeugen kann. Diese Abhandlung dürfte 
besonders geeignet sein, in die Art der Anwendung der planimetrischen 
Multiplikation einzuführen und deren Tragweite erkennen zu lassen. 

Abhandlung VIII (1855). Hier wird nach einander der erste und 
der zweite Theil des Hauptsatzes für algebraische Flächen bewiesen. 
Abhandlung IX (1855). In der unmittelbar vorhergehenden Arbeit 
hat Grass mann offenbar absichtlich vermieden, den Begriff der stereo- 
metrischen Multiplikation zu benutzen. Er führt ihn jetzt ein und 
entwickelt die Gesetze des Eechnens mit Punkten, Geraden und Ebenen. 
Schliesslich spricht er den Hauptsatz für algebraische Flächen unter Be- 
nutzung dieser Symbolik aus. 

Abhandlung X (1855), die wieder auf die vorhergehende in Grelles 
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Journal unmittelbar folgt, giebt zuerst nochmals kurz die Gesetze der 
stereometriscben Multiplikation und darauf eine ausführliche Analyse der 
verschiedenen Gattungen von linealen Konstruktionen im ßaume und ihrer 
Anwendung auf algebraische Mächen. Dabei wird der Begriff der Ver- 
kettung offener Figuren im Eaume eingeführt. 

Abhandlung XI (1855) folgt in Grelles Journal wieder unmittelbar 
auf Abh. X und enthält die lineale Erzeugung aller geradlinigen Flächen 
zweiter Ordnung. 

Abhandlung XII (1855) schliesst sich hieran unmittelbar an und 
giebt lineale Erzeugungen von Flächen dritter Ordnung, insbesondere 
auch deren Erzeugung als Durchschnitt dreier projektiver Ebenen- 
büschel. Es wird endlich gezeigt, dass jede Fläche dritter Ordnung, die 
mindestens vier Gerade enthält, auf die letzte Weise gewonnen werden kann. 
Abhandlung XIV (1856) wurde veranlasst durch die Behauptung 
Bellavitis', dass die allgemeine ebene Kurve dritter Ordnung nicht durch 
die von Grassmann in Abh. III angegebenen linealen Konstruktionen er- 
zeugbar sei. Diese Behauptung als irrig nachzuweisen, machte Grassmann 
keine Mühe, da Bellavitis' Fehlschlüsse auf der Hand lagen. Grass - 
mann benutzt die Gelegenheit, nochmals gründlich die linealen Erzeugungen 
aller ebenen Kurven dritter Ordnung zu untersuchen, und zeigt, wie man 
diese linealen Erzeugungen methodisch herleiten kann, wenn man neun 
Punkte einer Kurve dritter Ordnung kennt. Dabei beweist er den Satz, 
dass sich jeder Kurve dritter Ordnung zwei reelle Dreiecke einbeschreiben 
lassen, von denen entsprechende Seiten einander paarweise wieder in 
Punkten der Kurve schneiden. Das dabei angewandte Beweis verfahren hat 
allerdings mit Grassmanns Kalknl der planimetrischen Multiplikation 
nichts zu thun, es beruht vielmehr auf Stetig keitsbetrachtungen. 
Ausserdem entwickelt Grassmann Sätze über die einer ebenen Kurve 
dritter Ordnung eingeschriebenen Zehnecke. 

Abhandlung XVIII (1872) in den Göttinger Nachrichten nimmt die 
Stetigkeitsbetrachtungen, von denen soeben die Hede war, wieder auf und 
leitet aus ihnen einen Satz über Vielecke ab, die einer ebenen Kurve dritter 
Ordnung eingeschrieben werden können. Diese Abhandlung ist frei von den 
eigentlichen Grassmannschen Methoden. 

Der Wunsch, seine Methode der linealen Erzeugung der ebenen Kurven 
in weiteren Kreisen bekannt zu machen, hat Grass mann davon abgehalten, 
in den Abhandlungen die Gesetze der planimetrischen Multiplikation mit 
voller Konsequenz anzuwenden. Vielmehr verweist er oft auf die Figur. 
Deshalb vermisst man zuweilen die Einheitlichkeit der gedanklichen Ent- 
wickelung; an einzelnen Stellen werden ferner Behauptungen aufgestellt, 
deren Richtigkeit man zwar leicht verihcirt, deren eigentlicher Ursprung 
aber im Dunkeln bleibt, eben weil Grass mann ihre wahre Quelle, die 
Anwendung der Methode der planimetrischen Multiplikation, nicht aufdeckt. 
Wir glauben daher zur rechten Würdigung der Grassmannschen Arbeiten 
insbes. vom methodischen Standpunkte aus dadurch beitragen zu können, 
dass wir in den Anmerkungen an mehreren Stellen die ursprüngliche 
rechnerisch-symbolische Gestaltung der Schlussfolgerungen wiederherstellen. 
Es wird dabei nützlich sein, wenn wir gleich hier die anzuwendenden Ge- 
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setze der symboliscben Rechnung kurz ableiten, da sie bei Grassmann im 
Wesentlichen erst in Abh. V auftreten. Die stereometrische Multiplikation 
brauchen wir erst da, wo sie Grassmann selbst anwendet. 

Objekte der planimetrischen Multiplikation sind die Zahlen 
(bezeichnet mit a, B, C . . .), die Punkte (bez. mit a^ &, c . . .) und die Ge- 
raden (bez. mit A^ JB, . . .). Durch A, B, f . . . wollen wir Objekte be- 
zeichnen, bei denen es dahingestellt bleibt, ob sie Zahlen, Punkte oder 
Gerade sein sollen. 

Die Produkte von zwei Faktoren werden so definirt: 



la) Das Produkt eines Punktes 
a mit einer Zahl a ist der Punkt a 
selbst, sobald a 4= C> ist: 

aa EE£ aa ^ a. 



Ib) Das Produkt einer Geraden 
Ä mit einer Zahl a ist die Gerade 
Ä selbst, sobald a =)= ^ i^^' 
aÄ ^ Aa ~z^ Ä. 



Statt des Gleicheitszeichens = benutzt Grassmann nur deshalb das 
Zeichen der Kongruenz ^, weil in der Ausdehnungslehre z. B. aa und a 
zwar zwei Punkte mit demselben geometrischen Ort, aber von verschiedenem 
Gewicht bedeuten, was für die Multiplikation nicht von Belang ist, wohl 
aber für die Addition, die jedoch in den geometrischen Abhandlungen über 
Kurven und Plächen nicht vorkommt. 



2 b) Das Produkt einer Geraden 
A mit Null ist gleich Null: 

.A = A,0 = 0. 

3 b) Das Produkt zweier Geraden, 
die nicht zusammenfallen, ist der 
Schnittpunkt beider Geraden. 

4b) Das Produkt zweier zusammen- 
fallender Geraden ist gleich Null. 



2 a) Das Produkt eines Punktes a 
mit Null ist gleich Null: 

. a == a , = 0. 

3 a) Das Produkt zweier Punkte, 
die nicht zusammenfallen, ist die Ge- 
rade durch beide Punkte. 

4 a) Das Produkt zweier zusammen- 
fallender Punkte ist gleich Null. 

5) Das Produkt eines Punktes a mit einer Geraden A^ also aA und 
ebenso Aa^ ist eine von Null verschiedene Zahl, sobald der Punkt nicht 
auf der Geraden liegt. 

6) Das Produkt eines Punktes a mit einer Geraden A^ die durch ihn 
geht, ist gleich Null: 

aA == Aa = 0. 

Die Produkte von mehreren Paktoren werden auf die von zwei 
Faktoren durch folgende Festsetzung zurückgeführt: 

7) Produkte von mehr als zwei Faktoren sollen dadurch ausgewerthet 
werden, dass man zuerst den ersten Faktor mit dem zweiten multiplicirt, 
das Ergebniss mit dem dritten u. s. w. Dagegen sollen Klammern dieselbe 
Bedeutung wie in der gewöhnlichen Arithmetik haben, z. B. : 

ABr = (AB)r. 

statt der Klammern benutzt Grassmann häufig zwei Punkte^ z. B. ist: 

A. BT. A = A(Br)A. 

Aus diesen Definitionen, zu denen der Vollständigkeit halber noch die 
selbstverständliche hinzugefügt werden kann, dass Zahlen wie in der ge- 
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wölinliclien Arithmetik mit einander zu mnltipliciren sind*), ergiebt sich: 

Jedes Produkt stellt eine Zabl oder einen Punkt oder eine Gerade dar. 

Ist ein Faktor gleich Null, so ist das ganze Produkt gleich IsTull. 

In einem Produkt, das einen Punkt oder eine Gerade bedeutet, dürfen 
alle Zahlenfaktoren gestrichen werden. 

Das Gesetz der Kommutation 

AB = BA 

gilt bei einem Produkte aus zwei Paktoren stets. 

Dagegen gilt das Gesetz der Association, nach dem ABT dasselbe wie 
A(Br) wäre, nicht stets. Man kann sich dies an dem Beispiel a&C so- 
sofort klar machen. 

Alle Definitionen sind zu einander dualistisch. Polglich steht 
jedem durch Anwendung der planimetrischen Multiplikation zu gewinnendem 
Satze der dualistische zur Seite wie in der projektiven Geometrie. 

Das Unendlichferne behandelt Grassmann, wie es die projektive 
Geometrie thut, das heisst: Jede Gerade hat einen unendlich fernen Punkt. 
Das Produkt eines im Endlichen gelegenen Punktes mit dem unendlich 
fernen Punkte einer Geraden ist also die Gerade, die durch den ersten 
Punkt geht und der gegebenen Geraden parallel ist. (Vgl. S. 81.) 

Die wesentlichen Abweichungen der planimetrischen Multiplikation 
von der gewöhnlichen, arithmetischen, sind, dass erstens in Produkten, die 
Punkte oder Gerade bedeuten, alle von Null verschiedenen Zahlenfaktoren 
gestrichen werden dürfen, und dass zweitens das Gesetz der Association nur 
ausnahmsweise gilt, z. B. für Produkte von drei Punkten oder drei Geraden, 
da ja offenbar: 

alc = a(&c), ABG = A{BG) 
ist. 

Nach den Definitionen kann ein Produkt von zwei Paktoren nur dann 
eine geometrische Bedeutung haben, wenn beide Paktoren Punkte oder beide 
Gerade sind. Da jedes Produkt von mehr als zwei Paktoren, z. B. 
AB TA . . ., nach 7) successiv zu bilden ist, indem man zuerst AB, dann 
(AB)r, dann (ABQA u. s. w. berechnet, so kann es nur dann eine geo- 
metrische Bedeutung haben, wenn A und B, ferner AB und f, ferner ABT 
und A u. s. w. jedesmal entweder zugleich Punkte oder zugleich Gerade 
sind. Sind A und B Punkte, so ist dann AB eine Gerade, also V eine 
Gerade, daher ABT ein Punkt, somit A ein Punkt u. s. w. Sind A und B 
Gerade, so tritt das Dualistische ein. Mithin haben nur Produkte 
von den Pormen 

ahCdEf... und ABcBeF..., 

wobei also zuerst zwei gleichartige Paktoren, Punkte oder Ge- 
rade, alsdann immer abwechselnd Gerade und Punkte bez. 
Punkte und Gerade auftreten, eine geometrische Bedeutung. 



*) Eigentlich njüsste man sagen: Im Gebiete der planimetrischen Multipli- 
kation werden alle Zahlen, die nicht gleich Null sind, einander gleich gesetzt, 
daher auch ihre Produkte. Vgl. die zweite Fussnote auf S. 53 und die Fussnote 
auf S. 146. 
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Sie beissen in engerem Sinne planimetriscbe Produkte (vgl. S. 87)/^') 
Die planimetriscben Produkte haben zwei Arten von Faktoren, einmal 
die fortschreitenden Faktoren (vgl. S. 87, 88): 

a, ö, 0, ä^ E^ f . . . bez. Ä^ B^ c^ D, e^ F . . . 

und dann die Theilprodukte: 

aö, ahö^ ahCd . . . bez. AB^ ÄBc, ABcD . . ., 

während z. B. 5(7 kein Faktor des ersten Produktes ist, weil das Gesetz 
der Association nicht gilt. 

Ein planimetrisches Produkt kann auch eine anscheinend verwickei- 
tere Form haben, z. B. kann im Produkt adC einer der Faktoren, etwa der 
Punkt 5, selbst wieder ein Produkt, etwa h ^^ BE sein, sodass das Produkt 

aiBE)G 

vorliegt. Aber hier sind doch nur a, BE^ 0, a(^BE) Faktoren des ganzen 
Produktes, während das darin enthaltene Produkt BE noch die fortschrei- 
tenden Faktoren B und E hat. In dem planimetrischen Produkt a(^BE)G^ 
um bei diesem Beispiel zu bleiben, kann nun sehr wohl der Faktor 
X)J5J = sein, was ja eintrifft, wenn die Geraden B und E zusammen- 
fallen, nach 4 b). Wenn wir also planimetrische Produkte allgemein be- 
trachten wollen, so müssen wir auch solche Fälle einbeziehen, in denen 
einer der Faktoren weder ein Punkt, noch eine Gerade, dagegen gleich 
Null ist. Alsdann wird das ganze Produkt gleich ISlull, wie schon ge- 
sagt wurde. 

Ein planimetrisches Produkt von zwei Faktoren, ah bez. AB^ ist dann 
und nur dann gleich Null, wenn entweder einer der fortschreitenden Fak- 
toren gleich Null ist oder wenn beide Faktoren zusammenfallen. 

Hierauf reducirt sich die Erledigung der Frage, wann ein plani- 
metrisches Produkt von beliebig vielen Faktoren gleich Null ist. 
Es wird das Beispiel ahC zur Erläuterung genügen: Erstens ist dies Pro- 
dukt als Produkt von zwei Faktoren zu schreiben: {cil))G. Nach dem Vor- 
hergehenden ist dies Produkt nur dann gleich Null, wenn a5 = oder (7=0 
ist oder aö mit (7 zusammenfällt. Aber al) ist nur dann gleich Null, wenn 
a == oder = ist oder a mit 5 zusammenfällt. Also ist al)G nur 
dann gleich Null, wenn a = oder ö = oder (7 == oder a fEE & oder 
al) ^ (7 ist. 

Von grösster Wichtigkeit ist nun ein Satz, der sich auf die Redu- 
cirbarkeit von planimetrischen Produkten von drei Faktoren 
bezieht. Ein solches Produkt hat entweder die Form al)G oder die Form 
ABc. Betrachten wir die erstere. Auch sei ahG nicht gleich Null. Nach 
dem Vorhergehenden sind dann a und 1) wirkliche Punkte und nicht gleich 
Null; ebenso ist G eine wirkliche Gerade. Ausserdem fällt a nicht auf 6, 
und die Gerade a~b fällt nicht mit der Geraden G zusammen. Das Produkt 
al)G ist nun der Schnittpunkt der Geraden aJ) mit der von ihr verschie- 

*) Jedoch ist Grass mann selbst dieser Definition nicht immer treu geblieben, 
denn z. B. in dem Satz auf S. 115 nennt er auch ein Produkt, das wie die obigen 
gebaut ist, aber schliesslich mit zwei gleichartigen Faktoren endet, planimetrisch, 
so das Produkt ahCclEfg. 
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denen Geraden C. Eine Keduktion auf weniger als drei Faktoren tritt nur 
dann ein, wenn dieser Schnittpunkt einer der beiden ansgezeichneten 
Punkte 6t, h der Geraden ah ist, das keisst wenn C durch a oder h gelit. 
Analoges gilt Yon dem Produkte ABc. 

Pükrt man daker die Eedeweise ein, ein Punkt liege mit einer 
Geraden vereint*), wenn der Punkt auf der Geraden liegt, so kann man 
sagen: 

Ein planimetrisches Produkt aus drei von Null verschie- 
denen Eaktoren reducirt sich auf den ersten oder zweiten Faktor, 
wenn dieser, nicht aber auch der andere, mit dem dritten Faktor 
vereint liegt. 

Diese „EeduktionsregeP', wie wir sie in allem Folgenden kurz 
nennen wollen, weil sie sehr oft gebraucht wird, hat Grassmann auf 
S. 87 aufgestellt. Er drückt sie gelegentlich anders aus, so z. B. auf S. 88. 
Zur Abkürzung des Ausdrucks werden wir künftig das Zeichen ^ zwischen 
einen Punkt a und eine Gerade A setzen, also a^A oder A^a schreiben, 
um auszudrücken, dass a mit A vereint liegt. 

Grassmann wendet nur diese Eeduktionsregel für Produkte von drei 
Faktoren an. Die Frage, ob es auch solche Eeduktionsregeln giebt, die 
sich auf Produkte von mehr als drei Faktoren beziehen und die nicht etwa 
nur in wiederholter Anwendung dieser einen Eegel bestehen, berührt er 
nicht. Es ist dies eine Lücke im Kalkül der planimetrischen Multiplikation. 
Thatsächlich giebt es im Gebiete der planimetrischen Multiplikation allein 
kein Mittel, imi das identische Verschwinden eines Produktes von beliebig 
vielen Faktoren' festzustellen, und entsprechend auch kein Mittel, die Gleich- 
heit zweier Produkte zu erkennen. Auf diesen Umstand werden wir ge- 
legentlich zurückkommen. 

Nach diesen Vorbemerkungen geben wir jetzt die uns nützlich erschei- 
nenden Erläuterungen zu einzelnen Stellen des Textes der Abhandlung IL 
Zu S. 49, Z. 9 V. u. Jacob Steiner, Systematische Entwicklung der 
Abhängigkeit geometrischer Gestalten von einander, I. Theil, Berlin 1832, 
bei Fincke, siehe auch Steiners Ges. Werke Bd. I, S. 229 ff., Berlin 1882, bei 
Eeimer, oder Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 82, 83, 
Leipzig 1896, bei Engelmann. 

Zu S. 49, Z, 6 V. u. Die Bemerkungen über Möbius werden auf 
S. 70 erläutert. 

Zu S. 51, Fig. 1. In dieser und den späteren Figuren haben wir die 
festen Punkte durch gefüllte, die beweglichen durch leere Kreise, die festen 
Geraden durch starke, die beweglichen durch schwache Linien gekennzeichnet. 
Zu S. 59, Gleichungen (9). Dass die zweite Gleichung dasselbe wie 
die erste aussagt, folgt rechnerisch so: Die erste Gleichung enthält in der 
Schreibweise : 

{axBcTi)xe = 

links das Produkt der drei Faktoren axBcD^ x^ e, die alle drei Punkte 
darstellen. Für Produkte von drei Punkten gilt aber, wie erwähnt, das Ge- 



*) Grassmann braucht hierfür gelegentlich, S. 220 f., das Wort: incident. 
Wir benutzen dagegen die jetzt gebräuchliche Eedeweise. 
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setz der Association und für Produkte von zwei Faktoren das der Kommu- 
tation. Also kommt: 

ex(axBcI)) = 0, 

wofür wir aucb scbreiben können: 

(ex)\{axBc)D]== 0. 

Aber ex^ axBCy D sind sämtlich Gerade. Das Gesetz der Association, 
das hier wieder gilt, gestattet uns daher zu schreiben: 

(ex) B^axBc) = 
oder : 

exD (axBc) = 0. 

Dieselbe Schlussweise liefert links weiterhin exJ){cixB)c oder exI)c{axB\ 
darauf exBcB{ax) und schliesslich exDcBxa. 

Zu S. 59, Z. 9 u. 8 V. u. Dass die namhaft gemachten fünf Punkte 
auf dem Kegelschnitte (9) liegen, erkennt man durch Rechnung so: Ist zu- 
nächst X ^ a, so ist ax ^ 0, also die erste Gleichung (9) erfüllt. Ebenso 
ist für X ^ e die zweite Gleichung (9) erfüllt. Ist x ^^ BD^ so ist nach 
der Reduktionsregel: 

axB ^ X, da x'^B, 
axBcD ^ xcB ^ X, da x^D, 
axBcBxe ^ xxe = 0. 
Mithin erfüllt x ^ BB die erste Gleichung (9). Ist ferner x == acB, so ist 
ax ^ xa EE acBa ^ ac . B . aE= acy da ac^a^ 
axBc :-EE acBc ^ ac . B . c^ ac^ da ac^c, 
axBcBxe ^ acBxe ^ acB . x . e li^ x . x . e == 0. 

Also erfüllt x^^acB die erste Gleichung (9). Analog erfüllt x^ecB 
die zweite Gleichung (9). 

Vom methodischen Standpunkte hat man aber noch zu fragen, wie 
Grass mann gerade zu diesen fünf Punkten kommt. Dies geschieht so: 
Man sucht x so zu bestimmen, dass eines der in der ersten Gleichung (9) 
auftretenden Theilprodukte 

ax^ axB^ axBc^ axBcB^ axBcBx 

gleich Null wird, weil dann die Gleichung befriedigt wird. 

ax == giebt sofort x EE-. a. 

ax =^ 0^ axB = giebt nach der Regel für das Yerschwinden eines 
Produktes von drei Faktoren: B EE ax. Da aber a im Allgemeinen nicht 
auf B liegt, ist dies auszuschliessen. 

axB =^ 0^ axBe ^^ oder ax . B . c = Q zieht auf Grund derselben 
Regel nach sich: ax . B EE c. Aber c liegt im Allgemeinen nicht auf B. 

axBc =4= 0, axBcB == oder axB . c . B == zieht ebenso nach 
sich: axB . c^ B^ c liegt jedoch im Allgemeinen nicht auf B. 

axBcB =j= 0, axBcBx = oder axBc . B . x =^ zieht nach sich: 
axBc . B r= X. Hiernach liegt x zunächst auf B. Um nun x selbst zu 
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finden, mnltipliciren wir beiderseits mit c. Da axBc^Cj so liefert dann 
die Eeduktionsregel: 

axBc "EE: xc oder: axB . c ^ xc. 

Beiderseitige Multiplikation mit B giebt, da axB^B: 

axB ^ xcB. 
Liegt X nicht auf jB, so giebt Multiplikation mit x^ da ax'^x und xc^x\ 

cix ~ '■ xc. 

das beisst x liegt dann auf ac. Vorbin fanden wir, dass x auf D liegt, 
das beisst es kommt x^acD. Liegt dagegen x auf J5, so kommt x^^BD. 
Da wir diese Ergebnisse weiter unten nocb einmal gebraueben, so fassen 
wir sie zusammen: 

Haben a, j5, c, D allgemeine Lage, so ist das planimetrische 
Produkt axBcDx nur für die folgenden drei Punkte 

^ EB a, x^^EacB^ x^BD 
gleich Null. 

Die zweite Schreibweise der Gleichung (9) giebt analog: 

X ^ e^ X ^^ ecB^ x ^^ DB. 

^Der letztere Punkt trat schon soeben auf. "Wir gelangen also genau 
zu den fünf von Grassmann angegebenen Punkten, ohne dabei die An- 
schauung der Pigur zu benutzen. 

Zu S. 60, Z. 9 — 15. Eechnerisch so: Es handelt sich darum, die 
Gleichungen : 

BD^h, acD = d, ecB^h 

nach B^ JD und c aufzulösen. Da nach der ersten Gleichung h^B und 
71; ^D, so geben die beiden letzten Gleichungen, wenn man sie mit h multi- 
plicirt, nämlich: 

ac . B .h'^ dh^ ec . B . k^bk 

nach der Eeduktionsregel: 

wodurch B und D gefunden sind. Multipliciren wir dagegen die zweite 
und dritte Gleichung mit c: 

ac . D . G^ dc^ ec . B . c^hc^ 

so giebt die Eeduktionsregel, da ac^c^ ec^c: 

ac =r= dc^ ec ee &c, 

das heisst, c liegt auf ad und auf e&, mithin ist: 

c ^ (ad) (he). 

Bei dieser Ableitung ist stillschweigend vorausgesetzt, dass fc nicht mit ac 
und ec und ebenso c nicht mit B und D vereint liege, was sich ja auch 
so verhält. 

Zu S. 61, zweite Anmerkung. Es handelt sich hier um den Satz des 
Desargues, siehe Oeuvres de Desargues, ed. Poudra (Paris 1864), I. S. 413. 
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Zu dem vorletzten Satze der Anmerkung ist hervorzuheben, dass die Sätze 
der planimetrischen Multiplikation in der That nicht ausreichen, das iden- 
tische Bestehen der. angegebenen Gleichung nachzuweisen. 

Zu S. 63, Z. 2. Auch rechnerisch zu folgern, vgl. unsere Anm. zu 
den Gleichungen (9), S. 59. 

Zu S. 63, Z. 6 — 8. Methodisch gelangt man zu den in der Folge 
von Grassmann genannten neun Punkten, indem man die Punkte x sucht^ 
für die eines der Theilprodukte von 

axBcDxD^c^B^xa^ oder a^xB^c^D^xDcBxa 

gleich Null ist. Wir haben schon vorhin diejenigen Punkte x bestimmt, 
für die axBcDx = ist, nämlich: 

X ^ a^ x^ BD^ X :EE acJD. 

Dies sind die im Texte mit a, h^ d bezeichneten Punkte. Soll nun weiterhin 

axBcBx =\= 0, aber axBcBxB-^ .= 

sein, so können wir da.für schreiben: 

D^ eee; axBcBx e^ axBcB . x. 

Also liegt X auf D^. Multipliciren wir diese Gleichung mit D, das Er- 
gebniss mit c, dann mit B und schliesslich mit a, so kommt nach und nach 
durch Anwendung der Eeduktionsregel : 

B^B EEE axBcB . X . B ^^ axBcB^ da axBcB'^B^ 

B^Bc ^ axBc . B . c ^^ axBc^ da axBc^c^ 

B^BcB ^ axB , c . B ^ axB^ da axB'^B^ 

B^BcBa -~E: ax . B . a -^ ax^ da ax^a. 

Also liegt X auf B^BcBa. Weil x auf B^ liegt, wie wir vorher sahen, 
so folgt: 

X ^ B^BcBaB^. 

Diesen Punkt nennt Grassmann e^. Pormuliren wir dies Ergebniss: 

Haben a, i?, c, D, B-^ allgemeine Lage, so ist das planime tri sehe 
Produkt axBcBxB^ nur für folgende Punkte x gleich Null: 

x^EiCi^ x^BB^ xEBacB, x^~i B^BcBaB-^. 

Jetzt nehmen wir an: 

axBcBxB-^ =^ 0, aber axBcBxB^c^ = 0. 

Hierfür lässt sich schreiben: 

axBcBx . Dj^ . q = 0, 

das heisst c^^ muss mit axBcBx und D^ vereint sein. Aber im Allgemeinen 
liegt c^ nicht auf B-^. 

Nunmehr setzen wir: 



a 



xBcBxB^c^ =f= 0, aber axBcBxB^c-^B^ = 0, 



wobei sich analog ergeben würde, dass q auf B-^ liegen müsste, was im 
Allgemeinen nicht der Fall ist. 
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Setzen wir jetzt: 

axBcBxB-^C-^B^ =|= 0, aber axBcDxJD^c^B^x = 

und nehmen wir, wie dies Grassmann anf S. 62 unten thut, B ^ B^ an, 
so folgt, dass X auf den beiden Geraden axBcJDxB^c^ und B liegt. 
Daher ist 

X ^ axBGBxB^c-^B. 

Da x^B^ so ist axB^x^ sodass bleibt: 

X EE: xcJDxB^c^B, 

Da xG^x^ so ist xcBx'rEE. xc^ sodass bleibt: 

x'^EiXcB^c^B. 

Multiplikation mit q giebt, da xcB^c^^c^\ 

XG^ ^ XgB^G-^. 

Multiplikation mit B^ giebt, da xcB^^B^i 

XG-^B-^ ^ xgB^. 
Liegt X nicht auf D-, , so giebt Multiplikation mit x^ da xg-^^^x und xg^x: 

%AJ \J-i 1 '. xAJ \J 4 

das heisst x liegt auf gg^. Da x auch auf B liegt, so ist dann x^^ gg^B. 
Diesen Punkt nennt Grass mann f. Wenn dagegen x auf D^ liegt, so 
kommt X E^ BB^^ und dies ist Grassmanns Punkt 7%. Wir sehen somit: 
Haben a, B^ c, D, B-^ und c-^ allgemeine Lage, so ist das 
planimetrische Produkt cixBgBxB^g^Bx nur für folgende Punkte 
X gleich Null: 

x^E a^ x^E^ BD, X ^ acD, 

x^B^BcBaB^, x^cc^B, xeeBB^. 

Es sind dies Grassmanns Punkte a, li^, d^ e^, f, Zi;^. Entsprechend ist 

ci^xBg-^B^xBgBx = 
für die sechs Punkte: 

x^ BB^G-^Ba-^B, x'^g-^gB, xeeBB, 

die Grassmann mit cf-^, Ä;^, 6^j^, e, f, h bezeichnet. Insgesamt erhalten 
wir also wirklich neun verschiedene Punkte wie im Text. 

Zu S. 64, Z. 12 — 16. Hier haben wir den Originaltext abändern 
müssen, weil er einen für das Spätere belanglosen Irrthum enthält. Ygl. 
das Verzeichniss der Abweichungen. 

Zu S. 64, Z. 20 u. f. Hier nimmt Grassmann eine Vereinfachung 
vor, bei der er stillschweigend voraussetzt, dass von den gegebenen Punkten 
und Geraden nur c und q verändert werden. Diese wählt er so, dass k 
mit G und \ mit e-^ zusammenfällt. Um dies rechnerisch zu erreichen, 
verfahren wir so: Da 

h = J5D, e = DD^G^Ba^B, 
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also h und e von c unabhängig sind, so fragt es sich zunächst nur, wie c^ 
zu wählen ist, damit fc EEL e oder 

wird. Wenn man diese Gleichung mit a^^ multiplicirt, so kommt: 

BJ)a^^= BJD^c-^Ba^^ da BB^c^Ba^"^ a^. 
Multiplikation mit B giebt: 

BBeepBB^c^B, da BD^^B und BB^c^B^^B. 

Multiplikation mit c^ giebt: 

BBc^^ BB-^c^^ da BB-^c-^^c^. 

Liegt q nicht auf 7), so giebt die Multiplikation mit B die Gleichung 
BB 1-:^ BB^^ die falsch ist. Daher ist c-^ auf B zu wählen. Alsdann 
reducirt sich die ursprüngliche Forderung (a), da dann BB-^c^^E B, 
BBa^B "^ BB ist, auf eine Identität. Entsprechend ist c auf D^ zu 
wählen. 

Durch diese besondere Wahl von c und q wird erreicht, dass von 
den drei Schnittpunkten d^ e, h bez. d-^^ e^^ \ der Geraden D bez. D^ mit 
der Kurve dritter Ordnung je zwei, nämlich e und li bez. e-|^ und \ zu- 
sammenfallen, sodass D und B^ die Tangenten der Kurve in e und e^ werden. 
Zu S. 65, Z. 1 Druckfehler: c und c^ sind zu vertauschen. 
Zu S. 65, Z. 7 — 15. Denn alle Kurven dritter Ordnung durch acht 
gemeinsame Punkte haben noch einen Punkt gemein. Durch die acht 
Punkte e, e-^ (beide doppelt zählend), d^ d-^^ a, % lässt sich aber eine zer- 
fallende Kurve dritter Ordnung legen, bestehend aus den Geraden ed^ e^d-^ 
und aa^^ von denen die ersten beiden die ursprüngliche Kurve in e und e-^ 
berühren. Wählt man a und a-^ wie im Text, so liegt f nicht auf dieser 
zerfallenden Kurve und ist daher auch nicht der neunte Punkt, den alle die- 
jenigen Kurven dritter Ordnung gemein haben, die durch e, e-^^ d, d^^ a, % 
gehen und ed und e^d-^ zu Tangenten in e bez. e^ haben. Daher giebt es 
nur eine Kurve dritter Ordnung durch e, e^^ d^ d-^^ a, % und f, die ed 
und e-^d^ zu Tangenten in e bez. e^^ ^^'^• 

Zu S. 66, Z. 1 — 6. Diese Erzeugung aller Kurven dritter Ordnung 
heisst heutzutage allgemein die Grassmannsche. Vgl. jedoch unsere aus- 
führliche Anmerkung zu S. 97, aus der hervorgeht, dass es nicht richtig 
ist, blos diese specielle Erzeugung nach Grassmann zu benennen. 

Zu S. 70, Z. 17 f. V. u. A. F. Möbius, Der barjcentrische Calcul 
u. s. w., Leipzig 1827, § 136—138 auf S. 172—177, § 70 auf S. 83, 84. 
Siehe auch Möbius Ges. Werke Bd. I, S. 161—166, S. 92f. 

Zu S. 70, Z. 11 u. 10 V. u. Es handelt sich um die rationalen 
Kurven oder Kurven vom Ge schlechte Null. 
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III. Ueber die Erzeugung der Kurven dritter Ordnung durch 
gerade Linien und über geometrische Definitionen dieser 

Kurven. 
Grelles Journal Bd. 36 (1848). 

Zu S. 73, Z. 2 des Textes. Julius Plücker, Ueber Kurven dritter 
Ordnung und analytische Beweisführung, Grelles Journal Bd. 34 (1847), 
S. 329 — 336. Wir führen folgende Stelle daraus an: 

„Die Geometrie der höheren Kurven kann der Algebra und ihrer Be- 
griffs-Bestimmungen nicht entbehren. Es giebt nicht einmal eine geome- 
trische Definition einer Kurve dritter Ordnung, und wo es keine allgemeine 
Definition giebt, da giebt es auch keine methodische Behandlung. Die 
Bestimmung einer Kurve dritter Ordnung als einer solchen, die von einer 
geraden Linie in drei Punkten geschnitten wird, ist die geometrische Um- 
schreibung einer algebraischen Definition Die allgemeinste geometri- 
sche Definition einer Kurve dritter Ordnung wäre nach meiner Meinung 
immer noch diejenige, welche als Interpretation der Gleichung .... sich 
ergiebt . . . . : 

„„Wenn vier gerade Linien (^), (g), (r) und (s) gegeben sind, so ist 
der geometrische Ort solcher Punkte, für welche das Produkt aus den Ab- 
ständen von den drei ersten gegebenen geraden Linien zu dem Kubus des 
Abstandes von der vierten geraden Linie in einem gegebenen Verhältniss 
steht, eine Kurve dritter Ordnung."^' Aber wer würde es unter- 
nehmen, aus der vorstehenden, oder aus irgend einer andern Definition, auf 
geometrischem Wege, die Eigenschaften der Kurven dritter Ordnung syste- 
matisch abzuleiten?''. 

Als Plücker dies schrieb, kannte er vermutlilich die Grassmannsche 
Definition (oben S. 66) nicht. Das Heft von Grelles Journal, in dem die 
Plücker sehe Abhandlung steht, ist übrigens das letzte, in dem sich rein 
mathematische Abhandlungen von Plücker finden, der bekanntlich damals 
genöthigt wurde, sich der Physik zuzuwenden. Plücker ist auf die Grass- 
mannsche Keklamation nicht zurückgekommen. 

Zweifellos ist Plücker im Unrecht, wenn er behauptet, dass es keine 
rein geometrische Definition der Kurven dritter Ordnung gebe , denn 
die Grassmannsche Definition ist rein geometrisch und allgemein«, die 
Frage, ob man mit Hülfe dieser Definition nun auch die Kurven etwa 
punktweise, vielleicht mittels Lineals und Zirkels, zu zeichnen vermöge, kommt 
ja hierbei nicht in Betracht. Wenn aber Plücker wünscht, „auf geome- 
trischem Wege die Eigenschaften der Kurven dritter Ordnung systematisch 
abzuleiten", so thut wohl das, was Grassmann in der Abhandlung II über 
die Kurven dritter Ordnung beigebracht hat, diesem Wunsche nicht Genüge. 
Zu S. 75, Fig. 15. Diese Figur ist im Original nicht vorhanden. Sie 
soll das Verstehen der Betrachtung auf S. 75 unten erleichtern. 

Zu S. 75, Z. 11 — 17. Der rechnerische Nachweis gestaltet sich so: 
Nach Fig. 14 ist die Gleichung der Kurve: 

Nun ist xaCh = für x ^ <%, xa^C^'b^ = für x^^ a^^ xä = für 
x^E: d. Hiermit sind drei der neun Punkte e-efunden. Auch aus der For- 
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derung, dass das Tbeilprodukt xaCh . xa^C^\ = sei, könnten wir einen 
Punkt finden [nämlich x ^E hb^Ca . (hb-^O-^a-^J]^ aber diesen Punkt benutzt 
Grassmann nicht. Da die drei Paktoren xaCb^ xa^Ö^b^^ xd gerade 
Linien sind und deshalb in beliebiger Reihenfolge geschrieben werden 
können, so kommen wir dazu, das Theilprodukt 

xaCb . xd === 

zu setzen unter der Voraussetzung: xaCb =^ 0^ xd =^ 0. Dann ist: 

(a) xaCb^xd. 

Multi]Dlikation mit C giebt, da xaC^C: 

xciG ^E£ xdC. 

Liegt X nicht auf 0, so giebt Multiplikation mit x^ da xa^x^ xd'^X'. 

xa 'EE: xd^ 

das heisst x liegt auf ad-^ aber dann ist xa'^^ xd^^ ad^ sodass die Forderung 
(a) ergeben würde: ad Ob ^E: ad^ was im Allgemeinen nicht der Pall ist. 
Demnach ist x auf G zu wählen. Dann giebt (a) sofort xb ^EE xd^ das heisst 
X liegt auch auf db'^ demnach ist XEEdbC ein Punkt der Kurve. Dieser 
sowie der analog zu findende Punkt x EE db^ C^ kommt im Texte vor. 
Jetzt setzen wir das Theilprodukt 

(/3) xaCb (x % C^ b^)x = 

unter der Voraussetzung: xaCb (pcci-^C-^b^) =|= 0. Hierfür lässt sich schreiben: 

xaCb {poa-^Cyb-^ ^ x. 

Multiplikation mit b giebt: 

(y) xaCb -EE: xb^ da xaCb^b^ 

vorausgesetzt, dass nicht auch xa^C^b^^b wäre. Aber in diesem Palle 
käme xb=^0^ das heisst x^b^ und dieser Punkt erfüllt die Forderung 
(/3) im Allgemeinen nicht. Analog (y) kommt auch: 

(d) xa^G^b^ =EE xb^. 

Multipliciren wir (^) mit C und ((J) mit G-^^ so kommt: 

xaG ^ xbG^ xa^G^EEz xb-^^G-^^. 

Liegt X weder auf noch auf 0-^, so giebt Multiplikation mit x: 

X Cv \ Xü^ X Cv-j ': XO-i , 

das heisst es geht der Kurvenpunkt x^ ab . a-j^b-^^ hervor. Liegt dagegen x auf 0, 
aber nicht auf 0^, so giebt die erste Gleichung durch Multiplikation mit x 
eine Identität, die zweite aber xa-^ ^ xb-^^ das heisst x liegt auch auf a^b^^ 
demnach ist x EE. a^ b^ G, Liegt drittens x nicht auf (7, wohl aber auf G-^ , 
so kommt analog x ^ abG^. Liegt endlich x auf G und auf G^ , so ist 
x=GG^. 

Dass alle gefundenen neun Punkte wirklich die Kurvengleichung er- 
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füllen, erkennt man ohne Mühe. Z. B. für x^^^CC-^ ergiebt sich, da dann 
xaC^ GG^^ xa^C^^ GG^ ist, sofort: 

xaCh{xa^G^\)x = GG^h {GG^\) (GG^) = 0, 

weil GG^lrsCC^ und GG^\^GG^, 

7au S. 76, Z. 20 u. 19 v. u. Diese Festsetzung ist nöthig wegen des 
Späteren, siehe Z. 7 v. u. 

Zu S. 77, Z. 9 u. 8 V. u. Grassmann selbst beweist dies Abh. XIV, 
S. 225. 

Zu S. 78, Z. 17 u. 18. Deutlicher: „Die Punkte und die Geraden 
will ich Elemente nennen". 

Zu S. 79, Z. 1 u. 2, 5 — 9. Dies ist nicht genügend begründet. Wir 
kommen hierauf bei einer Stelle der nächsten Abhandlung zurück (siehe 
Anm. zu S. 83, Z. 7 v. u. u. f.). 



IV. Der allgemeine Satz über die Erzeugung aller alge- 
braischer Kurven durch Bewegung gerader Linien. 
Grelles Jorn^nal Bd. 42 (1851). 

Zu S. 82, Z. 11 u. 10 V. u. Nämlich so: d wird beliebig gewählt 
(vgl. Fig. 35), darauf durch Parallelenziehen de gleich ca bestimmt, ebenso 
di gleich cg^ nunmehr cd mit fe in Ti 
zum Schnitt gebracht und cg mit M in li. 
Alsdann ist 

ca : cf = de : cf == di : ch = cg : eh. 

Zu S. 82, Z. 3—1 V. u. Aus dem 
Beweise erhellt, wie der auf S. 81 aus- 
gesprochene zweite Theil des Hauptsatzes, 
,,dass jede algebraische Kurve auf die 
in dem Satze angegebene Weise erzeugt 
werden kann'', aufgefasst werden soll. 
Während nämlich zuerst gezeigt worden ist, dass ein solcher linealer 
Mechanismus, der durch eine planimetrische Gleichung vom ^-ten Grade 
hinsichtlich des veränderlichen Punktes dargestellt wird, eine Kurve von 
höchstens ^-ter Ordnung erzeugt, wird zweitens bewiesen, dass sich 
jede Kurve ^-ter Ordnung durch einen solchen linealen Mecha- 
nismus erzeugen lässt, dessen planimetrische Gleichung hin- 
sichtlich des veränderlichen Punktes von mindestens ^-ter Ord- 
nung ist. Die niedrigste Ordnung n wird nur in Ausnahmefällen erreicht. 
Allerdings zeigt Grassmann in den Abhandlungen III und VII, dass für 
jede Kurve bis zur vierten Ordnung ein linealer Mechanismus von ent- 
sprechender Ordnung angegeben werden kann. Worauf es beruht, dass die 
Verwandlung der analytischen in eine planimetrische Gleichung im All- 
gemeinen mit einer Erhöhung der Ordnung verbunden ist, deutet Grass- 
mann selbst weiter unten an, und wir werden darauf zurückkommen. 

Zu S. 83, Z. 9. Deutlicher: „Sowohl die Punkte als auch die Geraden 
nenne ich Elemente". 

G-rassmaun, Werke II. 25 
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mg. 36. 




Zu S. 83, Z. 7 V. u. u. f. Niolit jeder lineale Mechanismus ist das, 
was Gr rassmann eine Yerkettung gerader Linien nennt. Man betrachte 

z. B. den in Eig. 36 angegebenen Mechanismus, 
bei dem die Punkte und Geraden a^, ag, B^^ B^^ 
c^ , Cg , 6^1 , (^2 , e, fi-, /2 ^^^^ ? dagegen die Punkte 
x^ y^ ^, ^^ und die sonstigen Yerbindungsgeraden 
und Schnittpunkte beweglich sind. Der Punkt x 
beschreibt die durch die Gleichung 

X a^ B^ c^ {x ä^ f^ [x «2 B^ c^ {x d^) /g] ^ ^ = 

dargestellte Kurve fünfter Ordnung. Die Punkte 
y und ^ beschreiben je eine Kurve siebenter Ord- 
nung, z. Iß. y die Kurve; 

y Ci A % (2/ '^i) e {y A) /a [y % ^1 % (^ ^1) «'2 -^2 ^2] »^^2 [^ ^1 A % (^ ^1) J = ö- 

Dagegen ist es unmöglich, für den Punkt u eine planimetrische 
Gleichung aufzustellen, obgleich dieser Punkt eine algebraische Kurve 
beschreibt, die von höchstens achter Ordnung ist. Denn, um die Bahn 
von u zu untersuchen, fragen wir uns, wie viele Punkte ^i auf einer be- 
liebig, aber bestimmt gewählten Geraden 6r gelegen sind. Wird u auf G 
gewählt, so muss einerseits 

xa-^B^c^{xeG-f-^xä^ = 
und andererseits 

xa^B<^c^{xeGrfc^xd^ = 

sein. Erfüllt x diese beiden Bedingungen, so ist xeG einer der gesuchten 
Punkte it, sobald x nicht mit e zusammenfällt. Nun aber stellt jede der 
beiden angegebenen Gleichungen eine Kurve dritter Ordnung dar, deren 
Allgemeinheit Grassmann auf S. 76, 77 nachgewiesen hat. Sie haben 
neun Punkte gemein, aber einer davon ist der auszuschliessende Punkt e. 
Demnach giebt es höchstens acht Punkte tt, die auf G gelegen sind. Die 
Bahn des Punktes u ist somit eine Kurve von höchstens achter Ordnung. 
Wendet man auf diesen Mechanismus den Text Grassmanns, S. 83, 
an, so erkennt man sofort, dass der Mechanismus allerdings für die Punkte 
x^ y und z jedesmal eine geschlossene Verkettung gerader Linien vorstellt, 
aber nicht für den Punkt ii. Denn von %t gehen drei offene Piguren uf-^y^ 
iiex^ iif^ß aus, von denen aber keine zwei, wie es der Text verlangt, un- 
mittelbar an einander geschlossen werden. 

Andererseits darf man aber gewiss die Art, wie hier der Punkt ii sich 
zu bewegen gezwungen ist, eine „durch blosse gerade Linien bedingte Er- 
zeugung'' einer algebraischen Kurve nennen, wie sich Grass mann auf 
S. 79, Z. 1 u. 2, ausdrückt. Infolgedessen hat die Bemerkung auf S. 79, 
Z. 5 — 9, keine Beweiskraft. 

Wir sehen: Ausser den Grassmannschen geschlossenen Ver- 
kettungen gerader Linien giebt es noch andere lineale Mecha- 
nismen zur Erzeugung algebraischer Kurven. Jedoch können wir 
sogleich einschränkend hinzufügen: Grass mann hat bewiesen, dass 
sich jede algebraische Kurve durch, eine geschlossene Verkettung 
gerader Linien, erzeneren lässt. 
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Zu S. 83, Z. 7 V. u. Nach dem unmittelbar Vorhergehenden müsste 
hier vor Verkettung das Wort „geschlossene" eingeschaltet sein. 

Zu S. 84, Z. 12 — 9 V. u. Die Doppelpunkte kann man so nachweisen: 
Geht von x eine doppelt zählende offene Mgur xa . . , aus, so tritt die 
Gerade xa oder ax zweimal in der planimetrischen Gleichung auf. Ins- 
besondere können wir mit ihr die Verkettung schliessen, sodass die Kurven- 
gleichung die Form hat: 

iax) . . . ax = 0^ 

wobei die Punkte Faktoren darstellen, die ausser festen Punkten und Ge- 
raden den Punkt x noch (n — 2)-mal enthalten, sobald die ganze Gleichung 
vom n-ten Grade ist. Wird das Theilprodukt^ das nach Streichung der 
beiden letzten fortschreitenden Paktoren a, x übrig bleibt, mit u^ bezeichnet, 
so ist u^ vom (n — l)-ten Grade und enthält dabei einmal den Paktor ax^ 
während 

u^ax = 

die Gleichung der Kurve ^^-ter Ordnung ist. Vom Kurvenpunkte a aus ziehen 
wir eine beliebige Gerade, etwa nach dem beliebig, aber fest gewählten 
Punkte m. Wir fragen nach den Schnittpunkten x der Geraden am mit 
der Kurve. Pur solche Punkte x ist ax^ am. Setzen wir in u^ für den 
Paktor ax demnach am, so geht ein Produkt v^ hervor, das x nur noch 
(n — 2) -mal enthält. Nach der Kurvengleichung liegen die gesuchten 
Punkte X einerseits auf der mit x veränderlichen Geraden v^a.^ andererseits 
auf der festen Geraden am. Sind beides verschiedene Gerade, so ist a 
ihr Schnittpunkt. Sie liefern also dann den schon bekannten Punkt x 'i^E a. 
Fallen beide Gerade zusammen, so liegen die drei Punkte ^^,, a, m auf einer 
Geraden, sodass 

v^am = 

ist. Dies aber ist eine planimetrische Gleichung (n — 2)-ten Grades in x. 
Also hat die durch a beliebig gezogene Gerade am mit der Kurve n-ter 
Ordnung ausser a nur noch n — -2 Punkte gemein. Daher ist a ein 
Doppelpunkt der Kurve. 

Zum letzten Absatz der Abhandlung: Die Grassmann'sche Methode 
der Verwandlung einer algebraischen Gleichung f(x^ y) = in eine plani- 
metrische Gleichung genügt zwar vollständig zum Beweise des zweiten 
Theiles des Hauptsatzes, ist jedoch, wie Grassmann hier selbst zugiebt, 
praktisch nicht vollkommen. Um dies klar zu machen, geben wir hier das 
Grassmann sehe Verfahren in symbolischer Darstellung wieder: 

Es sei Ä^ die :r-Axe, Ä^ die ^-Axe, Ä^ die unendlich ferne Gerade, 
ferner % der unendlich ferne Punkt von Ä^ und ctg der unendlich ferne 
Punkt von Ä^. Der Punkt mit den Koordinaten x = 1^ y = ^ sei mit e 
bezeichnet, die Parallele zu A^^ durch ihn treffe A-^ in e^, und die Parallele 
zu A^ durch e treffe A^ in e^. (Siehe Fig. 37, nächste Seite.) 

Alsdann besteht, die Grassmannsche Methode in Folgendem? Man 
muss erstens ein Mittel haben, die Koordinaten ^, y eines beliebigen Punktes 
p der Ebene durch Punkte [x\ \ij] der rr-Axe A^ darzustellen, die x bez. y 
zur Abscisse habem Zweitens muss man, wenn u und v irgend zwei Punkte 
der X'Ax^ sind, den Punkt \u -\- v] der x-kxQ zu finden wissen, dessen 

25* 
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Abscisse gleich der Summe der Abscissen von. u und v ist, und drittens 
muss man den Punkt [uv] der ^-Axe finden können, dessen Abscisse gleich 
dem Produkt der Abscissen von ii und v ist. Die planimetrischen Pormeln : 



(1) 

(2) 
(3) 
(4) 



siehe Fig. 37, 



[it -\- v'] EE; tie2Ä^[va2{ea-^)^Ä^, siehe Pig. 38, 
[uv^^ueÄ2[va2{ea^)^Ä^^ siehe Fig. 39, 



Eig. 37. 



Fig. 39. 




geben die Lösungen dieser Aufgaben. 

Will man nun eine analytische Gleichung f(x^ y) = planimetrisch 
schreiben, so stellt man zunächst jeden darin auftretenden konstanten Faktor 
durch einen Punkt der ^-Axe dar, dessen Abscisse die betreffende Konstante 
ist. Durch (l) und (2) werden auch x und y selbst so dargestellt. Durch 
fortwährende Anwendung von (3) und (4) auf x^ y^ auf die Konstanten und 
auf die aus ihnen durch Addition und Multiplikation hervorgehenden Aus- 
drücke ergeben sich dann nach und nach alle in f(x^ y) auftretenden Sum- 
men und Produkte. Schliesslich wird dadurch die Summe aller in f(^x^ y) 
auftretenden Glieder, die x und y enthalten, durch einen Punkt w der 
^-Axe dargestellt, dessen Abscisse der Werth dieser Summe ist. Ist ferner 
c das in f(x^ y) auftretende konstante Glied, so sei C die Parallele zur 
^-Axe mit der Abscisse — c. Alsdann verlangt f(x^ y) = 0, dass jener Punkt 
w im Schnittpunkt der ^-Axe mit C liege , sodass tvC = die gesuchte 
planimetrische Gleichung ist. Dabei ist w ein planimetrisches Produkt, das 
ausser dem veränderlichen Kurvenpunkt p nur feste Punkte und Geraden 
enthält. 

Um z. B. die Hyperbel 

xy -\- c = 

darzustellen, bilden wir den Punkt [xy^ der ;:c-Axe, dessen Abscisse xy ist, 
indem wir (4) anwenden, worin für ii und v die Werthe (l) und (2) zu 
setzen sind. Dann kommt die zugehörige planimetrische Gleichung: 

p a^ A^ eÄ^ [p a^ Ä^ {e^ e^ Ä^) A^ a^{e %)] ^^0 = 0, 

die, wie man sieht, auch vom zweiten Grade in p ist. 

Im allgemeinen jedoch wird der Grad der planimetrischen Gleichung 
in p höher als der Grad der analytischen Gleichung /'(;2^, ^) ^-= 0. Der 
Grund dafür ist, dass sich der Summenpunkt \u -]- v\ zweier Punkte u 
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und V der ^-Axe nach (3) als Produkt darstellt, das ii und v als Fak- 
toren enthält. Ist also z. B. ii ein planimetrisches Produkt, das a-mdl den 
Faktor p enthält, v eines, das ß-mal den Faktor p enthält, so enthält das 
planimetrische Produkt, das [t^ + ^] darstellt, den Faktor _p (a -f- j(3)-mal. 
Wenn z. B. der Kreis: 

x^ -\- y"^ -\- G = 

dargestellt werden soll, so findet man: Das Produkt, das x^ darstellt, ent- 
hält p zweimal, ebenso das Produkt, das y^ darstellt. Das Produkt also, 
das x^ -f- y'^ darstellt, enthält p viermal. Die zugehörige planimetrische 
Gleichung wird also eine Yom vierten Grade. Allgemein: 

Die planimetrische Gleichung, die durch das Grassmannsche 
Verfahren aus einer geordneten algebraischen Gleichung f{x^ y) = 
hervorgeht, ist in dem veränderlichen Punkte p von demjenigen 
Grade, der gleich der Summe der Grade aller Glieder in f{x^y) 
hinsichtlich x und y ist. 

So giebt z. B. die Hyperbel xy ~\- c = eine Gleichung zweiten 
Grades, dagegen die Parabel x'^ — y = ^ eine dritten und der Kreis 
x^ -{- y^ -{' G = eine vierten Grades. 

Nun erhebt sich die Frage: Angenommen, eine algebraische Gleichung 
^-ten Grades f(x^ y) = ^ ist durch das Grassmann'sche Verfahren in eine 
planimetrische Gleichung {n -\- m)-ten Grades verwandelt worden, was für 
Kurven werden alsdann durch die letztere Gleichung ausser der 
Kurve ^-ter Ordnung dargestellt? Grassmann behauptet auf S. 85 
zum Schluss, dass dies nur die m-fach zählende unendlich ferne Gerade A^ sei. 
In der That erkennt man dies, wenn man homogene Koordinaten ein- 
führt: Das Koordinatendreieck bestehe aus den Geraden A^^ A^^ ^3, sodass 
der unendlich ferne Punkt a^ der x-Kx.q die Koordinaten 1, 0, 0, der un- 
endlich ferne Punkt a^ der y-ÄxQ die Koordinaten 0, 1, und der An- 
fangspunkt die Koordinaten 0, 0, 1 hat. Der Punkt e, der Einheitspunkt, 
soll die Koordinaten 1, 1, 1 haben. Alsdann hat A^ die Linienkoordinaten 
0, 1, 0, ^-2 ^i^ Linienkoordinaten 1, 0, und A^ die Linienkoordinaten 
0, 0, 1. Ferner sind die Koordinaten von e^ gleich 1, 0, 1, die von e^ 
gleich 0, 1, 1. Hat nun p die Koordinaten x-^^ x^^ ^3, so findet man durch 
fortgesetzte Matricenbildung aus (l) und (2) sofort die der Punkte \x\ und 
\jj] der ^-Axe und zwar, wie von vornherein zu erwarten ist, die Koordi- 
naten x^^ 0, x^ für \x\ und die Koordinaten x^^ 0, x^ für [y\. 

Wenn nun der Punkt ii der x-kxQ die Koordinaten %, 0, u^ und 
der Punkt v der x-äxq die Koordinaten v-^^ 0, v^ hat, so liefert fortgesetzte 
Matricenbildung nach (3) und (4) die von \ii -\- v\ und [uv\. Danach 
hat der Summenpunkt \}i -\- ^] die Koordinaten: 

(5) %^3 + %%^ Ö5 %% 

und der Produktpunkt \uv\ die Koordinaten 

Wendet man dies an auf die Bildung derjenigen Punkte der a;-Axe, 
deren Abscissen x^^ xy^ y'^ u. s. w. sind, so findet man, dass allgemein [^'^^'^] 
die Koordinaten x^x^^ 0, ;rg+/^ hat. Ferner hat der Punkt der ^-Axe, 
dessen Abscisse gleich ax^y^ ist, die Koordinaten ax^x^l^ 0, ^3+'^ da der 
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Punkt [a] der ^-Axe die Koordinaten a, 0, 1 hat. Wollen wir aber 
die Summe: 

(6) ax^'i/ + hxy/ 

durch einen Punkt der x-Axe darstellen, so haben wir in den Werthen (5) 
für ii^ und it^g die Werthe ax^xi^^ ^3+/^^ und für v-^^ und v.^ die Werthe 
txlx^j xl'^^ zu setzen, sodass der gesuchte Punkt der x-Axe die Koordi- 
naten hat: 

(7) axfxl^xy+^ -{-hxlxlx'^+^, 0, xl+ß+r^^. 

Ist etwa a -{- ß ^y -\- d^ so hat also derjenige Punkt der a;-Axe, der die 
Summe (6) darstellt, solcbe homogene Koordinaten (7), von denen sich der 
Faktor ^^+^ absondern lässt, sodass die übrigbleibenden Koordinaten: 

ax^x^^ + 'bxlx^^x'^+(^~y~\ 0, xl+(^ 

genau von dem Grade a -\- ß sind, der der höchste Grad in (6) ist. 

So ergiebt sich, indem man alle Glieder in f(x^ y) summirt, dass 
schliesslich derjenige Punkt der :r-Axe, der die Summe aller veränderlichen 
Glieder in fix^y) darstellt, homogene Koordinaten hat, von denen sich 
^3 so oft absondern lässt, als die Summe s aller Grade aller ein- 
zelnen Terme die Ordnung n der Kurve f{x^y) = übersteigt. 
Mithin stellt die schliesslich hervorgehende planimetrische Gleichung, sobald 
man sie in homogenen Koordinaten schreibt, analytisch eine Gleichung von 
der Form dar: 

Xn (p \Xh , Xn , ^^) " " ' ■ ^ ) 

WO (p homogen und ganz vom ^-ten Grade in X-^^X2') Xq ist. Demnach stellt 
die planimetrische Gleichung ausser der Kurve 7^-ter Ordnung 
cp = oder f{x^y) = noch die (s — :?^)-fach zählende unendlich 
ferne Gerade x^ = dar. Dabei ist s die Summe der Grade aller 
Terme der Gleichung f(^x^ y) = 0. 

Immerhin lässt sich die Potenz, in der die unendlich ferne Gerade 
auftritt, häufig dadurch erniedrigen, dass man vor der Anwendung des 
Grassmann sehen Verfahrens die Gleichung f(x^ y) == anders schreibt. 
Man bemerkt nämlich nach (5), dass derjenige Punkt der x-Axe^ der die 
Summe aus ax^y(^ und aus einer Konstanten h darstellt, die homogenen 
Koordinaten: 

^^«4+54+/^; 0, x'^+i^ 

hat, die vom selben Grade wie die Summe ax'^y^ -j- h selbst sind. Wenn 
man also die algebraische Gleichung f{x^ ^) = vor der Anwendung des 
Grassmann sehen Verfahrens auf eine solche Form bringen kann, in der 
sie ausser Produkten nur solche Summen enthält, die aus nur 
zwei Summanden bestehen, von denen der eine konstant ist, so 
hat die planimetrische Gleichung denselben Grad wie die analytische, 
vorausgesetzt natürlich, dass man die analytische Gleichung entsprechend 
der besonderen Form, auf die man sie gebracht hat, in eine planimetrische 
umwandelt. So z. B. kann man die Gleichung der Hyperbel: 

axy ~{~ ßx -\- yy -\- 8 = 0^ 
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deren direkte Umwandlung eine Gleichung vierten Grades liefern würde, 
zunächst auf die Form: 

{ax -\- h) {cy -|- 6?) -j- m == 

bringen. Konstruirt man nun nach und nach ax -{- h^ cy -\- d u. s. w., so 
kommt man zu einer planimetrischen Gleichung von nur zweitem Grade. 

Man kann das Grassmann sehe Verfahren noch etwas verbessern: 
Durch Veränderung des Axenkreuzes kann man ja jeden in ^, ^Z linearen 
Ausdruck zur Abscisse machen. Darin liegt, dass sich jeder Ausdruck 
von der Form 

ax + ßy -\- y 

durch einen Punkt der ^-Axe darstellen lässt, der J9 nur einmal als Faktor 
enthält. Verstehen wir nämlich unter G irgend eine solche feste Gerade, 
die eine Gleichung von der Form ax -\- ^y ^=^ Const. hat, so hat derjenige 
Punkt der ^-Axe, der aus dem Punkte j9 oder (^, y) durch Ziehen der 
Parallelen zu Gr hervorgeht, das heisst der Punkt ig{(jr A^ A-^^ die Abscisse 
(ax -f- ^y) : a. Ferner sei G derjenige feste Punkt der ^-Axe, dessen Ab- 
scisse gleich 1 : a ist. Nach (4) hat dann, wenn %i '^~-ig{GrA^A^^ v ^EE: c 
gesetzt wird, der Punkt 

jp{aA^A^eA^\Ga^{Ga-^~\A^ 

der ^-Axe die Abscisse ax -\- ßy. Ist ferner d der Punkt der ^-Axe mit 
der Abscisse y^ so giebt (3), wenn darin für ti der soeben gefundene Punkt 
und d für v gesetzt wird, den Punkt: 

2) (G-A^) A^ e A^ [c a^ (e a^)] A^ e^ A^ \d a^ (e %)] A^ 

der ^Axe, dessen Abscisse ax -\- ßy -\- y ist. Dies Produkt enthält aber 
der veränderliche Faktor p nur einmal. Hieraus folgt: 

Der Grad der planimetrischen Gleichung ist nicht höher als 
der Grad der analytischen Gleichung, sobald letztere Gleichung 
vor der Umwandlung auf eine solche Form gebracht werden 
kann, in der ausser Produkten nur zwei Arten von Summen auf- 
treten, nämlich entweder lineare Summen (wie ax -{- ßy -\- y) 
oder Summen von nur zwei Summanden, von denen der eine 
konstant ist. 

Dass Grassmann selbst die schwache Seite seiner Methode, sobald 
sie praktisch angewandt werden soll, erkannt hat, zeigen seine Ausführungen 
in der zweiten Ausdehnungslehre, Ges. Werke I, 2, S. 207, Z. 3 — 7. Wie 
er dort sagt, „ist es zweckmässig, zuerst die algebraische Gleichung durch 
Veränderung des Koordinatensystemes so umzugestalten, dass sie möglichst 
wenig variable Glieder enthält, ehe man zur Ableitung der planimetrischen 
Formel schreitet". Ebenda, Z. 10 — 15, behauptet er, dass die Kurve 

dritter Ordnung: 

]pc[r = m, 

bei der p, cj^ r lineare ganze Funktionen von x, y sind und m eine Kon- 
stante bedeutet, die folgende planimetrische Gleichung liefert (in der wir 
wie überall im Vorhergehenden j; statt x schreiben, trotzdem p soeben in 
anderer Bedeutung vorkam): 

paBc{ph)aCdEfp = 0. 
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Wir wollen dies hier zeigen und dadurch ein Versprechen erfüllen, das 
Herr Engel in Bd. I, 2, S. 436, Z. 10 — 13 gemacht hat. Dabei wollen 
wir so vorgehen, dass wir wahrscheinlich gerade den Gedankengang wieder- 
geben, der Grassmann selbst zu jener Behauptung geführt hat, indem wir 
einige Bemerkungen in einem Manuscripte Grass manns zur Richtschnur 

nehmen: Durch projektive Koor- 
dinatenänderung verwandeln wir 
die drei Geraden p = 0^ ^ = 0, 
r = in die Geraden: 

0^ = 0, ^ = 0, 1 — X — ^ = 0, 



Pig. 40. 




xy (1 — X — y) = m 

die Gleichung der Kurve ist. Es 
sei (siehe Fig. 40) der unendlich 
ferne Punkt der y-Axe mit a, 
der der x-Axe mit &, der An- 
fangspunkt mit c, der Punkt x==0^ 
y = 1 mit d und der unendlich 
ferne Punkt der Geraden x -\-y = 
mit f bezeichnet. Ferner sei Ö 
diese Gerade selbst, B die Gerade y = 1 und E die Gerade a? == m. Ist 
nun p ein beliebiger Punkt (^, y\ so giebt die Konstruktion paBc(ph) 
einen Punkt u mit der Abscisse xy. Daher ist paBc{ph)a diejenige 
Gerade parallel zur ^-Axe, deren Abscisse xy ist. Mithin hat der Punkt 

V EEE uaCäE^paBc(pb)aCdE 



die Abscisse m und die Ordinate 1 



m 
xy 



m, sodass er auf der Geraden 



^+9=1 - 



xy 



mg. 41. 



mit den laufenden Koordinaten ^, t) liegt. Diese Gerade ist zu C parallel, 
geht also durch f. Für J == ^, t) = ^ gelit die Gleichung der Geraden in 

die der Kurve dritter Ordnung in den 
laufenden Koordinaten x^ y über. Dem- 
nach muss, wenn p der Kurve angehören 
soll, p auf dieser Geraden liegen, die 
ihrerseits in der Form vf darstellbar ist. 
Folglich ist vfp^=0 oder: 

paBc{p'b)aCdEfp = 

in der That die gesuchte planimetrische 
Gleichung. 

Führt man die vorhin benutzte pro- 
jektive Koordinatenänderung nun wieder 
rückwärts aus, so geht die in Fig. 41 dar- 
gestellte Konstruktion der Kurve dritter 
Ordnung hervor. 
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Schliesslich sei hervorgehoben, dass die Grassmannsche Methode der 
Umwandlung der analytischen Gleichung in eine planimetrische, wie er sie 
in der gegenwärtigen Abhandlung giebt, die Koordinatenaxen ungleichartig 
benutzt, was sich wohl verbessern Hesse. Es sei uns gestattet, hier über- 
haupt die Vermuthung auszusprechen, dass sich die Methode der Umwand- 
lung noch erheblich verbessern lässt, und auf dies interessante Problem 
hinzuweisen. 



V. Die höhere Projektivität und Perspektivität in der Ebene; 

dargestellt durch geometrische Analyse. 

Grelles Journal Bd. 42 (1851). 

Diese und die folgende Abhandlung haben noch weniger als die übrigen 
Arbeiten Grassmanns Beachtung gefunden, obgleich sie von besonderer 
Wichtigkeit sind, was wir in einer nachfolgenden Anmerkung zu S. 97 noch 
näher begründen werden. In dem Lebensbilde, das ß. Sturm, E. Schröder 
und L. Sohncke im 14. Bande der Mathematischen Annalen, 1879, 
S. 1 — 45, von Grassmann gegeben haben, wird die vorliegende und die 
folgende Arbeit — ausser in der tabellarischen Uebersicht — überhaupt 
nicht berücksichtigt, was wohl dort bei den Erörterungen auf S. 18, 19 
hätte geschehen sollen. 

Zu S. 89, Z. 14 — 8 V. u. Dies ist ein Irrthum; die „aufgestellten 
Principien" allein reichen bekanntlich nicht zur Begründung dieses Funda- 
mentalsatzes der projektiven Geometrie aus. Es ist merkwürdig, dass 
Grassmann den hier erwähnten Satz nicht mit zu den „wichtigeren Er- 
gebnissen" rechnet. 

Zu S. 91, Z. 3 --7. Wie der Kegelschnitt (8) bei der Annahme, dass 
c auf D liegt, in zwei Gerade zerfällt, erkennt man methodisch so: Wenn 
xaB nicht mit D vereint ist, so ist nach der Eeduktionsregel xaBcB'^^.c^ 
da c^D^ sodass (8) ergiebt: 

cxg == 0, 

das heisst, dann liegt x auf cg. Wenn dagegen xaB mit D vereint 
ist, so ist 

xaBD = 0, 

das heisst, x liegt auf BDa, 

Zu S. 91, Z. 14 u. f. Die Frage, wann xaBcDxB^ == ist, haben 
wir in einer Anmerkung zu S. 63 methodisch beantwortet. Dort stand 
allerdings JD-^ statt B^. Das Ergebniss stimmt also mit dem auf S. 91, 
Z. 3 V. u., überein. 

Zu S. 91, Z. 17 — 15 V. u. Dass der Kegelschnitt xaBcx == zer- 
fällt, erkennt man methodisch so. Wir schreiben: 

xaBxc = 0. 
Ist X nicht vereint mit J5, so ist nach der Eeduktionsregel 

xaBx ^ {xa)Bx ^ xa^ 
das heisst, xac = 0-^ x liegt dann irgendwo auf ac. Ist dagegen x mit B 
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vereint, so ist xaB ^ x^ sodass die Gleichung des Kegelschnitts zur Iden- 
tität wird. 

Zu S. 91, Z. 9 — 8 V. u. Streng genommen ist diese Umkehrbarkeit auf 
S. 88 unten nich.t bewiesen, da die beiden ersten Faktoren von xaBcDB^ 
Punkte und die beiden letzten Geraden sind; aber der Beweis ist leicht 
analog zu bilden. 

Zu S. 93, Z. 9 V. u. Nämlich die auf S. 91 unten angegebenen vier 
Punkte. 

Zu S. 94, Z. 4 — 6 V. 0. Denn offenbar wird die Gleichung erfüllt, 
wenn x auf B^ liegt. Wenn aber x nicht auf B-^ liegt, so ist xB^ %m 
von Null verschiedener Zahlfaktor, der gestrichen werden darf, sodass die 
Gleichung (ll) hervorgeht. 

Zu S. 94, Z. 18. Zunächst nämlich kann die Gleichung auf Z. 14 
nach Umkehrung so geschrieben werden: 

B^B^c^B-^xBcBax = 0. 

Nun wird B^B^c^B-^ EE e-^ gesetzt, also: 

e-^xBcBax = 0. 

Wird diese Gleichung wieder umgekehrt, so geht die auf Z. 18 hervor. 

Zu S. 95, Z. 7. Die Punkte ^, für die XA = ist, werden erst 
von Z. 15 V. u. an betrachtet. 

Zu S. 95, Z. 9. Mit dem bestimmten Punkt ist der Punkt JLA gemeint. 
Zu S. 95, zweite Pormel (12). Hier hat sich in unseren Abdruck 
ein Druckfehler: B statt A eingeschlichen. 

Zu S. 95, Z. 6 — 3 V. u. Stillschweigend wird vorausgesetzt, dass 
weder pA noch qA für alle Punkte x gleich Null ist und dass die Kurven 
pA^==0 und c[A = nicht derart zerfallen, dass beide eine Kurve niederer 
Ordnung gemein haben. Im ersteren Palle würde die Zuordnung ausarten, 
im letzteren Palle müsste man diese gemeinsame Kurve eliminiren. 

Zu S. 96, Z, 9 — 13. Der nachfolgende Beweis dieses Satzes, der 
übrigens, wie der Text lehrt, auch für Produkte BQ von Geraden gilt, ist 
nicht ganz einwandfrei, da er wesentlich voraussetzt, dass die Kurven 
pB == und qB == keinen Zweig gemein haben. Er wäre daher besser 
so zu formuliren: Die Anzahl der Punkte x^ die ein von x abhängiges 
fortschreitendes Produkt pcj oder PQ gleich Null machen, ist, sobald es 
nicht unendlich viele derartige Punkte giebt, gleich a^ -\- aß -]- /3^, 
wenn x in p oder P gerade a-mal und in q oder Q gerade |3-mal auftritt. 
Ausserdem ist zu beachten, dass es vorkommen kann, dass ein Punkt x 
sowohl pq=\0 macht als auch den beiden Kurven pB=--0^ qB == 
angehört. Er ist alsdann doppelt zu zählen, wie der Gang des Be- 
weises lehrt. 

Zu S. 96, Z. 10 V. u. Gemeint ist: Die Kurven der Schar (12) haben 
die n^ festen Punkte gemein. 

Zu S. 97, Z. 17 — 15 V. u. Zwar erwähnt Grassmann hier nicht die 
Umkehrung dieses Satzes, wohl aber ist sie in dem Satze auf S. 102, 103 
der folgenden Abhandlung YI enthalten. Ygl. auch S. 103, Z. 17 — 19, wo 
er als Beispiel einen speziellen Fall herausgreift. Dass jede Kurve 
(n -j- w)-ter Ordnung in der im Satze angegebenen Weise erzeugbar ist. 
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hätte Grassmann hier auf Seite 97 mit wenigen Worten sagen können: 
Nach dem Satze auf S. 80, 81 lässt sich ja jede Kurve {n -f- m)-ter Ord- 
nung durch eine planimetrische Gleichung darstellen, die den veränderlichen 
Punkt X der Kurve {n -\- m)-mal als Eaktor enthält. Man sieht ohne 
weiteres, dass sich diese Gleichung stets auf eine solche Form 

x^ r = 

bringen lässt, in der X gewisse n Faktoren x und Y" die übrigen m Fak- 
toren X enthält, während A eine feste Gerade ist. Nun liegt der Fall des 
Textes vor, auf den der Satz von S. 97 anwendbar ist, das heisst: 

Jede ebene algebraische Kurve {n ~\- m)-ter Ordnung kann als 
Durchschnitt zweier projektiver Kurvenbüschel ^-ter bez. w-ter 
Ordnung erzeugt werden. Die n^ bez. m^ Scheitel der Büschel 
liegen auf der Kurve {n -f- w)-ter Ordnung. 

Man vergleiche hierzu noch S. 103 unten. Die Abhandlungen Y und YI 
von Grass mann sind 1851 erschienen, während M. 0ha sie s den speciellen 
Satz für ^ = 2, m = 1 erst 1853 in den Comptes Eendus Bd. 36, S. 943, 
und E. de Jonquieres den allgemeinen Satz erst 1858 in seinem Essai sur 
la generation des courbes geometriques, Mem. presentes par divers 
savants etc. Bd. 16, gab. Dennoch wird diese Erzeugungsweise der Kurven 
höherer Ordnung durch projektive Büschel von Kurven niederer Ordnung 
beständig Chasles und de Jonquieres zugeschrieben'^'). Man sehe z. B. 
A. Olebsch, Yorlesungen über Geometrie, bearb. von F. Linde- 
mann, 1. Band, Leipzig 1876, S. 376, ferner G. Salmon, Analytische 
Geometrie der höheren ebenen Kurven, .deutsch bearb. von 
W. Fiedler, 2. Aufl., Leipzig 1882, S. 494, und E. Pascal, Eeper- 
torium der höheren Mathematik, deutsch von A. Schepp, 2. Theil, 
Leipzig 1902, S. 148. In ClebscF obengenannten Yorlesungen finden 
sich in der Anmerkung zu S. 541 die Worte: „Es lässt sich zeigen, dass 
man so jede Grassmannsche Erzeugungsweise auf eine Ohaslessche zurück- 
führen, das heisst aus den Elementen der einen die der andern bestimmen 
kann". Und auch H. Schröter in seiner Arbeit: „Zurückführung der 
Grassmannschen Definitionen einer Kurve dritter Ordnung auf 
die von Chasles, Cayley und Hesse angegebenen Erzeugungs- 
weisen", Grelles Journal Bd. 104 (1889), S. 62—84, scheint nicht be- 
merkt zu haben, dass Grassmann selbst die Zurückführung der 
sogenannten Grassmannschen auf die sogenannte Ohaslessche Er- 
zeugungsweise in der gegenwärtigen Arbeit schon geleistet hatte. 
Dass dem in der That so ist, erläutern wir zum Ueberüuss an solchen 
Beispielen, die H. Schröter selbst in seiner Abhandlung benutzt. Zunächst 
knüpft er an die Grassmannsche Definition der Kurve dritter Ordnung an: 

axBcDxD^G-^B^xci-j^ = 0, 
die in der Arbeit II, in Grelles Journal Bd. 31 (1846), vgl. oben S. 62, 63, 



*) Doch erkennt zum Beispiel Gino Loria in seinem Nekrologe auf Jon- 
quieres, Bibliotheca Mathematica , 3. Folge, Bd. 3, S. 288, Anm. 5 (1902) die 
Priorität Grassmanns an, fügt aber hinzu: „mais qui lisait ou connaissait, 
vers l'annee 1860, les travaux de Tinventeur de l'Ausdehnungslehre?" 
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gegeben ist. Nach Grassmann verfahren wir nun so, dass wir die Glei- 
chung auf die Torrn 

XAY=0 

bringen, was sofort erreicht ist, wenn wir: 

setzen. B^ spielt also die Eolle der Geraden Ä des Textes. Auf ihr wird 
g beliebig gewählt. Dann ist nach (12), S. 95: 

Xg = 

bei längs Ä (oder B^) variirendem g die Gleichung eines Büschels und 
zwar eines Büschels von Kegelschnitten (n = 2), während analog 

die eines Strahlenbüschels mit dem Scheitel a^ ist. Beide Büschel sind zur 
Punktreihe g auf Ä (oder B^) projektiv und daher auch aufeinander pro- 
jektiv bezogen. Entsprechende Kegelschnitte und Strahlen beider Büschel 
schneiden sich in Punkten der Kurve dritter Ordnung. Nach S. 95, 96 
findet man methodisch die n^ oder vier Scheitel des Kegelschnittbüschels, 
indem man die Punkte x sucht, für die XB-^ = ist. Grass mann selbst 
hat auf S. 63, 64 gezeigt, dass es die vier Punkte 

a, BJD, acB^ D^BcBaB^ 

sind (vgl. auch unsere Anm. zu S. 63). Der in Schröters Arbeit 
S. 64 erwähnte Kegelschnitt 36^^^ ist nichts anderes als unser Kegelschnitt 
Xg = 0, und Schröter bestimmt auf S. 64, 65 auch diese vier Punkte 
von neuem. Zur Yergleichung diene die Angabe der Bezeichnungen. Statt 

X a B G D D^ c^ B^ a^ g 

schreibt Schröter: 

Schröter wendet sich dann zu der bei Grassmann oben auf S. 74 
angegebenen zweiten Definition der Kurve dritter Ordnung, die — vgl. 
Fig. 14 — so lautet: 

(xa^G^'b-^ {xd) (xaCh) == 0. 

Nach Grassmanns eigener Methode bringen wir diese Gleichung wieder 
auf die Form 

x^ r = 0, 

indem wir etwa: 

X^ (xa^ 0-L \) {xd)h^ Y^ xa^ A^ C 

setzen, sodass jetzt C der Träger der Punktreihe g ist und 

X^ == bez. Yg==0 

das Büschel von Kegelschnitten und das dazu projektive Strahlenbüschel 
mit dem Scheitel a darstellen. Die vier Scheitel des Kegelschnittbüschels 
gehen nach Grassmann, S. 95, 96, hervor, wenn man die Punkte x 
sucht, für die 

XA ^ {xa^C^\) {xd)'bC = 
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ist. Methodisch findet man sie so: Erstens ist xa^C-^\ = für 

Ist X nicht EEE a^, so muss dann xa^ und C^ mit d-^ vereint sein, das heisst 

X EE: % h^ C-^ . 

Zweitens ist xd = für 

X ^^ d. 
Drittens könnte 

xa^C^h^ ^ xd 

sein. Dann müsste h^ auf xd oder also x auf h^d liegen. Multiplikation 
mit C^ ergäbe: 

xüi^C^ ^ xdC-^^ 

das heisst x "EE a^dC^. Aber a^dC-^ liegt im Allgemeinen nicht auf b^d. 
Dieser dritte Fall ist daher ausgeschlossen. Endlich ist X = auch dann, 
wenn x a-^C-^h^^ unö. xd mit h vereint sind. Dann liegt x auf hh^C^a^ und 
auf Id^ also: 

X ^hh^C^a^ (hd). 

Die vier gefundenen Punkte: 

% , c^i ?>i 0;^ , t^5 ?> ?>i ^1 % (^ d) 

findet auch Schröter S. 67 für den von ihm 3£^^^ genannten Kegelschnitt, 
der eben unser Kegelschnitt Xg = ist. Seine Bezeichnungen statt 

X a^ C-^ 1)^ d a C h g 
sind 

^ SQ l S&^ ^ ^ a % i. 

Wir kommen zu Grassmanns dritter Definition der Kurve dritter 
Ordnung auf Seite 74, die — vgl. Fig. 16 auf S. 77 — die Form hat: 

{xaÄ)(x'bB){xcC) = 0. 

Wir bringen sie auf die Form: 

xAr = o, 

indem wir etwa: 

X^{xl)B) {xcC\ Y^xa 

setzen, sodass, wenn g ein veränderlicher Punkt auf Ä ist, Xg = das 
Kegelschnitt- und xag = das Strahlenbüschel darstellt. Die Scheitel 
des Kegelschnittbüschels sind die Punkte ^, für die 

XÄ^(xhB)(xcö)Ä = 

ist. Es ist erstens xhB = für 

x^h^ 
zweitens ist xcG = für 

0? ^ c. 
Drittens ist zu setzen: 

xhB ^ xcC. 

Multiplikation mit x gäbe entweder xh ^ xc^ was zu Punkten x auf hc 
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führen würde, die jedoch keine Lösungen ergeben, oder aber, dass x mit 
B und C vereint ist, das heisst 

Endlich kann noch xl)B und xcC mit A vereint sein, was zum Punkte 

x^E:{ABh)i^ACc) 

führt, wie man sofort sieht. Dies deckt sich wieder mit Schröters Er- 
gebniss auf S. 73, wo er statt 

X a A 1) B c G g 
schreibt : 

§ 9(i a ^^ h ^^ c £. 

Schröter betrachtet alsdann noch die allgemein gefassten Grass- 
mann sehen Definitionen der Kurve dritter Ordnung auf (S. 75 und 81), 
Doch wollen wir diese Erläuterung nicht so weit ausdehnen. Das Vorher- 
gehende dürfte zur Genüge zeigen, dass Schröters Ergebnisse direkt 
aus Grassmanns eigenen Vorschriften in Grassmanns Abhand- 
lung V folgen. Natürlich sehen wir hierbei von den Bemerkungen 
Schröters über die Cayley-Hessesche Erzeugungsweise ab, die uns hier 
nichts angebt. Wir fassen unsere Betrachtung zusammen in der Behauptung: 

Die Chasles und de Jonquieres zugeschriebene Erzeugung der 
algebraischen Kurven der Ebene ist schon vor Chasles und Jon- 
quieres von Grassmann gegeben worden. Zugleich hat Grass- 
mann gezeigt, wie aus der linealen Konstruktion der algebraischen 
Kurve diese neue Erzeugung abzuleiten ist. 

Zu S. 97, letzter Absatz, und S. 98. Diese Betrachtungen sind wohl 
nicht einwandfrei. Die Sache liegt so: Es ist X ein Produkt, das ^^-mal x 
als Eaktor enthält. Wird g irgendwie auf A gewählt, so ist Xg = die 
Gleichung der dem Punkte g projektiv zugeordneten Kurve ^'^-ter Ordnung, 
die durch die n^ Scheitel geht, für die XA = ist. Insbesondere heisse 
diese Zuordnung Perspektivität, wenn die Kurve Xg = durch g geht, 
wie auch g auf A gewählt sei. Also muss im Falle der Perspektivität X 
so beschaffen sein, dass die Kurve {n -{- l)-ter Ordnung Xx == 
von allen Punkten g der Geraden A erfüllt wird. Dies ist zum 
Beispiel der Eall, wenn X die im Text angegebene Form px hat, aber es 
ist nicht bewiesen, dass dies die einzige Möglichkeit ist. Es ist ausserdem 
zu bemerken, dass Grassmanns Definition der Perspektivität (im Gegen- 
satze zu der der Projektivität) sich nur auf die Darstellung der Kurven 
durch planimetrische Produkte bezieht, dagegen vag wird, wenn man die 
Betrachtungen rein geometrisch anstellen will. In der That ist der Satz, 
den Grassmann auf S. 98 aufstellt, in der nächsten Abhandlung, S. 104, 
Z. 9 — 12, eine Definition, und mit Recht hebt Grassmann daselbst, 
Z. lo — 15, hervor, dass man noch beweisen muss, dass die so definirte 
Perspektivität ein specieller Fall der Projektivität ist. 
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VI. Die höhere Projektivität in der Ebene; dargestellt durch 

Funktionsverknüpfnngen. 

Grelles Journal Bd. 42 (1851). 

Zu S. 99, Z. 4 Y. u. Gemeint sind ganze rationale Funktionen. 
Zu S. 100, Z. 3. Der Faktor ist natürlich konstant. 
Zu S. 100, Z. 9. Vorausgesetzt, dass die Kurven Ä = und B = 
keine Kurve niederer Ordnung gemein haben, indem sie zerfallen. Dann 
müsste man von dem A^ und B gemeinsamen veränderlichen Faktor natür- 
lich absehen. 

Zu S. 100, Z. 11 u. 13. Grassmann schreibt a statt a, aber a 
tritt doch schon in (l) in anderer Bedeutung auf. Auf S. 102 schreibt 
er selbst übrigens a. 

Zu S. 100, Z. 19, 20. Die Worte: „oder durch einen Punkt dieser 
Kurve" gehören zum Hauptsatz, nicht zam vorhergehenden Relativsatz. 

Zu S. 100, Z. 17 V. u. Die Kurven J. = und B = werden kurz 
mit A und B bezeichnet. 

Zu S. 102, Z. 12. Denn Ä und C haben n(^m -^-n) Punkte gemein. 
Also bleiben noch n(m -{- n) — mn == n^ Punkte übrig. 

Zu S. 102, Z. 13. In der That ist ^^ — 1 = fm^ + |-m — - 1< ml 
Zu S. 102, Z. 15. Gemeint ist: Auf C wird ein Punkt beliebig ge- 
wählt; durch ihn und jene Punkte legt man die einzige vorhandene Kurve 
Ä^ vom m-ter Ordnung u. s. w. 

Zu S. 102, Z. 18. ÄB^ und A-^B bedeuten natürlich die aus A und 
B^ bez. A^ und B bestehenden zerfallenden Kurven (^n -j- m)-ter Ordnung. 
Zu S. 102, Z. 13, 12 V. u. Denn nach S. 102 oben bestimmen gerade 
c — 1 Punkte eine Kurve (m -j- ^)-ter Ordnung. 

Zu S. 102, Z. 12 — 10 V. u. Denn die m^ Schnittpunkte von A und 

A-^ gehören den beiden Kurven AB^ und J.^i?, also auch der Kurve C an. 

Zu S. 102, Z. 5 u. 3 V. u. Beweglich wie in früheren Abhandlungen 

im Sinne von veränderlich gemeint. Man vergleiche übrigens zu diesem 

Satze unsere Anmerkungen zu S. 97. 

Zu S. 103, Z. 5. Denn als die mn Punkte der ö wählt man, da 
m = 1 ist, solche n Punkte, die in einer Geraden A liegen. Durch diese 
n Punkte wird eine Kurve n-iex Ordnung B gelegt, die also noch in 
n^ Punkten trifft, durch die sich eine veränderliche Kurve B-^^ von w-ter 
Ordnung legen lässt, nämlich eine Kurve, die C noch in einem beliebig 
wählbaren Punkte trifft und durch die Wahl dieses Punktes bestimmt ist. 
Legt man durch diesen und durch den (n -j- l)-ten Schnittpunkt von A 
und C eine Kurve erster Ordnung, das heisst eine Gerade A^^ so trifft A-^ 
nach dem vorhergehenden Satze B-^ ausser in jenem gewählten Punkte von 
C noch in ^ -^ 1 Punkten, die auf C liegen. Anders ausgesprochen: Alle 
n Schnittpunkte, die B^ mit C ausser den n^ mit B gemeinsamen Punkten 
noch sonst gemein hat, liegen auf einer Geraden A^ durch den (n -)- l)-ten 
Schnittpunkt von A und C. 

Zu S. 103, Z. 13 — 15. Denn eine Kurve %-ter Ordnung wird durch 
^n(n -{- ^) Punkte bestimmt. Es muss also mn ^ - n (n -f- 3), das heisst 
n'>2m — 3 sein. Dies ist erst von m = 3 an eine Bedingung für n. 
"~ Zu S. 103, Z. 18, Wir legen hier Gewicht auf das Wörtchen: ,^na- 
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mentlicb". Es zeigt deutlicb, dass Grassmann hier aucb an den allge- 
meinern Fall der Erzeugung der Kurven durch zwei projektive Kurven- 
büschel gedacht hat. Man vergleiche unsere Auseinandersetzungen zu S. 97. 
Zu S. 103, zweite Hälfte. Es sind jetzt statt einer Kurve B^ deren 
zwei, B^ und B^^ durch die n^ Punkte gelegt worden, in denen B ausser 
in den n Schnittpunkten mit A nochmals die Kurve C trifft. Durch diese 
n^ Punkte gehen also drei Kurven n-ter Ordnung J5, B^^ B^. Jede trifft 
C noch in n weiteren Punkten, die jedesmal auf einer Geraden A^ A^^ A^ 
liegen. Diese drei Geraden treffen sich in dem nachher mit 7c bezeichneten 
Punkte, in dem A die Kurve G zum (n -\~ l)-ten Male trifft. A^ A^^ A^ 
sind also Strahlen eines Strahlenbüschels mit dem Scheitel h und 5, i?^, B^ 
Kurven eines Kurvenbüschels n-ier Ordnung mit n^ Scheiteln (Mittelpunkten). 
Nach dem ersten Satze auf S. 101 besteht zwischen beiden Büscheln eine 
projektive Bezeichnung. 

Zu S. 103, Z. 7 V. u. Die 3^ Durchschnitte sind die Punkte, in denen 
A und B^ ferner A-^ und B^^ endlich A^ und B^ einander treffen. 

Zu S. 103, Z. 6, 5 V. u. Da zwei verschiedene Kurven {n -\- l)-ter 
Ordnung nur {n -\- 1)^ Punkte gemein haben, müssen hier beide Kurven 
nothwendig zusammenfallen. 

Zu S. 104, Z. 9 — 15. Vgl. unsere Bemerkung zu S. 97, letzter Ab- 
satz, und S. 98. 

Zu S. 105, letzter Absatz, und S. 106. Etwas unklar. Grassmann 
geht darauf aus, von den n^ Scheiteln (Mittelpunkten) des auf S. 103 ge- 
fundenen Büschels n — ^ 1 auf eine Gerade zu bringen. Zu diesem Zweck 
zieht er eine Hülfsgerade B^ die aber mit der früheren Kurve B 
nichts zu thun hat. Uebereinstimmung in den Bezeichnungen wird mit 
dem Prüheren erreicht, wenn man diese Gerade anders, etwa G^ nennt 
und statt 

Sl B 1\ r^ Tg p^ p^ i^g Ip^ h2h 



liest: 



G Gr B B^ B^ p p-^ p^ A^ A 



Zu S. 106, mittlerer Absatz. Zu jedem Punkte Pi-, p^t Vz - • - ^^^ ^ 
gehört eine Kurve F-^^ F^^ F^ . . .^ aber auch ein projektiv zugeordneter 
Strahl durch Ä;. In Fig. 23, S. 105, wird die aus der projektiven synthe- 
tischen Geometrie wohlbekannte Konstruktion ausgeführt. 

Zu S. 106 Z. 3 V. u. Denn x liegt auf A;^, dem der Kurve F zuge- 
ordneten Strahl durch A;. 

Zu S. 107, Z. 1, 2. In einer späteren Abhandlung geschieht dies 
nicht, wohl aber in der vorhergehenden in § 5. Beachtet man noch, dass 
die vorliegende Arbeit, siehe S. 108, vom Juli 1850, aber die vorher- 
gehende, siehe S. 98, vom Juli 1851 datirt ist, was man zunächst für 
einen Druckfehler halten könnte, so lassen beide Umstände darauf schliessen, 
dass höchst wahrscheinlich die Arbeit VI älter als die Arbeit V 
ist. Nur die ersten Worte auf S. 98 und die Seiten 107, 108 wären also vor 
der Drucklegung von VI, da inzwischen auch V fertig war, hinzugekommen, 
wobei dann Grassmann den Hinweis S. 107, Z. 1, 2, in einen Hinweis 
auf die vorhergehende Arbeit umzuwandeln vergessen hätte. 

Zu S. 107, Z. 4. Früher, das heisst in der Arbeit V auf S. 95 n. f. 
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VII. Erzeugung der Kurven vierter Ordnung durch Bewegung 

gerader Linien. 
Grelles Journal Bd. 44 (1852). 

Zu S. 109, Z. 13 V. u. Siehe S. 83. 

Zu S. 111, Z. 8. Hier müsste eigentlich noch bemerkt werden, dass 
diejenigen Ecken des Polygons, die von der Diagonale getroffen werden, 
nämlich x und y^ nicht an Gerade gebunden sind. 

Zu S. 111, Z. 10, 11. Der gemeinschaftliche Schenkel ist Z. 
Zu S. 111, Z. 12, 11 V. u. „Statt der Diagonale'' bezieht sich auf 
die unter 4) erwähnte Diagonale. 

Zu S. 112, Z. 11 V. u. Grassmann wählt ein Sechseck und kein 
Fünfeck, weil sich sonst nicht die allgemeinste Kurve vierter Ordnung er- 
giebt, denn später, vgl. Anm. zu S. 126^ Z. 1 — 5, braucht er alle festen 
Elemente des Sechsecks. 

Zu S. 112, Z. 1 V. u. „Spitze", um die Gegenseite des Fünfecks nach- 
her als Grundseite bezeichnen zu können. 

Zu S. 113, Z. 1 u. 4. Hier hat sich der Druckfehler p statt j)^ ein- 
geschlichen. 

Zu S. 114, Formeln (7) und (8). Vgl. S. 59, 60. 
Zu S. 115, Satz. Vgl. S. 88. 

Zu S. 117, Z. 1. Gemeint ist, dass die erstere durch alle Punkte 
geht, die A gleich Null machen, u. s. w. 

Zu S. 118, Z. 21, ^^. Denn xaB ist nach dem Satze auf S. 117 
theilbar, wenn a in -B liegt, ebenso xaJBh^^ dies ausserdem, wenn h^ in B liegt, 
endlich xhC^ wenn h in C liegt. Nach dem Satze, der auf S. 118 voran- 
geht, ist ferner xaBh^ixh) oder also [{xaB)'b^{x'b) auch dann theilbar, 
wenn 1)-^ mit h zusammenfällt, und xaBix'bC^ oder also \{xci)B^ [(^Z>)0] 
dann, wenn B mit C zusammenfällt. 

Zu S. 118, Z. 19, 18 V. u. Dies folgt aus dem Satze auf S. 117. 
Zu S. 118, Z. 17 V. u. Dies folgt aus dem obigen Satze auf S. 118, 
sobald man das Produkt so schreibt: [rr(cfi?)öj(^?>), wo also 1)^ und Ij die 
konstanten und xaB und x die veränderlichen Faktoren sind. 

Zu S. 118, Z. 8 — 4 V. u. Die Theilgeraden sind nämlich: B^ wenn a 
in B fällt, ferner aö^, wenn 6^ in B fällt, ferner ah, wenn 1)-^ in h fällt, 
endlich 1)1)^^ wenn a, &, t^ auf einer Geraden liegen. 

Zu S. 119, Z. 5 — 9. Die Theilgeraden sind: j5, wenn a in B fällt, 
ferner 0, wenn & in fällt, ferner aZ>, wenn B ^^ C^ endlich ctZ>, wenn ah^ 
B und C durch einen Punkt gehen. 

Zu S. 119, Z. 15 V. u. Nämlich nach dem letzten Satze auf S. 118. 
Zu S. 119, Z. 9 V. u. Gemeint ist der Satz auf S. 116, in dem 
xaBh^ für J., ferner xl) für B und d^ für c zu setzen ist. 

Zu S. 119, Z. 7 V. u. Hier ist derselbe Satz anzuwenden, indem 
xaB\(xh)c\ für Ä^ xe für B und f^ für c zu setzen ist. 

Zu S. 119, Z. 4 V. u. Gemeint ist der erste Satz auf S. 118, wobei 
xaB'b^{x'b)d-^ und xe die beiden Faktoren sind. In ihnen sind wieder 
xaB\(x'b)d-^ und x die veränderlichen, dagegen d^ und e die konstanten 
Faktoren. 

Grassmann, Werke. II. 26 
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Zu S. 120, Z. 8, 7 Y. u. In jenem Satze auf S. 114 ist nämlicb q 
durch Z)^, D durch d-^f^ und e durch h zu ersetzen. Der Punkt BD des 
Satzes ist der noch fehlende Punkt d^f-^B. 

Zu S. 121, (2). Wir wollen dies unter Benutzung der Eeduktions- 
regel (siehe S. 377) methodisch ableiten: Es ist xaB = 0^ wenn o; ^E a, 
ferner xhC = 0, wenn x ^'l.h^ drittens xeE = 0, wenn x ^ e. Treten 
diese Pälle nicht ein, so kann: 

xaB ^EE xhC 

sein. Multiplikation mit ö giebt: 

xaBh BE xl)^ da xh^h^ 

und, wenn dies mit B multiplicirt wird: 

xaB f^ xhB, da xaB'^B 

das heisst: x liegt auf B, Ebenso ergiebt sich x auf (7, also x^BC. 
In der That ist dann xaB EEz (BC)aB ^: BC, xhC ^ (BC)hC E^^ BC. 
Nun ist anzunehmen: 

xaB{xhC)I) = 0, 

das heisst: xaB und xhC sind mit D vereint. Also: 

xaB{xbC)^D. 

Multiplikation mit B oder C giebt, da xaB^B, xhC^C: 

xaB ^E DB und xbC^EDC. 

Multiplikation mit a bez. h giebt weiterhin: 

xaE^DBa und xh ^^ DCb. 
Also ist 

^EEr:D^a(DOZ>). 

In der That ist dann xa^E DBa^ xaB EE^ DB^ xh ^ DCb^ xbC E^ DG^ 
daher xaB(xBC) D E.: DB{DC) D = 0. Nun sei: 

xaB{xbC)D{xeE) = 0. 

Multiplikation mit D giebt entweder den schon erledigten Eall 

xaB{xbG)D^O 

oder, dass auch xeJ^ mit D vereint sein muss, also x vereint mit DEe. 
Dagegen giebt Multiplikation mit JE^ weil xeE =^ schon erledigt ist, 
dass xaB(xbC)D mit E vereint ist, also: 

xaB(xbG)DE= 0. 

Dies ist die Gleichung eines durch die schon gefundenen Punkte a, &, 
BC^ DBa(DCb) oder a, ö, c, 6? gehenden Kegelschnitts, von dem man nach 
folgender Methode beliebig viele Punkte finden kann: Jede Gerade durch ?>, 
z. B. die Gerade mb — wo m ein beliebiger Punkt ist — trifft den 
Kegelschnitt außer in b noch in einem zweiten Punkte x. Nach der Glei- 
chung des Kegelschnittes liegt dieser Punkt auf der Geraden xbC{DE)Ba 
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oder, da xlt^mt ist, auf der Geraden m'bC(^DE)Ba. Da er außerdem 
auf mh liegt, so ist: 

x = mhC(DE)Ba{m'b). 

Wie auch m gewählt sein mag, stets ist dies ein Punkt des Kegelschnittes. 
Setzen wir z. B. m^JDE, so ist mhC{I)E) ^E DEh^ also 

X = DEhBa{DEb) = DEhB, 

nach der Eeduktionsregel. Dies ist der von Grassmann mit r bezeich- 
nete Punkt. Wir kennen nun von dem Kegelschnitt die fünf Punkte a, 5, 
c, dj r. Für die oben gesuchten Punkte x, für die xaB(x'bC)D(xeE^ = 
ist, liegen jetzt zwei Bedingungen vor: Erstens sollen sie mit DEe vereint 
sein und zweitens auf diesem Kegelschnitt liegen. Sie sind demnach 
die Schnittpunkte / und g der Geraden DEe mit dem Kegelschnitte durch 
a, &, c, ^, r. 

Endlich haben wir 

xaB{xhC)D{xeE)F = 

zu setzen, das heisst xaB(xhC) D und xeE sollen mit F vereint sein. 
Letzteres sagt aus, dass x auf FEe^ ersteres, dass x auf dem Kegelschnitt 

xaB{xhC)BF=0 

liegt. Dieser Kegelschnitt unterscheidet sich von dem vorigen durch F 
statt E und geht daher durch die von Grassmann genannten Punkte 
a, &, c, 6?, s. 

Zu S. 121, (3). Hier kann man ganz analog methodisch vorgehen, 
um die Grassmannschen Formeln zu erhalten. Wir begnügen uns mit 
der Angabe der Gleichung des in der letzten Zeile auftretenden Kegelschnitts: 

xaB\(xh)F =0. 

Zu S. 122, (4). Ebenso-, die Gleichung des Kegelschnitts ist hier: 

xaBh^(xl))d^EF = 0. 

Zu S. 122, (5). In der dritten Zeile tritt f auf, das erst in der 
übernächsten als DE definirt wird. Die Gleichung des Kegelschnitts ist hier: 

xaB\CxDF = 0. 

Zu S. 122, (6). Die Gleichungen der beiden Kegelschnitte sind: 

xaBb^Cxc^ = 0. xaBb^CxDc^EF = 0. 

Zu S. 122, Z. 3 V. u. Es geht nämlich xh(xaBh^)d^x = aus der 
unter (9), S. 114, angegebenen Form axBcx ==^- hervor, wenu a, B^ c 
durch ö, xaBh^^ d^ ersetzt werden. 

Zu S. 123, Z. 5. Gemeint ist, dass durch die neun Punkte unendlich 
viele Kurven dritter Ordnung gehen. 

Zu S. 123, Z. 6. „Jene Produkte" sind diejenigen, deren Verschwinden 
in § 3 untersucht wurde. 

Zu S. 123, Z. 9. Die Hinzufügung des Faktors Cr ist auch deshalb 
nöthig, weil die Gleichung sonst zum Schlüsse zwei ungleichartige Fak- 
toren hätte. 

26* 



Hosted by 



Google 



404 Anmerkungen zu den Abhandlungen über Geometrie 

Zu S. 124, Z. 3. Denn durch die drei Punkte kann man eine Gerade, 
durch fünf der übrigen einen Kegelschnitt legen. Beide zusammen bilden 
eine Kurve dritter Ordnung, die zu den unendlich vielen Kurven dritter 
Ordnung durch die neun Punkte gehört. 

Zu S. 126, Z. 1—5. Hieraus erhellt, dass beim zweiten und fünften 
Satze, S. 112, 113, noch zwei lineare Bedingungen hinzugefügt werden 
dürfen, beim sechsten nur noch eine, dass dagegen beim ersten, dritten und 
vierten Satze gerade die geringste Zahl von Daten, die möglich ist, benutzt 
wird. Deshalb muss Grassmann im ersten Satze nothwendig ein Sechseck 
statt eines Pünfecks benutzen, vgl. die Anm. zu S. 112, Z. 11 v. u. 

Zu S. 126, mittlerer Abschnitt. Siehe hierzu die beistehende Pig. 42, 
in der die Reihenfolge der Konstruktionen angegeben ist. Die zum Theil 
noch willkürlichen Geraden sind durch strichpunktirte Linien angedeutet. 

Fig. 42. 




Zu S. 126, Z. 4 u. 3 V. u. Es handelt sich hier um zwei verschiedene 
Kegelschnitte. 

Zu S. 127, Z. 1 — 3. f und g werden erst Z. 11 u. 9 v. u. bestimmt. 
Zu dem hier behandelten dritten Fall vgl. beistehende Pig. 43 mit Angabe 
der Eeihenfolge der Konstruktionen. Dabei haben wir r und s nach dem 
Pascal sehen Satze aus den Sechsecken a, i, /^, &, c, r und a, i, /^, &, c, s 
konstruirt. 

Zu S. 128, (4). Die Pälle (4) bis (6) sind von Grassmann nicht 
ausführlich behandelt worden. Wir leiten daher hier die Pormeln metho- 
disch ab. Im Palle (4) sind die neun Punkte a, &, c, d^ e, f, ^, 7^, i ge- 
geben, von denen nach S. 123 

e, f^ g bez. e, ^, }) 
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a, Z), c, d^ h^ i bez. a, c, f, ^, /^, i 
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auf Kegelschnitten liegen. Alsdann sollen B^ ö^, 6^^, E^ F so bestimmt 
werden, dass die Formeln (4), S. 122, gelten, die wir so zusammenstellen: 



iß) 

(^) 
(ö 



d^h^Ba(hd-^) ^ 6^, 
hd^E^ e, 

{(/^, i) '^i F . [a, &, c, c?, r] , 
wo r^EFd^B. 

Fig, 43. 




^ .-^ 



V- 



((^) giebt mit a multiplicirt a\ = fa, das heisst: \ liegt auf af] (a) giebt 
mit & multiplicirt hh-j^ ^ c&, das beisst: h^ liegt auf &c, daher: 

Wird dies in (a) und ((i) eingesetzt, so kommt hcB^c und afE^^f^ 
das heisst: c liegt auf B und f auf E. (s) giebt mit f multiplicirt, weil 
f auf ^ liegt: 
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dagegen mit c multiplicirt, weil c auf B liegt: 

B — cg. 

Setzen wir die für 6^ , _EJ, J5 gefundenen Wertbe in (cc), {S) und (g) ein, so 
werden diese Gleichungen erfüllt. Dagegen geben (/3) und (}•): 

('^) l)c{af) d^ (cg) a (h d^) ^ d^ 

(^) hd,{gf) = e, 

(t}) giebt mit a multiplicirt bc(af)d-^(cg)a -^1- da^ dies mit cg multiplicirt: 
'bc{af)d~^(cg) ee. da{cg)^ dies mit d-^ multiplicirt l)ciaf)d^ e:i da{cg)d^^ 
das heisst: d-^ liegt auf da{cg)\])G{af^']. (a>) giebt mit 1) multiplicirt 
td-^ EE eh^ das heisst: d^ liegt auf eh. Also ist: 

d^ ^ c^a(c^)[&c(af)](e5). 

Dies ist aber der bei Grassmann angegebene Punkt, nämlich zunächst der 
Punkt adB'b^ie'b) oder, da e, &, d auf einer Geraden liegen, also eh EE hd 
ist, der Punkt adBh^(hd). Setzen wir ihn in (7]) und (d) ein, so gehen 
identisch erfüllte Gleichungen hervor, weil d^eh und e'^gf. Es handelt 
sich also nur noch um die Erfüllung der Forderungen (f). Der in (j) auf- 
tretende Kegelschnitt enthält die Punkte a, &, c, ^, /^, ^, die ja nach Vor- 
aussetzung wirklich auf einem Kegelschnitt liegen. Nach (^) ist ferner 

F = hi. 

r soll auf B und auf dem Kegelschnitt liegen. Dasselbe thut aber c, also ist 

(c, f) ^^ J5 . [a, 6, c, (^, /^]. 

Hierdurch wird r bestimmt. Wird die zweite Eormel in (^) mit d^^ multi- 
plicirt, so kommt rd^ ^ EFd-^-^ dies giebt mit E multiplicirt rd^E^ EF^ 
das heisst rd-^E liegt auf F. Wegen F ^ hi liegt auch h auf F^ daher: 

F^:rd^EJi, 

Zu S. 128, (5). Hier sind 6t, &, c, ci, e, f, ^, /^, i so gegeben, dass 
nach S. 123 

e, f, ^ bez. e, /^, i 

je auf einer Geraden und also die Punkte 

a, ö, c, ,6?, /^, i bez. a, &, c, c^, f, ^ 

je auf einem Kegelschnitte liegen. Es handelt sich dann nach (5), S. 122, 
darum, B^ b^^ 0, D, E^ F so zu bestimmen, dass die Formeln gelten: 

(«) BC=d, 

(ß) a\C^c, 

{y) DC\BaD = d, 

(ö) DE = f, 

(e) efC\Ba{ef)EEg, 

j(/^, i)EE^FEe,\a, &, c, d, r], 

^ -^ 1 wo r = BF. 
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Nacli (ß) geM C durcli c. («) giebt also mit c multiplicirt 

C=Ehc. 

Nach (a) geht ferner B durch h. Wir ziehen B beliebig durch h. 
Nun ist (a) erfüllt. Setzen wir (7 £E5 hc in (ß) ein, so kommt ah^(bc) ^ c, 
das heisst, wenn mit a multiplicirt wird, ad-^ ^ ca, sodass 6^ auf ac 
liegt. (>) giebt mit a multiplicirt: BCh-^Ba'E^ da^ dies mit B multiplicirt 
BCh^B ^^ daB^ dies mit h^ multiplicirt: BGl^'^ daB\^ das heisst h^ 
liegt auf daB{l)C\ Da 6^^ auch auf ac liegt, folgt: 

\^:daB{I)C){ac). 

Jetzt ist (ß) auch erfüllt, wie man durch Einsetzen der gefundenen Werthe 
von J)^ und C sieht. Ferner kann (y) so geschrieben werden: 

\{pC)BaB^^d, 
also, wenn der Werth von Z)^ eingesetzt wird: 

äaBipC) {ac) {BC)BaB eee d, 
das heisst: 

daB(BC)BaBEEEd. 

Dies reducirt sich auf daD ^^ d^ das heisst c? liegt auf D. Nach (6) 
liegt auch f auf D, also kommt: 

B = fd. 

Durch die gefundenen Werthe wird (y) erfüllt. Nach (^) geht E durch f. 
Wir ziehen E beliebig durch f. Nun ist auch (d) erfüllt. Sehen wir 
vorläufig von der Gleichung (g) ab, so bleiben die Forderungen (J) zu 
erfüllen. Danach liegt r auf D. Da auch d auf D liegt, so ergiebt sich, 
dass der Kegelschnitt durch die Punkte a^ &, c, c?, r, /z, i von der Geraden 
B in d und r geschnitten wird. Also wird r bestimmt durch: 

(d, r) ^ B , [a, 5, c, c^, /^] . 

Nach (^) muss jetzt nur noch FEe ^ /u und die Bedingung, dass r auf 
JF liegt, erfüllt werden. Da aber e, /^, i auf einer Geraden liegen, so giebt 
ersteres: FEe^ eh^ das heisst multiplicirt mit E: F E ::::::: eh E, sodass F 
durch eJiE geht. Mithin ist: 

F £EE eh Er. 

Jetzt sind alle Forderungen erfüllt bis auf die Gleichung (s). Es lässt 
sich aber leicht einsehen, dass auch diese Gleichung jetzt befriedigt wird. 
Wenn wir nämlich die im Vorhergehenden konstruirten Punkte und Geraden 
benutzen und mit ihrer Hülfe das Produkt (vgl. (5) auf S. 122): 

xaB\CxB{xeE)F 

bilden, so wissen wir, dass es für neun Punkte, durch die unendlich viele 
Kurven dritter Ordnung gehen, gleich Null ist, und zwar sind a, &, c, c?, 
e, f, /^, i acht von diesen Pimkten. Nach Voraussetzung geht aber jede 
Kurve dritter Ordnung, die diese acht Punkte enthält, auch durch g. Also 
ist g der neunte Punkt, für den jenes Produkt gleich Null ist. Nach (5), 
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S. 122, ist aber efCl)^Ba{ef) dieser neunte Punkt, das heisst: die Glei- 
chung {e) ist erfüllt. 

Zu S. 128, (6). Wieder sind a, &, c, d^ e, f, ^, /^, i gegeben und 
dabei liegen e^ f^ g nach S. 123 auf einer Geraden, während die sechs 
übrigen Punkte a, &, c, c?, /^, i auf einem Kegelschnitt liegen. Nach (6), 
S. 122, handelt es sich darum, 5, ö-j^, 0, q, D, J^, JP so zu bestimmen, dass 
die Forderungen erfüllt werden: 







ai^O^ c, 
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= d, 
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multiplicirt : 










= 


E&C. 







Nach (ö) geht ferner B durch h. Wir ziehen B beliebig durch h. 
Dann ist (a) erledigt. Setzen wir G^^hc in (ß) ein, so kommt a'b^(G'b)^ö 
oder hc[a\) ^ c, das heisst: a&j^ geht durch c oder also: ö^^ liegt auf ac. 
Nun giebt (y) mit a multiplicirt: DC\Ba "^ da^ dies mit 5 multiplicirt: 
J)G\B ^ daB^ dies mit i)(7 multiplicirt: BCb^"^ daB{pG)^ das heisst: 
Z)j^ liegt auch auf daB{pG). Demnach ist: 

\^^äaB(T)G){aG). 

Durch die für h^ und G gefundenen Ausdrücke wird, wie man leicht sieht, 
{ß) erfüllt. Nach (y) geht ferner D durch d^ nach {ß) durch e, also: 

Jetzt ist auch, wie man rechnerisch sofort bestätigt, die Gleichung {y) er- 
füllt. Nach iß) geht E durch e, nach (s) durch f, also: 

Nach (s) liegt r auf J5. Auch h liegt auf 5. Ferner liegen a, ö, c, /', ^, r 
nach (e) auf einem Kegelschnitte. Folglich bestimmt sich r so: 

(6, r) = ^ . [a, &, c, /; ^]. 

Nach (g) geht ö^^q durch r oder also rl^ durch c^. Daher kommt zur 
Bestimmung von q: 

(r, Ci) = r&i . [(^, &, c, /; ^]. 

Nunmehr ist auch (g) erfüllt, da e, f, ^ auf einer Geraden liegen, nämlich 
auf JE. Nach (J) geht i'"' durch /^. Aus der zweiten Gleichung (J) folgt 
ferner durch Multiplikation mit c^^, dass sc^^FEc-^ ist, hieraus durch 
Multiplikation mit j&, dass sc-^E^FE ist. Wird dies mit h multiplicirt, 
so folgt, da F mit li vereint ist: 

F^^jG^Eh. 
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Wird dieser Wertli in die zweite Gleiclinng (J) eingesetzt, so kommt 
s ^ sc^EJiEc^jD ^ sc-^Ec-^jD '^ sc^JD^ also liegt s auf D. Da auch, d auf 
D liegt, so folgt, weil a, &, c, d^ s, h nach (J) auf einem Kegelschnitt 
liegen sollen: 

((i, s) ^ D . [a, &, c, (i, /?.] , 

wodurch s bestimmt wird. Wir behaupten, dass jetzt auch (f) erfüllt ist. 
Für die zweite Gleichung (J) leucbtet dies sofort ein. Was die erste an- 
betrifft, so ist zu beachten, dass a, &, c, d^ h^ i nach Voraussetzung auf 
dem darin auftretenden Kegelschnitt liegen und auch F durch h geht. Es 
bliebe also nur noch übrig, festzustellen, dass F aucb durch i gebt. Dies 
folgt so: Derjenige Punkt i, der nach (J) aus a, &, c, d!, e, f, ^ durch 
die gefundenen Punkte und Geraden i?, &^, (7, q, D, jE, i^^ bestimmt wird, 
liegt mit a, h, c, c?, e, f, g auf unendlich vielen Kurven dritter Ordnung. Das- 
selbe thut der gegebene Punkt % der also mit ihm identisch sein muss. 

Zu S. 128, Z. 12 — 15. Dies und das Folgende ist durch unsere obigen 
Anmerkungen schon genügend erläutert. 

Zu S. 129, Z. 10—12. Wir haben dies in Pig. 42 und 43 durch 
Nummerirung der auf einander folgenden Konstruktionen deutlich zu machen 
versucht. 

Zu S. 129, Z. 13—17. Dies wird in § 8 gezeigt. 
Zu S. 129, 130. Die §§6,7 sind Einschaltungen von Dingen, die 
aus der projektiven Geometrie bekannt sind. 

Zu S. 130, Z. 13. Die in § 6 mit (x, //, g^ bezeichneten Elemente 
heissen hier B^ D, c. 

Zu S. 130, Z. 20 V. u. „Punktirte Gerade" bedeutet: geradliniger 
Träger einer Punktreihe. 

Zu S. 131, Z. 14 — 11 V. u.. Diese Annahme ist statthaft, weil die For- 
meln (6), S. 128, dann immer noch bestimmte Punkte und Geraden liefern. 
Zu S. 131, Z. 10 V. u. u. f. Man wird diese Schlüsse besser verstehen, 
wenn man einen bestimmten Fall, etwa den ersten, herausgreift. Es han- 
delt sich alsdann um Folgendes: Eine Kurve vierter Ordnung ^ ist gegeben, 
man soll auf ihr neun Punkte a, ö, c, d^ e, /", ^, /^, i so bestimmen, dass 
erstens e^ f^ g und e, /^ i je auf einer Geraden liegen und dass zweitens 
durch alle neun Punkte unendlich viele Kurven dritter Ordnung gehen. 
Zu diesem Zweck wird e beliebig auf uQ gewählt. Von e aus werden zwei 
Geraden gezogen, die 51 noch in je drei Punkten treffen. Von diesen 
Punktetripeln werden zwei Punktepa.are ausgewählt und mit f, g bez. Ji^ i 
bezeichnet. Eine beliebige Gerade L^ trifft Sl in vier Punkten, von denen 
drei mit tt, v^ iv bezeichnet werden mögen. Durch die acht Punkte e, /', 
g^ h^ i, tt^ v^ %ü geht jedenfalls eine Kurve dritter Ordnung. Nun wird der 
an die Spitze dieses Paragraphen gestellte Satz benutzt: L^ ist die im 
Satze zuerst erwähnte Gerade, und ii^ v^ tv sind die im Satze zuerst ge- 
nannten Durchschnittspunkte. Die Kurve dritter Ordnung schneidet 5i in 
zwölf Punkten, zu denen e, f, ^, /^, i, ^t^ v^ tv gehören, ausserdem noch 
vier Punkte, die a, &, c, d genannt werden. Nach dem Satze gehen durch 
a, &, c, d^ e, f, ^, /^, i unendlich viele Kurven dritter Ordnung. 

Zu S. 132, Z. 4. Das Produkt ist dasjenige, das in den Formel- 
gruppen (1) bis (6) auf S. 121, 122 jedesmal zu Anfang steht und dort 
gleich Null gesetzt ist. 
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Zu S. 132, Z. 16. Von hier an wird vom ersten der sechs Fälle ab- 
gesehen. Er wird auf S. 133, Mitte, besonders besprochen. 

Zn S. 132, Z. 4 v. n. Gemeint ist (6) auf S. 113. 

Zu S. 133, Z. 13. Mit der ersten Formel ist die Formel (l) auf 
S. 116 gemeint. Das Produkt, um das es sich handelt, ist hier nach (l), 
S. 121, das Produkt xaB'h-^(x'b)d^{xe)f.^. 

Zu S. 134, Z. 3. Um genau zu (1), S. 116, zu kommen, muss man 
II mit F bezeichnen. 

Zu S. 134, Z. 4. Gemeint ist der Satz auf S. 109. 

Zu S. 134, Z. 18. Die acht Punkte sind die in der Anmerkung zu 

S. 131, Z. 10 V. u, mit u^ v^ tv ^ e, f. g^ li^ i bezeichneten Punkte. Man 

Verl, hierzu nebenstehende schematische Fis^. 44. 

Fig 44 

Alle darin angegebenen Punkte sollen auf der 
Kurve 51 liegen. 

Zu S. 134, Z. 5 — 1 V. u. Beziehen wir uns 
auf Fig. 44, so können wir Grassmanns Ver- 
fahren so wiedergeben: Durch a^ &, c, d, e, f, ^, /^, i 
gehen unendlich viele Kurven dritter Ordnung. 
Wählen wir einen Punkt x beliebig auf M , so 
geht also durch jene neun Punkte und x eine be- 
stimmte Kurve dritter Ordnung. Da sie die vier 
Punkte e, /", g^ x von 31 enthält, so zerfällt sie 
in die Gerade 31 und einen Kegelschnitt durch a, &, c, ^, h, i. 

Zu S. 135, Z. 3, 4. Die soeben erwähnte zerfallende Kurve dritter 
Ordnung trifft Sl ausser in a^ 5, c, d, e, f, ^, /?, i nach dem Satze auf 
S. 131 noch in drei Punkten, die auf einer Geraden L^ liegen, die durch 
Ic geht. Da aber M zur Kurve dritter Ordnung gehört und 3£ mit Sl 
ausser e^ f^ g noch einen Punkt gemein hat, so geht L^ durch diesen 
vierten Punkt. 

Zu S. 135, Z. 9, 10. Das in Klammern Stehende bezieht sich auf 
den ersten der sechs Fälle. 

Zu S. 185, Z. 10 — 12. Nach S. 132 findet man p^, P'2^ Psi wenn 
man in das Produkt je irgend einen Punkt der ersten, zweiten oder dritten 
Kurve dritter Ordnung einsetzt, der aber keiner der Punkte a, ö, c, d, e, f, 
^, /^, i sein darf. Da Q, 31^ N bez. der ersten, zweiten oder dritten Kurve 
angehört, erhellt die Richtigkeit des Textes. 

Zu S. 135, Z. 15 u. 3 V. u. Dass hier eine Kurve vierter Ordnung 
durch weniger als sechzehn Punkte bestimmt ist, ist nicht absurd, wenn 
man bedenkt, dass diese Punkte nicht beliebig auf der Kurve liegen, son- 
dern gegenseitig durch gewisse Beziehungen bedingt werden. Wir zählen 
übrigens fünfzehn statt vierzehn Punkte. 

Zu S. 135, Z. 8 V, u. Vgl. J. Steiner, Die geometrischen Konstruk- 
tionen, ausgeführt mittels der geraden Linie und eines festen Kreises, 
Berlin 1833, S. 93, wo allerdings einer fester Kreis benutzt wird, der 
jedoch durch einen festen Kegelschnitt ersetzbar ist. (Auch Gesammelte 
Werke, Berlin 1882, I. Band, S. 512, oder Ostwalds Klassiker der exakten 
Wissenschaften, Nr. 60, Leipzig 1895, S. 68.) 
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VIII. Allgemeiner Satz über die lineale Erzeugung aller 

algebraischen Oberflächen. 

Grelles Journal Bd. 49 (1855). 

Zu S. 144, Z. 8. Dies geschieht in der Abhandlung XI, § 3, S. 174. 

Zu S. 144, Z. 11 V. u. Denn x ~\~ y und x — y brauchen den Punkt 
p zu ihrer Konstruktion je einmal, das Produkt (x -1- ^) (^ — y) bedarf 
also seiner zweimal, ebenso -s^, also die Differenz (x ~{- y) (x — y) — z^ 
insgesamt viermal. In der früheren Form x'^ — ■ y^ — 0^=1 wäre der 
Punkt p sechsmal nöthig gewesen. Im Übrigen bemerken wir zu den 
beiden letzten Absätzen dieser Arbeit, dass Grass mann immer nur solche 
lineale Konstruktionen benutzt, deren Punkte, Geraden und Ebenen sämt- 
lich reell sind. 

IX. Grundsätze der stereometrischen Multiplikation. 

Grelles Journal Bd. 49 (1855). 

In dieser und den Abhandlungen X, XI, XII treten an die Stelle der 
früher in der Ebene benutzten „planimetrischen" Produkte, die gleich Null 
gesetzt wurden, fortschreitende Produkte „nuUter Stufe". Man wird be- 
merken, dass auch jene planimetrischen Produkte von nullter Stufe sind, 
sobald man in der Ebene jene Stufenzahlen, die ^ (mod. 3) sind, gleich 
Null setzt. Im Eaume tritt eben die Zahl 4 an die Stelle der Zahl 3, 
sodass also trotz der verschiedenen Ausdrucksweise das in den Arbeiten 
IX — XII Gesagte die naturgemässe Verallgemeinerung der früheren Be- 
trachtungen vorstellt. 

Zu S. 148, Z. 10. Gemeint sind diejenigen vorher erwähnten Pro- 
dukte, die vier Buchstaben enthalten. 

Zu S. 148, Z. 12 — 10 V. u. Ist einer der Faktoren von nullter Stufe, 
so ist dies selbstverständlich. Sieht man hiervon ab, so kommen nur folgende 
Produkte in Betracht: 

ahc^ ahC^ Äßy^ aßy 

sowie die aus ihnen durch Permutation hervorgehenden. Setzt man C^^cd 
und Ä^aö^ so leuchtet der Satz wegen des vorhergehenden Satzes un- 
mittelbar ein. 

Zu S. 149, Z. 7. „Die Definition 3) vollkommen" soll bedeuten: Die 
beiden Definitionen 3) auf S. 146 zusammen. 

Zu S. 149, Z. 12, 11 V. u. Nämlich: 



ahc . d . a^ ahcida)^ 

ab . cd . a^. ah(cd . a), 

a . hcd . a ^ a{bcd . a), 
Zu S. 149, Z. 3, 2 V. u. Nämlich: 

ahc . d . ah E^ ahc^d . a&), 
ah . cd . ah ^ ah(cd . a&), 
ah . c . dah ^ ah(c . dah\ 
ahc . da .h^ ahcida . h). 



ah . G . da'^ ah{c . da)^ 
(f . hc . da ^ a(hc . da\ 
a . h . cda ^E a(h . cdd). 
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Zu S. 150, Z. 17 V. u. Die Bedeutung dieser Eormel tritt deutlicher 
hervor, wenn man sich überlegt, dass sich aus A^ 5, F folgende Produkte 
überhaupt bilden lassen: 

ABT, BAF, r{AB), r(BA)', 
BFA, FBA, A{BF\ A{FB)', 
FAB, AFB, B{FA\ B{AF), 

Die je in einer Zeile stehenden vier Produkte sind einander nach der ersten 
Regel dieses Paragraphen kongruent. Die Produkte der letzten Zeile sind 
so beschaffen, dass in ihnen B weder mit A noch mit F direkt multi- 
plicirt wird. Von solchen Produkten sieht aber der Text ab. Es bleiben 
also die acht ersten Produkte, die im allgemeinen zwei verschiedene Be- 
deutungen haben. Die Pormel BAF= BFA des Satzes sagt also aus, dass 
unter den im Satze angegebenen Bedingungen die Eeihenfolge, in der B 
mit A und F vereinigt und fortschreitend multiplicirt wird, gleichgültig ist. 

Zu S. 150, Z. 6, 5 V. u. In der That, soll BAF^BFA sein, was 
ja nach der vorigen Anmerkung die Kongruenz der acht in den beiden 
ersten Zeilen genannten Produkte nach sich ziehen würde, so erkennt man 
leicht, wenn man für A, B, F Punkte, Geraden oder Ebenen setzt, dass 
man immer darauf zurückkommt, dass eine der drei im Satze angegebenen 
Bedingungen l), 2) oder 3) bestehen muss. Eigentlich ist dies schon auf 
S. 149 gezeigt worden. 

Zu S. 150, Z. 4 V. u. Gemeint ist der Eall 2) des Satzes, wo von 
den beiden Faktoren A und F der eine ganz im andern liegt. 

Zu S. 150, Z. 1 V. u. Man versteht dies, wenn man beachtet, dass 
hier F die Eolle des im Satze mit B bezeichneten Faktors spielt, sodass 
nach der zweiten Formel des Satzes, wenn statt A, 5, F bez. AB^ P, B 
geschrieben wird, sofort folgt: 

ABFB^eAB{FB). 

Die erste Formel des Satzes giebt, wenn darin A, B, F bez. durch B, A^ 
FB ersetzt werden: 

AB(FB) = A{FB)B. 

Zu S. 151, Z. 7 — 9. Zwar enthält die Formel auf S. 150 unten nur 
Produkte von vier Faktoren, aber wenn allgemein ein klammerloses Pro- 
dukt von der Art, wie es der Satz verlangt, vorgele^gt wird, so hat es 
offenbar die Form: 

A,A,..,A^BFBJ,A^...A,,. 

Setzt man A-^A^ . . . A^^^ A^ so ist das Theilprodukt 

A^A^. . .A^BFB = ABFB = AB(FB), 

sodass kommt: 

A,A, . . . A^BFBA^J, • • • ^^ ^ AA • • • A^B{FB)J,J, . . . A,. 

Zu S. 151, Z. 16 V. u. Da nämlich die Summe der Stufenzahlen 
kleiner als fünf oder grösser als sieben ist. 
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Zu S. 152, Z. 7. Denn es ist: 
A^A^ . . . A = {AA ' ' • A-2) A-i A ^" AA-MiA • • • A-2) = 

= A^n-iiAA • • • A-s) A-2 = AA-^iA-AAA • • • A-s) 

u. s. w. 

Zu S. 153, Z. 3 V. u. Das obige Produkt FQ ist nämlich von nullter 
Stufe, da P und Q Geraden sind. 

X. Ueber die verschiedenen Arten der linealen Erzeugung 

algebraischer Oberflächen. 

Grelles Journal Bd. 49 (1855). 

Zu S. 157, Z. 19 V. u. Nach heutigem Sprachgebrauch: Strahlenbündel. 
Zu S. 157, Z. 17 V. u. Besser gesagt: g« stellt alle Geraden einer 
Ebene dar. 

Zu S. 157, Z. 14 V. u. Besser gesagt: 't,A stellt die Punkte einer 
geradlinigen Punktreihe dar. 

Zu S. 157, Z. 11 V. u. Besser gesagt: X.a stellt alle Punkte einer 
Ebene dar. 

Zn S. 158, Z. 3 u. f. Vermuthlich hat hier Grassmann den in der 
Abhandlung XII, S. I88, gegebenen Beweis im Auge, der jedoch nicht 
erschöpfend ist, wir wir dort noch erläutern werden. Ygl. auch unsere 
Anmerkung zu S. 89, Z. 14 — 8 v. u. 

Zu S. 158, Z. 19 v.u. Siehe J. Steiner, Systematische Entwicklung der 
Abhängigkeit geometrischer Gestalten von einander, I. Theil, Berlin 1832, 
S. XIV, wo allerdings Strahlbüschel statt Strahlenbüschel steht. Vgl. auch 
Steiners Gesammelte Werke Bd. T, S. 237, od. Ostwalds Klassiker Nr. 82, S. 8. 

Zu S. 158, Z. 2 V. u. Nämlich auf S. 156, Z. 6—4 v. u. 

Zu S. 159, Z. 10 V. u. Es ist nicht geschickt, das Produkt mit p zu 
bezeichnen; es braucht nämlich durchaus nicht gerade einen Punkt vor- 
zustellen. Dasselbe gilt S. 160, Z. 10. 

Zu S. 160, Z. 14. pa kann — da jö durchaus nicht nothwendig ein 
Punkt ist — einen Punkt oder eine Gerade oder Ebene bezeichnen. Das 
Erste ist ausgeschlossen, weil sonst paiAl)) die Stufe 4 hätte. Also hat 
jpa(JL&) die Stufe 1 oder 2. In pai^Al)) .1) . c ist also die Stufenzahl 
3 oder 4, daher Formel (2) anwendbar. 

Zu S. 160, Z. 16. Man setze nämlich in Formel (3) A^pa^ 

B = h, r=Ä, 

Zu S. 160, Z. 18. Weil pa eine Gerade oder Ebene ist, ist p von 
der Stufe 1 oder 2, das heisst in p ab ist die Summe der Stufenzahlen 
kleiner als fünf, also pah ^E p[ah) nach (2). Also muss p die Stufe 1 
haben, weil sonst p{ah) die Stufe 4 hätte. Demnach ist piah) eine Ebene, 
p{al))A ein Punkt. Mithin sind in p{al))A .1) . c die Stufenzahlen der 
drei Faktoren gleich Eins, daher (2) anwendbar, also 

p{a'b)A .1) . c ^p{al))A(ibc). 

Zu S. 160, Z. 12 V. u. u. f. Schreibt man nämlich statt paaB die 
Umkehrung Baap^ so ist Ba'^l)^ Baa "ES: ha :: ah. Der feste Hülfs- 
punkt ist 6, die feste Hülfsgerade ah. 
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Zu S. 160, Z. 2, 1 V. 11. Hier spielen c^, c^_i5 ... c^ nacli einander 
die EoUe des Punktes h. In der Ebene a^ muss eine Gerade A^ gewählt 
werden, die nicht durch c^ geW, sodass a^ ^E. c^Ä^ ist u. s. w. 

Zu S. 161, Z. 1 — 4. Eine Eigur zeigt zunächst sofort, dass 

X {a^ Ci) Ä^ (q Cg) Ä^ (cg Cg) EEE o; {a^ c^) B^ {c^ Cg) 

ist, wenn man beachtet, dass c^^^c^J.^, c^g ^-^^2-^2 ^^^ J5^^c^^c^2 ^^''^• 
und dass die Ebenen or-j^, ^2 ^^"^^ ^K^h^i) ^i^^i^^ ^^^^^ Schnittgeraden durch 
einen Punkt haben. Also ist: 

X (a^ c^ A^ (ci C2) ^2fe ^3) A (^3 ^4) ^4 (^4 ^5) = ^ K %) ^1 (^2 ^3) ^3 (^3 ^4) A (^4 ^>.)- 
Wird r:c (a^ Cj^) J5j^ ^E ^ gesetzt, so ist dies Produkt kongruent: 

^ (^2 ^3) ^3(^3 ^4)^(^4 %)• 

Analog dem Vorigen folgt, wenn B^ die Schnittlinie von (Y3 und a^ ist, 
dass dies Produkt kongruent yic^c^B^ic^c^ ist. Demnach ist: 

X {a^ q) A^ {c^ C2) A^ (^2 C3) vlg (cg c J At (^4 %) ^ ^ («1 %) ^1 (^2 C3) ^3 (^4 C5) 

u. s. w. 

Zu S. 161, Z. 19 V. u. Setzt man A^E^pa^ ß ^E c, F^B^ so ist 
nach (3): 

pac{cB) = ^ß(r5) E=: ^Er5 ^:pacBc, 

also in der That 

pac{cB)h ^ pacBch ~2E: p{ac)Bcl). 

Aber p{(ic)B ist ein Punkt, daher nach (2): 

p{ac)B . c .h ^p{ac)B(ch). 

Zu S. 161, letzter Absatz. Hier ist das Ergebniss des § 2 mit ein- 
geschlossen. 

Zu S. 162, Z. 18 — 16, V. u. Diese offenen Figuren im Eaume gehen 
durch Dualität nicht wieder in ebensolche über. Daher hat diese mangel- 
hafte Verallgemeinerung von der Ebene her hier etwas Gekünsteltes. Nach 
unserer Ansicht sind die §§ 4, 5 an manchen Stellen unklar, aber aller- 
dings auch nicht von wesentlicher Wichtigkeit. 

Zu S. 163, Z. 20 u. f. Der Anfangsstrahl soll eine beliebige Gerade 
in der Ebene § sein. Sie trifft a-^ in einem Punkte, der ersten Ecke der 
offenen Eigur; die Gerade, die diesen Punkt mit a^ verbindet, ist die zweite 
Seite der offenen Eigur u. s. w. Giebt man jenem Anfangsstrahl in der 
bestimmt gewählten Ebene ^ alle möglichen Lagen, so beschreibt die erste 
Ecke die Gerade |a^, die zweite Seite die Ebene ^of;^%, die zweite Ecke 
die Gerade '^cc-^a^a^ u. s. w., schliesslich die letzte Seite die Ebene 

§^1% • • • f^n^^n- 

Zu S. 163, Z. 17—10 V. u. Der Text ist etwas unklar: Wenn der 

Anfangsstrahl beliebig in § gewählt würde, müsste die erste Ecke auf 
ihm und nicht auf A^ liegen. Grassmann denkt sich also wohl als An- 
fangsstrahl eine solche sonst beliebige Gerade in ^, die A^ trifft. Wird 
nun die Ebene § festgehalten, während sich der Anfangsstrahl in 'S, um 
den Punkt 'S,A^ dreht, so ist der Ort der letzten Seite der offenen Eigur 
die Ebene B^A^B^ . . . A^B^. Dabei bleibt die ganze offene Eigur fest mit 
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Ausnalime des Anfangs- und Endstralils. Beim Produkt '^Ä^B^ . > . Ä^B^Ä^_^^ 
dagegen ist die letzte Ecke der Sclinittpunkt der Ebene ^Ä^B^ . . . Ä^B^ 
mit der festen Geraden ^^^.i- Hier bleibt also die ganze offene Eigur mit 
Ausnahme des Anfangsstrabis allein fest. 

Zu S. 165, Z. 4. Da a, &, c Punkte sind, kommen von den Pro- 
dukten des § 4 nur die von der Eorm xa-^a^ . , . a^a^^ xA-^^B-^ . . , A^^B^ 
und 'e,A^B^ . . . A^B^A^_^^ in Betracht. In allen drei Eällen war bei fest- 
gehaltenem X bez. 'S, auch die letzte Ecke der offenen Figur fest. 

Zu S. 165, Z. 5. An die drei mit a, ?>, c endigenden offenen Figuren 
schliesst also Grassmann noch beliebige Endstrahlen au. 

Zu S. 165, Z. 7 u. f. Da Q^ahc noch mit weiteren festen Ele- 
menten multiplicirt werden soll, so handelt es sich um Produkte, wie sie 
in § 4 betrachtet werden, nämlich um Produkte von der Form qa-^a^. . .a^a^^^ 
qA^B^ . . , A^B^, qA^B^. . . A^B^A^^^^ (wo jetzt q statt 'S, steht). Im 
ersten Fall wurde der Anfangsstrahl in der Ebene q beliebig gewählt, in 
den beiden anderen aber durch den Punkt qA^ g^^^E^') was Grassmann, 
wie oben gesagt, nicht ausdrücklich erwähnt hat. Dementsprechend würde, 
wenn unsere Auffassung des Früheren richtig ist, hier eine Lücke sein, die 
sich jedoch leicht ausfüllen lässt: Der Punkt p^ von dem in der Folge die 
Eede ist, darf nicht beliebig auf ah gewählt werden, sondern — im 2. und 
3. Fall — im Schnittpunkt von ab mit der Geraden, die c mit qA^ 
verbindet. 

Zu S. 165, Z. 11^ — 8 V. u. Da y eine Ebene ist, so ist sie als eines 
der in § 4 betrachteten Produkte xA^B-^ . . . A^B^A^j^^^ §(^i«i • . • ^n^t 
'E,A^B-^ . . . A^B^ entstanden zu denken. Jedesmal war die letzte Seite der 
offenen Figur bei festgehaltenem x bez. 'E, an eine Ebene gebunden. Grass- 
mann fügt nun auf dem Endstrahl noch einen Endpunkt der Figur be- 
liebig hinzu, der irgendwie auf y gewählt werden kann. 

Zu S. 166, Z. 16 — 21. Unserer Ansicht nach ist hier wieder eine 
kleine Lücke: Da (j weiterhin mit festen Elementen multiplicirt werden 
soll, muss der Anfangsstrahl der vierten offenen Figur unter Umständen 
durch den Schnittpunkt von a mit einer festen Geraden A-^ gehen, p muss 
dabei im Schnitt von aß mit (iA^c gewählt werden. 

Zu S. 167, Z. 19 V. u. Nämlich der Produkte ^, r, a, s. 

XL Die stereometrische Gleichung zweiten Grades und die 

dadurch dargestellten Oberflächen. 

Grelles Jcm-nal Bd. 49 (1855). 

In dieser Arbeit zeigt Grassmann, dass eine stereometrische Glei- 
chung zweiten Grades die allgemeinste geradlinige Fläche zweiter Ord- 
nung darstellt. Nach dem in der vorhergehenden Abhandlung, S. 169, 
aufgestellten Satze lassen sich auch die nicht - geradlinigen Flächen 
zweiter Ordnung durch stereometrische Gleichungen darstellen. Aus beiden 
Sätzen müssen wir den Schluss ziehen, dass eine nicht - geradlinige Fläche 
zweiter Ordnung durch eine stereometrische Gleichung von höherem als 
zweitem Grade dargestellt wird, indem also die Fläche entweder mehrfach 
gezählt auftreten wird oder kombinirt mit anderen Flächen oder Ebenen. 
Es ist dies eine Unvollkommenheit der Grassmann sehen Methode. Grass- 
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mann selbst gellt auf diesen Umstand nirgends ein; wir dürfen überbaupt 
wohl annehmen, dass er die Erzeugung der Flächen bedeutend weniger 
intensiv studirt hat als die der ebenen Kurven. Man könnte natürlich die 
nicht-geradlinigen Flächen zweiter Ordnung doch durch eine stereometrische 
Gleichung zweiten Grades darstellen, sobald man imaginäre Elemente 
bei der Konstruktion zuliesse. 

Zu S. 171, Z. 8. Zunächst nämlich zerspalten wir co in zwei Faktoren 
A und 5, sodass die Gleichung lautet: x{AB) = 0. Nach S. 151 dürfen 
die Faktoren x^ A^ B beliebig gestellt und zusammengefasst werden. Yon 
A und B wird nur der eine den Faktor x enthalten, etwa B. Dann schreiben 
wir xA . B = 0. Nun verfahren wir mit B wie vorhin mit co. Sei 
B EEE FA und enthalte etwa A den Faktor x^ so kommt xAF/i = u. s. w. 
Schliesslich wird der letzte Faktor rechts x selbst. — Es möge übrigens 
beachtet werden, dass M (= Eeihe) nur eine symbolische Bedeutung hat, 
denn in xBx = soll nicht etwa das erste x mit dem Produkte B multi- 
plicirt werden, sondern nach und nach mit den einzelnen Gliedern der 
Reihe B. 

Zu S. 171, Z. 19 — 17 V. u. Im Anschluss hieran weisen wir auf 
einen Umstand hin, der schon von anderer Seite hervorgehoben worden 
ist (siehe R. Sturm, E. Schröder und L. Sohncke, Math. Annalen 
Bd. 14, 1879, S. 20): Zu dem im Text ausgeschlossenen ersten Fall gehört 
— in möglichst einfacher Form gewählt — z. B. die Gleichung xaa'bycx = 0^ 
wo allerdings die linke Seite kein Produkt nuUter Stufe ist. Man erkennt 
leicht, dass alle Punkte ^, die dieser Gleichung genügen, eine Kurve 
erfüllen, nämlich einen Kegelschnitt. Denn, wenn die Ebene ahc die Ebenen 
a und y in den Geraden Ä und C schneidet, so liegen alle Punkte x^ die 
jener Gleichung genügen, in der Ebene cibc und zwar so, dass sie die 
planimetrische Gleichung xaAhCcx =^ erfüllen. Gleich Null ge- 
setzte stereometrische Produkte von anderer als nullter Stufe, 
die X enthalten, können also algebraische Kurven im Räume 
darstellen. Grassmann ist jedoch hierauf nicht eingegangen. 

Zu S. 172, Z. 4 V. u. „Jedesmal", das heisst für jedes bestimmt ge- 
wählte X. 

Zu S. 173, Z. 13 — 8 V. u. Natürlich sind alle vorkommenden Punkte, 
Geraden und Ebenen als reell vorausgesetzt. Grassmann benutzt hier 
den Satz, dass eine Fläche zweiter Ordnung, die eine reelle Gerade enthält, 
unendlich viele reelle Geraden hat. Doch beweist er die Geradlinigkeit 
der Fläche auch unabhängig hiervon auf S. 174 oben. 

Zu S. 174, Z. 16 V. u. Bei dem Gitat auf § 3 fehlt bei Grassmann 
die Seitenangabe und man könnte es nach den vorhergehenden Worten auf 
die Abhandlung IX — ihrer Ueberschrift halber — beziehen. Es scheint 
uns aber der Hinweis auf Abhandlung X als richtig. Ygl. insbesondere 
S. 161 unten. 

Zu S. 174, Z. 9, 8 V. u. Nach S. 152. 

Zu S. 175, Z. 18—15 V. u. Wir hoben schon bei S. 158, Z. 3 u. f. 
hervor, dass Grassmann glaubt, diesen Satz durch Benutzung der Be- 
griffe der stereometrischen Multiplikation allein beweisen zu können. Vgl. 
unsere Anmerkung zu S. 188. 

Zu S. 176, Z. 2 V. u. Ygl. S. 59. 
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Zu S. 177, Formeln (d). Ygl. beistehende Fig. 45. Ist nämlich y 
ein Punkt des Kegelschnitts, x ein Punkt auf yg^ so liest man die Formeln 
unmittelbar ab. 

Zu S. 177, Z. 7. Grassmann lässt hier 
stillschweigend die Bedingungen fort, dass auch 
JE durch g gehen und D und F einander 
schneiden sollen. In der That sind diese Be- 
dingungen unnöthig. Wenn nämlich nur A und 
G einander in g treffen, die fünf Geraden A^ B^ 
C, D^ E sonst aber ganz beliebig liegen, und 
wenn x ein Punkt ist, für den 

xADEFCx = 

ist, so wird diese Bedingung auch durch jeden Punkt x auf xg erfüllt. 
Denn für einen solchen Punkt ist xA^xA^ also x'ADEFC EiExADEFC. 
Da diese Ebene durch C geht, also g enthält und xAJDEFCx = sein 
soll, so enthält die Ebene x AD EEG die Punkte g und x^ das heisst auch x\ 
weil X auf xg liegt. Demnach ist xADEFGx == 0. Die Fläche zweiter 
Ordnung ist mithin ein Kegel mit der /S'pitze g. Uebrigens kann dieser 
Kegel bei besonderer Lage der fünf Geraden ausarten. Ygl. dazu S. 179 oben. 

Zu S. 177, Z. 16 — 18. Denn wenn x ein Punkt ist, für den 
xAB,..A^B^Ax^=0 ist, und wenn x in der Ebene xA liegt, so ist 
xA ^EE xA^ also xAB . . . A^^B^A^xAB . . . A^B^A. Diese Ebene durch 
A enthält x, weil xAB . . . A^B^x = ist, und ist mithin die Ebene xA, 
in der x' liegt; daher: x'AB . . . A^B^x' = 0. 

Zu S. 177, Z. 18 — 21. Ist nämlich x irgend ein Punkt, der der 
Gleichung genügt, so schneidet die Ebene xA die Gerade B^ in einem 
Punkte x\ Dieser genügt nach dem Vorigen auch der Gleichung. Wir 
brauchen also nur diejenigen Punkte auf B^ zu suchen, die der Gleichung 
genügen, um alsdann sofort Ebenen durch A zu finden, deren Punkte 
sämtlich der Gleichung genügen. Zu bemerken ist nur noch, dass B^ nach 
Voraussetzung A nicht schneidet, da A im Produkte auf B^ folgt. 

Zu S. 177, Z. 18 V. u. Bei Grassmann steht hier als Oitat nur: 
§ 3; dies ist wohl durch unser Citat zu ersetzen. Denn zunächst ist, weil 
xAB . . . A^B^Ax von nuUter Stufe ist, nach dem ersten Satze auf S. 152: 

xAB . . . A^B^Ax ^ xAB . , . A^(xABj. 
Nun aber ist nach dem Satze auf S. 150 unter 2), weil x in B^ liegt: 

xAB^ = x{AB^). 

xAB . . , A^B^Ax = xAB . . . A^{x . AB^). 



Also: 



Dies aber ist ein Produkt nuUter Stufe mit den drei Faktoren xAB . . . A^^ 
x^ AB^^ das nach S. 151 beliebig geordnet werden kann. Daher auch so: 

xAB . . . A^x , AB^^ 
oder, wie im Text: 

xAB . . . A^x . B^A, 

Grassm an n, Werke. II. 27 
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Zu S. 177, Z. 1 V. u. Grassmann sagt bier wie später stets: kon- 
jugirt statt: isolirt. 

Zu S. 179, Z. 1 — 5. Wenn nämlich zunächst eine der Geraden die 
folgende schnitte, so würde das Zerfallen unmittelbar aus dem Satze auf 
S. 160 oben folgen. Nehmen wir daher an, keine der Geraden schneide 
die folgende. Dann ist xABCBE nach S. 159 u. nur dann gleich Null, 
wenn x in A liegt. Für jeden andern Punkt x dagegen ist xÄBCDJE 
eine Ebene. Da der Kegel die Gerade A enthält, so kann er nur so zer- 
fallen, dass ihm eine Ebene durch A angehört. Sind x und x irgend zwei 
Punkte dieser Ebene, so ist xA^xA^ also xABCBE ^ xABÖBE. 
Es soll aber xABGBEx = und xABGDEx=0 sein, also müsste 
die Ebene xABCBE die Punkte x und x enthalten. Dies ist jedoch eine 
Ebene durch E. Beim Zerfallen muss also E die Gerade A schneiden, da 
X und X zwei beliebige Punkte der Ebene durch A bedeuten. Der Kegel 
kann also nur noch dann zerfallen, wenn A und E in einer Ebene a 
liegen, und a muss dann dem Kegel angehören. Ist x ein Punkt von a, 
so ist xA^a^ xAB^ aB^ xE^^a^ xED^ aD. Da aber die 
Gleichung xABCBEx == nach S. 152 so geschrieben werden kann: 
xABC{xED) = 0, so kommt aBC(aB) == 0, das heisst C muss die Gerade 
aB{ciB) schneiden. 

XII. Die sterometrisclien Gleichungen dritten Grades und 
die dadurch erzeugten Oberflächen. 

Grelles Journal Bd. 49 (1855). 

Zu S. 180, Z. 8 V. u. Vgl. unsere Anmerkung zu S. 171, Z. 8. B 
hat auch hier nur symbolische Bedeutung und soll kein Produkt vorstellen. 

Zu S. 181, Z. 11—23. Nach dem Satze in § 5, S. 151, kann zu- 
nächst derjenige der drei Faktoren A^ 5, xB\ der von zweiter Stufe ist, 
ans Ende gestellt werden, sodass also die beiden ersten Faktoren entweder 
die Stufenzahlen 1, 1 oder 3, 3 haben. Der Faktor zweiter Stufe wird dann 
wie im Text in zwei Faktoren von entweder je erster oder je dritter Stufe 
zerlegt. Das Produkt hat dann die Form ABiTA)^ wo für die Stufen- 
zahlen von A^ B, P, A die vier im Text angegebenen Möglichkeiten vor- 
liegen. Da FA in x linear ist, so ist F oder A konstant. Wir können A 
als konstant betrachten. Die Summe der Stufenzahlen von AB^ T, A ist 
vier, oder acht. Daher ist der letzte Satz von S. 148 anwendbar, das 
heisst das Produkt gleich AB . F . A. 

Zu S. 181, Z. 13 V. u. Schlösse die Eeihe der abwechselnden Punkte 
und Ebenen mit einem Punkte, so wäre das ganze Produkt eine Gerade, 
was ja ausgeschlossen ist. 

Zu S. 182, Formeln (l) bis (4). Sie sind anders geordnet als die 
vier Fälle auf S. 181, denen die Reihenfolge (l), (3), (4), (2) entsprechen 
würde. Infolge davon enthält das Original später einige Fehler in der 
Bezeichnung, die wir verbessert haben. Vgl. das Verzeichniss der Abweichungen 
vom Original. 

Zu S. 182, Z. 17 — 19. Wir erinnern daran, dass die Anzahl der 
festen Geraden gerade sein muss. 
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Zu S. 182^ Z. 12 V. u. Die letzten Ecken der drei offenen Eignren 
sind die Punkte x^^ x'Sl^^ x'^^- ^^ ^^^^^ ^^^^ verlangt, dass sich die 
Ebene von x"^ und A^ die von x'Si^ und A^ und die von o^SJg "^^^^^ ^2 ^^^ 
einem Punkte der Ebene a treffen. Als letzte Seiten der drei offenen 
Figuren sind die Geraden von den Punkten x^^ x^-^^ x^^ ^^^^^ diesem 
Punkte von a gewählt. 

Zu S. 182, Z. Ö — 1 V. u. Ist $R die Reihe bß, ^^ die Eeihe h^ß^ 
und ^2 die Reihe h^ß^^ so sind xh, xh-^^ x'b2 die von der Spitze x des 
Tetraeders ausgehenden Kanten. Die Ecken der Grundfläche sind xhß^ 
xh-^ß^^ xt^ß^. Die festen Punkte jener drei Kanten sind 5, t-^^ h^^ der 
feste Punkt der Grundfläche ist a. Die Ecken der Grundfläche liegen 
in den festen Ebenen ß^ ß^^ ß^. 

Zu S. 182, Z. 1 V. u., u. S. 183, Z. 1—3. Sind die Reihen ^, IR^, 
und 9f?2 ^^® Geradenpaare BC^ ^1^1 iind J^gOg, so ist ein Punkt von a 
die Spitze der ersten Pyramide, wobei die von dieser Spitze ausgehenden 
Kanten A^ A-^^ A^ treffen und die Endpunkte dieser Kanten auf 0, C-^^ C^ 
liegen. Diese letzteren Punkte sind zugleich die Grundpunkte der andern 
Pyramide mit der Spitze ^, deren von x ausgehende Kanten J5, B^ , B^ treffen. 

Zu S. 183, Z. 17 V. u. Eigentlich r{a2a)a. Aber nach l), S. 150, 
r (^2 a) '^ra^d- 

Zu S. 184, Z. 9 V. u. Denn ca ist von nullter Ordnung und nicht 
gleich Null, das heisst eine Zahlgrösse. 

Zu S. 184, Z. 4 V. u. Eigentlich tritt zu scp^a nicht der Faktor c, 
sondern cu hinzu-, aber nach dem Satze in § 5, S. 151^ ist 

scp^a . Ca ^r scp^a . c a. 

7m. S. 185, Z. 4 V. u. „In allen Fällen", das heisst: auch, wenn 
PiP^Vz = ist. 

Zu S. 186, Z. 9 — 15. Dies ist eigentlich nur eine Wiederholung 
einer Stelle von S. 185. 

Zu S. 186, Z. 9 V. u. Nach S. 152. 

Zu S. 187, Z. 13—19. Vgl. S. 157 und S. 171. 

Zu S. 187, Z. 5, 4 V. u. Was geometrisch sofort aus einer Figur 
erhellt, aber im Folgenden auch analytisch bewiesen wird. 

Zu S. 187, Z. 3 — 1 V. u. Denn nach S. 150 ist ABrB^A{rB)B. 
Ist aber die Summe der Stufenzahlen von F und B gleich vier, während 
r nicht mit B vereint liegt, so ist r5 eine von Null verschiedene Zahl- 
grösse, daher ABFB^ AB. 

Zu S. 188, Z. 1 — 5. Zunächst ist nämlich nach dem Vorhergehenden 

ÄBB^ . . . B,rB„ = {ABB, . . . B„_,) B.FB, ^= ABB, . . . B,_,B,„ 
also : 

ABB, . . . B^FB^B^^, = ABB, . . ,B^_,B^B^_^, = 

= {ABB, . . .B^_,)B^_,B^B^_, = ABB, , . . B^^,B^_, 
u. s. w. 

27* 
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Zu S. 188, Z. 5, 6. Es war xaahßc ^ yc. Hieraus folgt: 
xaahßcßhaa ^f ycßhaa^ 
das heisst nach, dem Vorhergehenden: 

xa'-EE ycß'baa. 

Zu S. 188, Z. 15 — 19. Grassmann benutzt hier den Satz, dass es 
nur eine projektive Beziehung zwischen zwei Ebenen giebt, sobald man 
vier Punkten der einen Ebene allgemein vier der andern zugeordnet hat, 
also einen Satz, der sich mittels der stereometrischen Multiplikation allein 
nicht beweisen lässt. Yielleicht hat er durch das Wort „kollinear" an- 
deuten w^oUen, dass er hier etwas wo anders her entlehnt. Im Hinblick 
auf einige früher von uns hervorgehobenen Stellen sind wir jedoch im 
Zweifel, ob er sich darüber klar war, dass' es sich um einen durch stereo- 
metrische Multiplikation allein nicht beweisbaren Satz handelt. 

Zu S. 188, Z. 11 V. u. bis S. 189, Z. 17. Hier steht im Original 
6^2, %, a^ statt \^ 7%, y^^, was wir zu ändern genötigt waren, weil sonst 
«2 , % , a^ in zwei verschiedenen Bedeutungen vorkämen. 

Zu S. 189, Z. 12. In dieser Eormel sind vier Formeln zusammen- 
gefasst, von denen die erste lautet: 

a ^ a^ \ cYg ^2 ^g l^^a 

und die andern drei hieraus hervorgehen, wenn a und a^ bez. durch h 
und h^ oder c und q oder d und d-^ ersetzt werden. 

Zu S. 190, Z. 7, 8. Vgl. unsere Anmerkung zu S. 188, Z. 15—19. 

Zu S. 190, Satz 8. Dieser Satz ist schlecht stilisirt, was daher rührt, 
dass der Satz im Original mit den Worten: „Durch zwei Punkte" beginnt. 
Um möglichst schonend vorzugehen, haben wir nur diese Worte durch: 
„Bei zwei Punkten" ersetzt, obgleich der Satz dann immer noch zu wünschen 
übrig lässt. 

Zu S. 190, Z. 11 V. u. Die Projektionsebene ist die einzuschaltende 
Ebene. 

Zu S. 191, Z. 13. Die Projektionspunkte sind die oben mit Ä;^, /%, 7% 
bezeichneten Punkte. 

Zu S. 192, Z. 10. Vgl. S. 182. 

Zu S. 192, Z. 12. Auf S. 185. 

Zu S. 192, Z. 5 V. u. Wie im Original steht hier irrthümlich Strahlen- 
büschel statt Ebenenbüschel, was leider übersehen worden ist. 

Zu S. 193, Z. 2. 9 hat hier eine andere Bedeutung als früher. Die 
vorher mit cp^\ cp^^^ 98^2' I^ezeichneten Ebenen heissen jetzt go, cp^^ op^. 
Nachher freilich, auf Z. 19 v. u., ist (p doch wieder die frühere Ebene, da 
dort (pW EE^. (p ist. 

Zu S. 193, Z. 19 V. u. Hierdurch ist die Gleichung (l) auf die ein- 
fachere Eorm gebracht: 

xix'R^ (^9^2) ö^ = 0. 

Zu S. 194, Z. 7 V. u. Vgl. S. 76. d ist die Ebene, die zur Fläche 
zweiter Ordnung hinzutritt. 

Zu S. 195, Z. 1. Die allgemeine Fläche dritter Ordnung enthält be- 
kanntlich 27 Gerade, nach G. Salmon, Cambridge and Dublin Math, 
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Journ. Bd. 4, S. 118, 252 (1849). Aber es kann vorkommen, dass von 
diesen 27 Geraden nur drei reell sind, nach L. Scliläfli, Quarterly 
Journal Bd. 2, S. 118 (1858). 

Zu S. 195, S. 18 — 21. Diese Annahme ist erlaubt, sonst nämlich 
enthielte die Fläche alle Geraden durch jene drei im Texte genannten Ge- 
raden, das heisst, sie zerfiele in eine Fläche zweiter Ordnung und eine Ebene. 

Zu S. 195, Z. 9 V. u. Vgl. unsere Anmerkung zu S. 193, Z. 19 v. u. 

Zu S. 196, Z. 4. Lässt' man auch imaginäre Gerade zu, so ist hier- 
mit bewiesen, dass jede Fläche dritter Ordnung in der Form 

xa(x?it-^) (irSg) = 

darstellbar ist, also als Durchschnitt dreier projektiver Ebenenbündel — 
Grass mann sagt: Ebenenbüschel zweiter Stufe — erzeugt werden kann. 
Dieser Satz kommt vor Grassmann nicht vor. Man nennt deshalb diese 
Erzeugungsart die Grassmannsche. Vgl. H. Schröter in Grelles Journal 
Bd. 62 (1863), S. 265—280, insbes. S. 265 und S. 280, wo Schröter 
eine Bemerkung macht, die schon Grassmann auf S. 194, 195 hat. Vgl. 
ferner das Lebensbild Grassmanns von R. Sturm, E. Schröder und 
L. Sohncke, Math. Annalen Bd. 14 (1879), S. 19, 20. 

Zu S. 196, Z. 16. Vgl. S. 185. Hervorzuheben ist, dass die da- 
maligen Betrachtungen unabhängig davon waren, ob die Reihen S^t, D^tj^, fR^ 
aus Geraden oder aus abwechselnden Punkten und Ebenen bestehen. 

XIII. Sur les differents genres de multiplication. 

Grelles Journal Bd. 49 (1855). 

S. 202, Z. 4. V. u. 

Das hier stillschweigend eingeführte associative Gesetz der Multipli- 
kation wird später ebenso wieder fallen gelassen; die meisten der Grass- 
mann sehen Multiplikationsarten sind nicht associativ. 

Die Beschränkung der Produkte auf zwei Faktoren ist eine wirkliche 
Einschränkung des Problems. Es können nämlich bei Produkten mit drei 
oder mehr Faktoren noch neue Gleichungen hinzukommen, z. B. die Glei- 
chungen des associativen Gesetzes, oder die nach Analogie der Jacobischen 
Identität gebildeten Gleichungen 

UV . tu -{- VW . II -f- tvii . -y = 0, 

die eine lineale Multiplikationsart im Sinne Grassmanns definiren. 

Ueberhaupt sind die Forderungen, die Grassmann an diese Einheiten 
stellt, zum Theil ziemlich willkürlich. Eine wesentliche Beschränkung liegt 
darin, dass nur die Einheitsprodukte gleicher Stufe durch lineare Gleichungen 
verbunden sein sollen; dadurch werden gerade solche Fälle ausgeschlossen, 
die Mancher für die interessantesten und wichtigsten halten wird, und die 
überdies auch grössere Schwierigkeiten darbieten. Man sehe die Aus- 
führungen in dem Werke: Theorie der Transformationsgruppen, unter Mit- 
wirkung von Fr. Engel bearbeitet von S. Lie, Bd. III (Leipzig 1893), 
S. 748 u. fP. 

Was die Beziehungen von Grassmanns Multiplikationsarten zu be- 
stimmten Gruppen angeht, so ist Folgendes ohne Weiteres ersichtlich: Hat 
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man durch ein System von Bedingungsgleichungen zwischen den Einheits- 
produkten eine Multiplikationsart im Sinne Grassmanns definirt, so kann 
man in allgemeinster Weise neue Einheiten einführen, zwischen deren Pro- 
dukten dieselben Bedingungsgleichungen bestehen. Die linearen Substitu- 
tionen, durch die dies geschieht, bilden dann nothwendig eine Gruppe (die 
sich natürlich unter Umständen auch auf die identische Transformation 
reduciren kann). Einige Gruppen kann man geradezu in dieser Weise 
definiren, so^ wie Grassmann selbst schon bemerkt hat, die Gruppe der 
linearen Aenderungen (die allgemeine lineare Gruppe) und die Gruppe der 
circulären Aenderungen (die erweiterte Gruppe der Drehungen um einen 
festen Punkt). Als ein allgemeines Princip, wodurch man aus der Mannig- 
faltigkeit aller projektiven Gruppen eine besondere Klasse herausheben könnte, 
eignet sich dieses Yerfahren indessen kaum. Denn einmal hat die ganze Frage- 
stellung vom gruppentheoretischen Gesichtspunkt ans unseres Erachtens nur 
ein untergeordnetes Interesse, sodann aber ist die Beziehung zwischen 
Gruppe und „Multiplikationsart" nicht umkehrbar: Die Multiplikationsgesetze 
sind durch die Gruppe im Allgemeinen noch nicht völlig definirt, und es 
können auch (schon im Ealle von zwei Einheiten) zu einer Gruppe mehrere 
ganz verschiedene Multiplikationsarten gehören. 

Anders liegt die Sache bekanntlich im Falle der Systeme complexer 
Zahlen, deren Beziehung zu einer gewissen Klasse von Gruppen eindeutig 
umkehrbar ist. 

S. 204, Z. 19 V. u. 

Die zweite Forderung bedarf einer Erläuterung. Hat man nämlich 
die erste Forderung durch ein System von Bedingungsgleichungen befriedigt, 
und verlangt man, dass diese fortbestehen, wenn man z. B. an Stelle der 
Einheiten u-^^ und ^fg ^^^ neuen Einheiten x^ii^ -\- x^u^ und y-^u^ -\- y^u^ 
einführt, so ergeben sich im Allgemeinen neue Bedingungsgleichungen für 
die Produkte der Einheiten u-^^ . . . ii^. Es wird nun (wie aus den geführten 
Beweisen hervorgeht) angenommen, dass diese neuen Gleichungen anch 
wieder der ersten Forderung genügen sollen. Die zweite Forderung ent- 
hält also die allerdings nicht ausdrücklich formulirte Annahme, dass die 
Zahlenquadrupel ^^, y^ für alle Einheitspaare dieselben sind, und dass 
auch die noch zu suchenden Relationen sich nicht ändern , wenn man 
z. B. u^ durch — u^ ersetzt. 

Diese Voraussetzungen sind von uns auch der Berechnung der aus zwei 
Einheiten abzuleitenden Multiplikationsarten zu Grunde gelegt worden. 

S. 206, Z. 14. Tequation obtenue, gemeint ist die Gleichung 

S. 206, Theoreme 2. 

Der Satz ist so zu verstehen, dass man sowohl bei den Einheiten als 
auch bei den Koefficienten die Indices 1 . , . n vertauschen darf, und zwar 
beidemal in beliebiger Weise. 

S. 209, Z. 14 V. u. Pour trouver . . . 

Dies ist nicht zu verstehen. Gemeint ist vielleicht: Wir wollen uns 
mit den (übrigens ohne Weiteres ersichtlichen) Relationen zwischen den 
Grössen ^, y nicht aufhalten, da in dem nächsten Fall (4) dieselben Rela- 
tionen auftreten. 
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S. 211 unten. 

Die über den Fall zweier Einheiten aufgestellte Behauptung erweist 
sich nicht als stichhaltig, und demgemäss erleiden die Theoreme 4 und 5 
im Fall n == 2 eine Ausnahme. 

Es giebt bei zwei Einheiten zwölf Systeme von Bedingungsgleichungen, 
die Grassmanns erster und zweiter Forderung genügen. 

Lassen wir die trivialen linealen Multiplikations arten 

(O) (keine Bedingungsgleichung), 

(2,3,4) e^^ = e^^ = 0, e^e^ + e^e^ = 0, 

(1, 2, 3, 4) 6^2 ^ g^2 ^ e^e^ = e^e^ = 

bei Seite, und setzen wir zuerst voraus, dass die Bedingungsgleichung (l) 
nicht erfüllt ist, so haben wir zuerst die von Grassmann angegebenen 
Multiplikations arten 

(4) u,' + u,'^0, 

(2, 3) i^;^^^2 + '^2% ^= ^? %^ "^ '^2^7 

die Aenderungen, die diese Gleichungen nicht zerstören, sind aber nicht 
nur die circulären, sondern sie bilden (in beiden Fällen) die umfassendere 
Gruppe 

%'= %% -f" ^2^%? ^%' "^ ib (^2% ^l'^h) 

(ohne Bedingungsgleichung für die x). 

Dazu kommen die von Grassmann übersehenen Fälle 

(3) %^ -= %^ und 

(2, 4) u^u^ -\- ^%% = 0, %^ -j- ii2^ == 0, 

beide mit der Gruppe 

Aus diesen vier Fällen (3), (4), (2, 3), (2, 4) gehen dann noch vier 
weitere hervor, wenn man die Bedingung (l): u-^u^ = %% hinzufügt. Die 
Gruppe der erlaubten Aenderungen wird dadurch offenbar nicht geändert. 

Da die zuletzt erwähnten Gruppen die circulären Aenderungen nicht 
enthalten, so bleibt das Theorem 6 auch in dem Fall von zwei Einheiten 
bestehen. 



XIV. Die lineale Erzeugung der Kurven dritter Ordnung. 

Grelles Journal Bd. 52 (1856). 

Zu S. 218, Z. 6 V. u. Der ausführliche Titel ist: „Sopra un algoritmo 
proposto per esprimere gli allineamenti e sulF ordine o la classe del luogo 
geometrico dei punti o delle rette soggetti ad una legge di allineamento. 
Sunto del M. E. Prof. Bellavitis. Lette neir adunanza deir I. E. Istituto 
Yeneto il di 26 decembre 1854. Yenezia, nel priv. stab. naz. di G. An- 
tonelli, 1855." Durch Yermittelung des Herrn E. Wolf fing in Stuttgart 
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sind wir in den Besitz eines Exemplars dieser Abhandlung gelangt, das an- 
scheinend nur ein Separatabdruck ans den Atti deir I. R. Istitnto Yeneto 
ist. Darin sind die Seiten mit 1 — 17 numerirt, und wir werden sie mit 
diesen Zahlen citiren. 

Zu S. 218, Z. 4 V. u. u. f. A. a. 0. S. 4, 9, 12, 
Zu S. 219, Z. 2—4. Bellavitis, S. 4, 9, 15. Chasles^ Abhand- 
lung haben wir schon in der Anmerkung zu S. 97, Z. 17 — 15 v. u. citirt. 
Zu S. 219, Z. 20—21. Dies geschieht auf S. 228, 229. Der Eehler 
von Bellavitis liegt auf der Hand. 

Zu S. 219, Z. 3, 2 V. u. A. a. 0. S. 4. 

Zu S. 220, Z. 2. Wir haben in unseren Anmerkungen: vereinigte 
Lage gesagt. 

Zu S. 220, Z. 6. A. a. 0. S. 4. 

Zu S. 220, Z. 8. A. a. 0. S. 5. Aiisserdem braucht Bellavitis für 
die Punkte grosse und für die Geraden kleine Buchstaben. 

Zu S. 221, Regel 6 und 7. Diese Regeln sind eine Folge der im 

Yorliergelienden von uns oft angewandten „Reduktionsregel", vgl. S. 377. 

Zu S. 222, Z. 15. Streng genommen ist dies nich.t korrekt. Den 

eigentlichen Nachweis h.at Grassmann dort unterdrückt. Wir haben ihn 

in einer Anmerkung gegeben. 

Zu S. 222, Z. 19. Etwas inkonsequent bezeichnet Grassmann hier 
Punkte durch griechische Buchstaben. 

Zu S. 222, Z. 20 u. f. Vgl. Fig. 11, S. 65. 

Zu S. 222, Z. 13 V. u. Es muss auch gezeigt werden, dass diese 
Bedingung hinreicht. Dies geschieht auf S. 227. 

Zu S. 222, Z. 3 V. u. Bei dieser Fassung ist auch das TJnendlichferne 
berücksichtigt. 

Zu S. 223, Z. 7. Statt „berührt'' stände hier und auch später 
besser: trifft. 

Zu S. 223, Z. 22 v. u. Vom Jahre 1706. Opera, herausgegeben von 
S. Horsley, Bd. 1, London 1729. 

Zu S. 224, Z. 13. Für „Kurve" stände besser: Zug. 
Zu S. 224, Z. 19 V. u. Das „Kurvenstück" ist ein Bogenelement 
der Kurve. 

Zu S. 225, Z. 1. Der Winkel hat veränderliche Grösse. 
Zu S. 225, Z. 6. Das heisst, wenn B die Gerade ca nicht zwischen 
c und a trifft. 

Zu S. 225, Z. 12, 11 V. u. Gemeint ist, dass m der Punkte a^ ß, y 
auf den unverlängerten Strecken ah^ hc^ ca liegen sollen. 

Zu S. 226, Z. 8. Unter den „sieben" Fällen sind diese verstanden: 
Bewegung von 

1) p und q hinsichtlich ah^ die sich umkehrt, wenn y zwischen, a 
und h liegt, 

2) q hinsichtlich ha und 5c, die sich umkehrt, wenn B zwischen ha 
und hc liegt, 

3) q und r hinsichtlich &c, die sich umkehrt, wenn cc zwischen h 
und G liegt, 

4) r hinsichtlich ch und ca, die sich umkehrt, wenn C zwischen ch 
und ca lieejt. 
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5) r und p^ Mnsiclitlicli ca, die sich iimkelirt, wenn ß zwischen c 
nnd a liegt, 

6) p^ hinsichtlich ac und aö, die sich umkehrt, wenn A zwischen ac 
und ah liegt, 

7) p-^ und p hinsichtlich a. In den sechs ersten Fällen giebt es 
(m -|- 3 — !^)-mal Umkehr. 

Zu S. 226, Z. 2 V. u. Denn eine Sehne dieses Zuges trifft den andern 
Zug deshalb nicht, weil sie ihn sonst — da der andere Zug keinen Wende- 
punkt hat — nicht nur einmal, sondern zweimal schneiden müsste. Diese 
Gerade hätte also mit der Kurve dritter Ordnung vier Punkte gemein, was 
unmöglich ist. 

Zu S. 227, Z. 3 — Q. Hierdurch wird nachgewiesen, dass der im Zusatz 
auf S. 226 angegebene besondere Fall vermieden werden kann, was Grass- 
mann nachher, Z. 10, ausdrücklich noch einmal betont. 

Za S. 227, Z. 18. Vgl. § 2, S. 222. 

Zu S. 228, Z. 16. A. a. 0. S. 13 mit Rücksicht auf das auf S. 12 
Gesagte. 

Zu S. 229, Z. 9. Gemeint ist die Gleichung auf S. 218. 

Zu S. 229, Z. 23—14 v. u. Ygl. Satz Nr. 2 auf S. 74 und die 
Figur 14. Die dort benutzten Bezeichnungen 

a C 1) % 0^ \ d 
sind jetzt ersetzt durch 

a A % & B h^ c. 

Die auf S. 75 genannten neun Punkte sind also jetzt diese: 

a, 6, c, AB^ {^^^h)(P^i)i c%-^7 ch-^^B, aci-^B^ ht^A. 
In Figur 33 sind dies die Punkte; 

a, &, c, g, e, li, % d, f. 

Zu S. 230, Z. 1, 2. Dies wurde auf S. 76 unten bewiesen. 

Zu S. 230, Z. 14. Von hier an beginnt der Beweis dafür, dass die 
durch (4) dargestellte Kurve dritter Ordnung die durch (2) angegebene 
Konstruktion zulässt. 

Zu S. 23I5 Z. 8. Denn alle Kurven dritter Ordnung durch die acht 
Punkte d^ a, e, ?>, /", /^, g^ i haben noch einen neunten Punkt gemein. Eine 
solche Kurve besteht aus den Geraden dg^ aJi^ ef, eine andere aus den 
Geraden de^ hi, gf. Beide haben noch den Schnittpunkt von ah und 
hi gemein. 

Zu S. 231, Z. 19 V. u. Bellavitis schreibt a. a. 0. S. 16, Z. 3 v. u., 
die Gleichung so: 

XAlCdEfiXJg) .XJEh\0, wobei f/ || 0, gE\0 

Zu S. 231, Z. 16 V. u. Eigentlich wäre eine neue Figur am Platze 
gewesen. Grass mann hat sich damit beholfen, das Nothwendigste in 
Fig. 33 einzutragen. 

Zu S. 231, Z. 13 V. u. Ygl. S. 219, Z. 2. 

Zu S. 231, Z. 5 V. u. Im Original steht g statt ^, aber obgleich hier 
x^^ g ist, muss doch dem Sinne des Textes nach x stehen. 
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Zu S. 232, Z. 6. Denn für x^^h ist ^e ■£?£ ef, fx'El^ef. Die Glei- 
cbung (9) giebt also 

. efDpEdF{efB) . -bdO = 
oder: 

efDpEdF{efB)C(dh) = 0. 

Also liegt 1) auf efDpEdF(efB)Cd und ausserdem liegt d auf ef, sodass 
der im Text angegebene Punkt h hervorgeht. 

Zu S. 232, Z. 19. Soll nämlich x^i auf gd liegen, so ist xd^Egd^ 
xdC z^E: gdC ^E g^ da g mit C vereint ist. Also: 

xfB . xdC ^^ xfBg^ B^ 

da B mit g vereint ist. Demnach giebt (9) 

ieJJpEäFB = 
oder: 

BFdEpDei = 0, 

sodass i ^uf. BFdEpDe liegt. Ausserdem liegt i auf ^c?, daher der Punkt 
i des Textes. 

Zu S. 232, Z. 19 V. u. Diese Annahme macht auch Bellavitis, vgl. 
S. 231: Ff=0, 

Zu S. 232, Z. 2 V. u. Es v^ar nämlich ÄE^gf^ g^BC, also 
ÄEEEBCf'^ ferner war a-^^hc.de und h ee FCdEpI)e(fg). Also 
/^ ^ FCdEpBeA und ö^^ ^ee FGdEpBeAc{de), und wegen FC E^ c 
kommt der im Text angegebene Wert von a^. Ferner war \^ ic . ef 
und i^ BFdEpBei^gd)^ also kommt, da gdEElB^ auch der Werth &^ 
des Textes. 

Zu S. 233, § 7. Grassmann beabsichtigt nun zu zeigen, dass, wenn 
neun Punkte beliebig gegeben werden, stets eine planimetrische Gleichung 
aufgestellt werden kann, die die Kurve dritter Ordnung durch die neun 
Punkte darstellt. Beim Beweis entlehnt er Sätze aus der projektiven 
Geometrie. 

Zu S. 233, Z. 4 — 10. Dies folgt sofort, wenn man die linke Seite 
einer planimetrischen Gleichung dritten Grades zuerst in zwei Paktoren zer- 
legt und dann einen der Faktoren nochmals zerlegt u. s. w. 

Zu S. 233, Z. 11—14. Z. B. seien Ä, B zwei Gerade durch den 
Punkt c. Dann haben P^^xaÄ, Q^xhB die Eigenschaft, dass P=0 
für ^ ^ a, Q = für x "^h und ausserdem noch BQ == für 
X EE AB ^ c ist. 

Zu S. 233, Z. 18 — 14 V. u. Grass mann behauptet: Sind fünf Ele- 
mente, z. B. fünf Punkte e^, f-^^ g^^ \^ i-^^ und ausserdem fünf Strahlen 
durch einen Punkt d^ etwa ed^ fd^ gd^ hd^ id gegeben, so kann man ein 
Produkt ^A bilden, das in ed^ fd^ gd^lid^ id übergeht, sobald man darin 
X durch e^, f^, ^^, \^ i^ ersetzt. A soll dabei eine Eeihe fester Punkte 
und Geraden sein, sodass also A an sich kein Produkt ist, sondern nur 
symbolische Bedeutung hat. — Dass dem in der That so ist, kann man 
mit Hülfe von Sätzen der projektiven Geometrie leicht erkennen: denn der 
Ort der Punkte, die so liegen, dass das Doppelverhältniss der Strahlen von 
ihnen nach e^^ f^, g^^ \ oder i^ gleich dem von ed^ fd^ gd^hd oder id ist, 
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ist ein Kegelschnitt durch e^^ /'-,_, g^, \ bez. durch e^, f^, ^^, i^. Beide 
Kegelschnitte haben ausser e^, f-^^ g^ noch einen (reellen) Punkt d-^ gemein, 
der sich natürlich lineal konstruieren lässt. Nun sind die fünf Strahlen 
e^d-^^ f^d-^^ g-^d^^ \d^^ \d^ zu den fünf Strahlen ed^ fd, gd^ hd^ id pro- 
jektiv. Also lässt sich zu jedem Strahl durch d^ der zugehörige Strahl 
durch d lineal konstruieren. Das ist es aber, was Grassmann behauptet. 
— Es ist zu betonen, , dass Grassmann in § 7 nur einen allgemeinen 
Ueberblick geben will; erst in § 8 wird die in § 7 entwickelte Methode 
auf einen bestimmten Fall angewandt. 

Zu S. 234, Z. 6. Gleichung (2) steht auf S. 218. 

Zu S. 234, Z. 14, 13 v. u. Denn es ist ea-^^c ^ % . ec ^ af . cd . ec, 
und dies ist, da af und cd nach Voraussetzung nicht zusammenfallen, nur 
dann gleich Null, wenn e auf cd liegt, was ausgeschlossen wurde. 

Zu S. 235, Z. 1—6. Die Gleichung (12) ist bis jetzt erfüllt durch 
X ^ a^ &, c, d^ weil dann p oder q^^ ist. Dagegen für 



ist 



0^ = e, f, g, /^, i 

p-=e, /•, g^, \, i^, 
^ = 6, A g2, \, h- 

Es kommt also darauf an, die in (12) noch verfügbaren Konstanten so 
zu wählen, dass (12) befriedigt wird, sobald für p und q eines der fünf 
Werthepaare, die hier stehen, gesetzt wird. 

Zu S. 235, Z. 13 — 16. Gemeint ist: Ist i^b-^e = 0, so ist erreicht, 
dass (12) für p^i-^^ g ^ ig E^^i ohne dass A; in besonderer Weise ge- 
wählt zu werden braucht. Ist aber i-J)ie nicht gleich Null, so wählen wir 
h so, dass i^l^i^ = ist. Alsdann ist (12) wiederum für jj eee i^, q ^eE: i^ 
erfüllt. Um nun beide Möglichkeiten zu umfassen, wählen wir ^ in 
jedem Falle so, dass i-^lci^ = ist; das heisst Ic wird auf i^i2 gewählt. 

Zu S. 235, Z. 11 — 7 V. u. Ausserdem ist h an i-^i^ gebunden, also 
ist h ein Schnittpunkt der hier erwähnten Kurve dritter Ordnung mit der 
Geraden i-^i^. 

Zu S. 235, Z. 4, 3 v. u. f^ g^^ \ sind die Werthe von q für 
x'E^f^ g^ h . . , Diese drei Punkte liegen, da q ^ xhB ist, auf B. 

Zu S. 236, Z. 3, 4. Hier wird also der Satz benutzt: Wenn eine 
Kurve dritter Ordnung zwei Geraden enthält, so zerfällt sie in drei Geraden. 
Zu S. 236, Z. 10 — 16. Im Original steht hier überall g und /^ statt 
^2 lind /^2- Es ist dies ein Irrthum, dessen Beseitigung in der Folge er- 
heblichere Korrekturen des Textes nöthig gemacht hat, die wir weiter unten 
erwähnen. 

Zu S. 236, Z. 19. h wird also auf aß gewählt. Ausserdem liegt h 
auf i^i^^ das heisst: es ist h^ aßii-^i^). Vgl. Z. 4 v. u. 

Zu S. 236, Z. 19 V. u. Man muss sich nämlich daran erinnern, dass 
h^ nach S. 235, Z. 15 v. u. der gemeinsame Punkt von hf^ ^^g^Cg-^ und 
hh^Ch^ ist. 

Zu S. 237, Z. 3 — 5. Wegen des oben erwähnten Fehlers musste hier 
der Text erheblich geändert werden. Vgl. das Yerzeichniss der Abwei- 
chungen vom Original. 
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Zu S. 237, Z. 20, 21. Aucb. hier entsprechende Abänderungen. Wegen 
seines obigen Fehlers zählt Grass mann nur 351 statt 369 Faktoren. 
Vgl. das Verzeichniss der Abweichungen vom Original. 

Zu S. 238, Z. 20 V. u. Auf S. 103 ist nämlich ^ = 2 anzunehmen. 
Dann sind dort ein Strahlenbüschel und ein dazu projektives Kegelschnitt- 
büschel zu konstruiren, deren Durchschnitt die dort mit G bezeichnete 
Kurve dritter Ordnung ist. Auch werden dort nur drei (statt sechs) Kegel- 
schnitte 5, B^^ B^ konstruirt, weil sie für die Herstellung der projektiven 
Beziehung ausreichen. Diese drei Kegelschnitte haben mit C vier Punkte 
gemein. Der auf S. 237, Z. 9 v. u. erwähnte elfte Punkt l ist der Punkt, 
in dem auf S. 103 die Gerade A die Kurve ausser in den beiden 
Punkten, durch die der Kegelschnitt B gelegt wurde, zum dritten Male trifft. 

Zu S. 238, Z. 18 — 15 v. u. Zum Beweise des Satzes b) wird die 
Gleichung (1) auf S. 218 benutzt: 

xaBcBxB^c^B-^a^x = 0. 

Giebt man x acht verschiedene Lagen auf der Kurve, aber nicht die Lage 
a und a-^ — diese Punkte gehören der Kurve an — , so gehören dazu je 
acht Punkte xaBcB und xa^B^c-^B^ auf B und B^ und die Verbindende 
je zweier entsprechenden dieser Punkte geht durch den betreffenden Punkt 
X der Kurve dritter Ordnung. In dem Text des Satzes b) sind a, %, i), B^ 
mit a, &, Ä^ B bezeichnet. — Zum Beweis des Satzes c) wird die Glei- 
chung (3) auf S. 218: 

xaÄ . xhB . xcC == 

benutzt, a, 6, c gehören der Kurve dritter Ordnung an. Dem Punkte x 
werden noch sieben andere Lagen d^ e, f, ^, /^, % 1^ auf der Kurve ertheilt. 
Dann liegen drei Büschel von je sieben Strahlen mit den Mittelpunkten 
a, &, c vor, deren Strahlen nach den sieben Punkten gehen. Sie treffen die 
drei Geraden J., B^ G in je sieben Punkten, und diese dreimal sieben 
Punkte liegen zu je dreien nach der planimetrischen Gleichung auf einer 
Geraden, nämlich auf der Geraden xaA . xltB^ wo x = ä^ e, /", ^, /^, i, Ä; 
zu setzen ist. — Zum Beweise des Satzes d) wird die Gleichung (2) auf 
S. 218 benutzt, aber in etwas verallgemeinerter Form: 

xciÄa^ . x'bBh^ . xcGc-^ = 0. 

a^ &, G sind wieder die Büschelmittelpunkte. Die drei andern Büschel sind 
die aus ct-^^ h^^ C-^. — Zum Beweise der drei Sätze b), c), d) ist zu be- 
merken, dass die zwei bez. drei ausgewählten Punkte der Kurve dritter 
Ordnung Punkte allgemeiner Lage auf der Kurve sind. 

Zu S, 238, Z. 15 — -13 v. u. Der Beweis des Satzes e) ist nach einem 
Grassmannschen Manuskripte so: Sind ci-^ . . . a^^ Punkte einer Kurve 3. 0. 
Cg, so seien G^ und 0/ zwei durch sie gehende Kurven 4. 0., die sonst 
noch 6 Punkte %i - • • ct^Q gemein haben. Durch a^^ . . . a^5 geht ein Kegel- 
schnitt G.2 , der G^ noch in a-^rj , ^j^g , a^c) und G^ noch in a^Q , a^i , %2 
schneide. Endlich sei G die Gerade a^rj a-^^ und G' die Gerade a^Q a^^ . 
Sowohl O4 und G' als auch 0/ und G und ebenso O3 und Og bilden zu- 
sammen je eine Kurve 5. 0. Die 1. und 3. haben die zwanzig Punkte 
a-|_ . . . %5, a-^rj . . . a^i gemein und fallen also zusammen. Ebenso die 2. 
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und 3., die a^ . . . %5, a-^,j^ %g, ago, a^i^ a^^ gemein haben. Da a-^^ auf 
C^ und Gl liegt, gehört a^^ zur Kurve 5. 0. und liegt demnach auf Og 
oder Og, d. h, augenscheinlich auf G^. 

7m. S. 238, Z. 13 — 9 v. u. Es seien a bis 1^ die zehn Punkte, vertheilt 
in zweimal zwei Gruppen zu je fünf, etwa: 

1) ahcde, fghih-^ 2) ahcdf^ egliih. 

Jedesmal wird durch die fünf Punkte ein Kegelschnitt gelegt. Es seien 
dies die Kegelschnitte: 

1) cv, /3; 2) y, 8. 

a und y treffen einander in a, ö, c, d^ ferner treffen ß und S einander in 
g^ //', i^ h. a und d schneiden einander ausser in e noch in drei Punkten, 
(3 und y schneiden einander ausser in f noch in drei Punkten. Durch 
diese zweimal drei Punkte geht nach Satz e) ein Kegelschnitt. 

Zu S. 238, Z. 6 — 2 y. u. Beweis analog dem des Satzes e), wenn 
man die Kurvenc^rade um Eins reducirt. 



XVI. Lösung der Gleichung ^^ -j- ^^ -j- ^^ + '^^^ ^= ö. 
Grunerts Archiv Bd. 49 (1868). 

S. 242, Z. 11, 10 V. u. Leider verräth Grassmann nicht, auf welche 
W^eise man sich so leicht davon überzeugen kann, und doch ist gerade das 
der Punkt, auf den Alles ankommt, denn solange diese Behauptung nicht 
wirklich bewiesen ist, ist man nicht sicher, dass durch das Folgende wirklich 
alle Lösungen der Aufgabe geliefert werden. 



XVIIL Zur Theorie der Kurven dritter Ordnung. 

Göttinger Nachrichten 1872. 

Zu S. 247, Z. 1 des Textes. Siehe A. Clebsch: ^,Ueber zwei Er- 
zeugungsarten der ebenen Kurven dritter Ordnung", Math. Annalen 5. Bd. 
(1872), S. 422—426. 

Zu S. 248, Z. 1. Erklärung der Zuges auf S. 223. 

Zu S. 248, Satz 4. Beweis auf S. 223, 224. 



XIX. Ueber zusammengehörige Pole und ihre Darstellung 

durch Produkte. 

Göttinger Nachrichten 1872. 

S. 251, Z. 17. Gemeint ist offenbar {oi-^x^ 4" ^2^2 ~l~ ^3%)^- 
S. 253, Z. 18 „abzuleiten", nämlich linear, durch eine möglichst ein- 
fache Konstruktion. Von einer „Aufgabe" kann man natürlich nicht 
eigentlich reden. 

S. 253, Z. 12 V. u. Die Bezeichnung ist undeutlich. Gemeint ist 



natürlich 



= a^aJ) = a^cd = cc^xy^ u. s. w. 
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S. 254, Mitte. Die Wendelinie ist, wie Grassmann gelegentlich be- 
merkt, die von Clebsch so genannte „Polardeterminante". S. Grelles 
Journal Bd. 59, S. 125. 

S. 255, oben. Der Schluss beruht auf der gerade in solchen Fällen 
unzuverlässigen Methode der Konstantenzählnng, und das angegebene Resultat 
ist auch nicht allgemein richtig. 

S. 255, Z. 14. P^^ ist nichts Anderes als eine Kurve m-ter Klasse. 
Die Unsymmetrie in der Bezeichnung der Kurven ^^-ter Ordnung und der 
Kurven ^-ter Klasse, die dem Princip der Dualität zuwiderläuft, hat 
Grass mann in seinem späteren Aufsatz, Grelles Journal Bd. 84, beseitigt. 

S. 255, unten. Das behandelte Problem lautet, etwa für Kurven 5. 0. 
ausgesprochen in der Ausdrucksweise von Reye: „Es soll ein Punkt ge- 
funden werden, der zusammen mit einer durch ihn bestimmten Kurve 2. Klasse 
eine zu der Kurve 5. 0. apolare Kurve 3. Klasse bildet." 

Die berührte Pragestellung scheint von den Geometern noch nicht 
wieder aufgenommen worden sein sein. 



XX. Die neuere Algebra und die Ausdelmungslelire. 

Mathematische Annalen Bd. 7 (1874). 

Im Original werden zur Bezeichnung der äusseren Multiplikation bald 
runde, bald scharfe Klammern verwendet. Da hier die runde Klammer 
auch zur Bezeichnung sogenannter symbolischer Produkte dient, so haben 
wir, in Uebereinstimmung mit den Bezeichnungen von ^g, überall die 
scharfe Klammer als Zeichen der äusseren Multiplikation gesetzt. 

S. 257, oben. Auf den „Fundamentalsatz" bezieht sich die Darlegung 
weiter unten S. 265. 

S. 259, Z. 1 V. u. Im Original steht statt „specieller Gomplex": 
linearer Complex. Unter einem linearen Complex versteht man bekanntlich 
einen solchen, dessen Gleichung die Linienkoordinaten im ersten Grade ent- 
hält. Hier ist ein linearer Complex gemeint, dessen Invariante verschwindet, 
und der sich also auf die Gesamtheit aller Geraden reducirt, die eine be- 
stimmte Gerade treffen. 

Auf S. 541 und 546 des Originals steht statt (xa) und (^xa) (= \xa] 
und [xa\) im Original irrthümlich (^ax) und (äx). 

S. 262. a = ax^. Die Bezeichnung der Lücke durch eine der vor- 
kommenden Veränderlichen wäre besser vermieden worden, da es doch nicht 
angeht, dass das Zeichen a^^ gleichzeitig zwei verschiedene Bedeutungen 
hat. Man müsste sonst konsequenter Weise ay^ = ax^y^ setzen! 

S. 267, Z. 3. So ist der hervorgehende Ausdruck . . ., nämlich nach- 
dem man jedes Glied noch durch eine passend gewählte Potenz von cp^=^ ax^ 
dividirt hat. 

S. 267. Statt der in drei Fällen unrichtigen Zahlenkoefficienten sind 
die bei Clebsch angegebenen richtigen Werthe gesetzt worden. 
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Es dürfte am Platze sein, mit einer kritischen Besprechung dieser 
Arbeit eine Auseinandersetzung über die Beziehungen der Ausdehnungslehre 
zur Algebra der linearen Transformationen überhaupt zu verbinden. 

Bekanntlich waren die in der Ansdehnungslehre von 1844 liegenden 
Keime unentwickelt geblieben, und es waren in der Folgezeit von anderen 
Mathematikern umfangreiche, von Grassmann nicht beeinflusste Unter- 
suchungen angestellt worden, die namentlich zur Ausbildung der sogenannten 
symbolischen Methode geführt haben. Grassmann hat erst verhältniss- 
mässig spät, und nach langer Entfremdung von der Mathematik überhaupt, 
auf Anregung von Olebsch in diese Entwickelung eingegriffen, und den 
Versuch gemacht, seine Ideen in dem Gedankenkreise der Invariantentheorie 
nachträglich noch zur Geltung zu bringen. Unter diesen Umständen ist es 
nun nicht zu verwundern, und jedenfalls zu entschuldigen, wenn es Grass - 
mann — wie dem Herausgeber scheint — nicht mehr gelungen ist, sich das 
wahre Yerhältniss seiner Ausdehnungslehre zu jenen Methoden völlig klar 
zu machen. 

Dieses Yerhältniss ist nämlich, nach des Herausgebers Ansicht, das der 
Unterordnung, der Art, dass die hier in Betracht kommenden Theile 
der Ausdehnungslehre vollständig in der weiter entwickelten und sorgfältiger 
durchdachten symbolischen Methode aufgehen, und als selbständige Disciplin 
überflüssig werden. Es lässt sich nämlich — soweit Invariantenbildungen 
in Frage kommen — zu jedem Schritte der Ausdehnungslehre eine ent- 
sprechende Operation im symbolischen Eechnen nachweisen, während das 
Umgekehrte nicht ohne Weiteres der Fall ist. 

Es scheint uns daher eine nutzlose Verwickelung zu bedeuten, wenn 
man beide Vorstellungsweisen mit ihrer verschiedenen Terminologie neben 
einander benutzen will, wie es Grassmann in der vorliegenden Abhand- 
lung gethan hat: Es heisst das nur, eine und dieselbe Sache zweimal in 
etwas verschiedener Weise bezeichnen-, denn auf eine abweichende Be- 
zeichnung, so dass man z. B. ax^^ für a/ schreibt, kommt schliesslich der 
ganze Unterschied hinaus. Der Grundgedanke ist beidemal derselbe, wenn 
er auch, entsprechend dem selbständigen Ursprung beider Disciplinen, in 
verschiedene Worte gekleidet wird, und wenn man sich auch die Ausdrücke 
in beiden Fällen ein wenig anders entstanden denkt. Ganz identisch sind 
aber die anzustellenden Rechnungen. Es ist uns daher nicht recht ver- 
ständlich, was Grassmann meint, wenn er (in § 3) seinen Ausdrücken 
eine „reale" Bedeutung zuschreibt, die der anderen Methode fremd sei; 
namentlich aber können wir nicht zugeben, dass es Fälle geben könnte, in 
denen die symbolische Methode versagte, und die Ausdehnungslehre er- 
gänzend einzugreifen hätte. Das ist durch die Natur der Dinge völlig 
ausgeschlossen. 

So enthalten auch die in der vorliegenden Abhandlung ausgesprochenen 
Sätze nichts Specifisches , der Ausdehnungslehre Eigenthümliches , und ihr 
Beweis erfordert im Rahmen der gewöhnlichen Theorie nur wenige Zeilen, 
ohne dass neue Begriffe und Zeichen nothwendig wären. So ergiebt sich 
der Satz in § 4 ohne Weiteres, wenn man die Abhängigkeit zwischen x und y 
derart bestimmt, dass a^~^a — 0, {^y) =" gl^ wird, und dann jeden 
symbolischen Faktor (a&) nach der Formel {xy) . (al)) = aj)y — a^6^ 
umwandelt. 
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Der Satz erscbeint also, nachdem das — in dem Werke von leb seh 
angewendete — Verfahren einmal gefunden ist, ziemlich selbstverständlich. 
Als eine „Anwendung der Ausdehnungslehre auf Invariantentheorie" kann er 
kaum angesehen werden, und ebensowenig kann man sagen, dass er 
„beinahe alle Beziehungen, die zwischen binären Formen herrschen" zur 
Evidenz bringt. 

Natürlich wollen wir nicht behaupten, dass es nicht möglich sei, die 
Begrilje der Ausdehnungslehre derart zu entwickeln, dass sie ein vollstän- 
diges Aequivalent der symbolischen Methode wird. Dies ist sogar sehr 
leicht; nur sehen wir nicht, was es nützen soll. 

Bei der grossen Rolle, die in der Ausdehnungslehre überhaupt ab- 
kürzende Bezeichnungen spielen, ist es nöthig, einmal darauf hinzuweisen, 
dass diese durchaus nicht immer zweckmässig gewählt sind. Namentlich 
vermissen wir in den späteren Abhandlungen Grassmanns (seit 1872) 
ein einheitliches Princip in der Wahl der Zeichen. Einige Male schwankt 
Grassmann zwischen mehreren verschiedenen Bezeichnungen. Manche 
Zeichen sind viel zu undeutlich, um bei weitergehenden Anwendungen 
brauchbar zu sein*, man muss zu vielerlei im Gedächtniss behalten. Es 
kommt auch vor, dass gewisse Zeichen mehrere Bedeutungen haben. (Man 
vergleiche unsere Schlussbemerkungen zu den Abhandlungen XXI und XXII, 
S. 437, 438.) Wenn daraus, soweit uns bekannt, ernstere Uebelstände 
nicht hervorgegangen sind, so liegt das lediglich daran, dass Grassmann 
in der späteren Zeit Anwendungen der massenhaft eingeführten Sj^mbole 
nur noch in sehr geringem Umfange gemacht hat. 

Schliesslich wollen wir noch auf einen Umstand hinweisen, der namentlich 
bei einer Darstellung der Invariantentheorie im Gewände der Ausdehnungs- 
lehre sich störend fühlbar machen müsste. Es ist die Mehrgestaltigkeit im 
Ausdruck der linearen Transformationen, wodurch die Zahl der Begriffe 
und Zeichen unnöthig vergrössert wird. Die linealen Aenderungen sind 
gewiss nicht zu entbehren-, die sogenannten Quotienten aber, so geistreich 
sie ersonnen sind, sind innerhalb des Systems der Ausdehnungslehre selbst 
vollkommen überflüssig. Denn gleich Null gesetzte Lückenausdrücke mit 
zwei Lücken — bilineare Formen in der heute üblichen Ausdruckweise — 
leisten genau Dasselbe, ja sie werden Grassmanns Principien in noch 
vollkommenere-r Weise gerecht-, und sie können ihrerseits nicht durch die 
Quotienten vertreten werden, da sie das Anfangsglied in der Reihe der 
Connexe bilden, also in einem systematischen Ausbau der Ausdehnungs- 
lehre nicht fehlen dürfen. 

Wir haben bei diesen Ausstellungen aus zwei Gründen verweilt. Der 
erste ist, dass die Schriften einiger Mathematiker, die mit ihren Arbeiten 
an Grassmann anknüpfen, mit der sonst in Betracht kommenden Litte- 
ratur aber offenbar ungenügend bekannt sind, die gerade einem solchen 
Calcul gegenüber doppelt nothwendige Kritik der Methode ganz und gar 
vermissen lassen. Manche schwören auf Grassmann wie auf eine Art von 
Evangelium, und wollen seine Methoden, d. h. heute nicht viel mehr, als 
seine eigenthümliche Aus drucks weise, überall angewendet wissen*). Dass 
dabei nicht viel Bemerkenswerthes zum Vorschein gekommen ist, kann 



*) Ganz Entsprechendes gilt übrigens von den meisten Nachfolgern Hamiltons. 
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niclit überraschen. Diesen Mathematikern gegenüber war es nöthig — wenn 
es auch voraussichtlich nicht viel Erfolg haben wird — die Unzulänglich- 
keit eines solchen Standpunktes einmal darzulegen; scheinen doch diese 
(und noch viel schwerer wiegende) Mängel für die öffentlich geübte Kritik 
nicht vorhanden zu sein. Statt buchstabengläubig Alles zu übernehmen, 
was Grassmann geschaffen hat, werden wir besser thun, uns die tiefen 
philosophischen Gedanken anzueignen, die in den Werken von 1844, 1847 
und 1862 niedergelegt sind, und uns zu bemühen, in seinem Geiste zu 
arbeiten. Dazu gehört namentlich auch, dass wir Grassmanns Methoden 
durch sachgemässere ersetzen, da wo es nöthig ist. (D. h. ungefähr überall, 
sobald man über die leichten Aufgaben hinauskommt, auf deren Bearbei- 
tung die Herren Grassmann-Fanatiker sich zu beschränken pflegen.) Wir 
dürfen uns hier auf die schönen Worte berufen, mit denen Grass mann 
die Vorrede zur Ausdehnungslehre von 1862 geschlossen hat. 

Der zweite der oben erwähnten Gründe ist, dass wir es zu recht- 
fertigen haben, dass wir von den zahlreichen auf Invariantentheorie bezüg- 
lichen Manuscripten aus dem Nachlasse Grassmanns Nichts an die Oeffent- 
lichkeit bringen. Auf diese Aufzeichnungen, die aus Grassmanns letzten 
Lebensjahren stammen (sie beginnen 1873), und übrigens nicht in druck- 
fertiger Gestalt vorliegen, findet nämlich die soeben geübte Kritik gleich- 
falls Anwendung. Merzt man aus, was blosse Definition, und was nur 
formale Aenderung von Untersuchungen anderer Mathematiker ist, so bleibt 
nicht viel übrig. Auch dieses Wenige hat sich leider nicht als zur Yer- 
öffentlichung geeignet erwiesen. 

Wir wenden uns nunmehr zu dem Fundamentalsatze in § 1. 
Dieser reducirt sich, wenn man m = 2 setzt, auf den Satz in § 4. 
Für m > 2 aber ist er, wenn man ihn wörtlich nimmt, nicht zu verstehen. 
Gemeint ist wahrscheinlich das Folgende. Statt, wie es gewöhnlich 
geschieht (bei ternären Formen) einen Punkt und eine von diesem unab- 
hängige Linie in die zu betrachtenden Formen als Veränderliche eintreten 
zu lassen, genügt es bei gewissen Fundamentalaufgaben, den Punkt und 
die Linie in vereinigter Lage (aber im Uebrigen frei veränderlich) anzu- 
nehmen. Fasst man nun die Linie ^l als Verbindungslinie des Punktes x 
mit einem anderen Punkte y auf, so erhält man ein System von Formen, 
das in vieler Hinsicht das gewöhnlich sogenannte Formensystem vertreten 
kann, und dessen Bildungen sich, wenn aj^ die Grundform ist, aus symbo- 
lischen Faktoren der drei Typen 

{ahc), {adu) = (aj)y — a^hj, a^ 
zusammensetzen. 

Man kann nun einen dritten veränderlichen Punkt & (eine extensive 
Veränderliche ^) so bestimmen, dass bei frei veränderlichen x und y 



«r'«. = o> 


«r'«^=ö' 


{xyz) = al.al- 


-«r'«.-«r' 



wird. Gestaltet man dann jeden Faktor {ahc) mit Hülfe des Multiplika- 
tionssatzes der Determinanten 

(xyz) . [alc) = \aJ)yC^\ 

Grassmann, Werke. II. 28 
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um, so wird die fragliche Invariante oder Covariante, nach Ausrechnung 
der symbolischen Produkte, in der That eine rationale Funktion der Grass - 
mann sehen Stammformen, nämlich der Polaren 

wobei im Nenner nur eine Potenz von (xy^) vorkommt. Aehnlich verhält 
sich die Sache in höheren Fällen. 



XXI. Der Ort der Hamiltonschen Quaternionen in der 

Aus deh nun gsl ehre. 

Mathematische Annalen Bd. 12 (1877). 

Grassmann scheint, wenigstens bei Abfassung der vorliegenden Ab- 
handlung, Hamiltons Schriften nicht zur Hand gehabt zu haben, denn 
er citirt nur abgeleitete Quellen (Dillner und Hankel). Andernfalls möchte 
sein Urtheil über das Werk des irischen Mathematikers doch wohl günstiger 
ausgefallen sein. 

Obwohl wir wissen, dass wir es wahrscheinlich keiner Partei recht 
machen werden, wollen wir uns doch der Aufgabe nicht entziehen, zu 
den von Grassmann berührten Fragen Stellung zu nehmen. 

Wir müssen Grassmann darin beistimmen, dass die Ausdehnungslehre 
im Vergleich zu den Quaternionen als die umfassendere und weiter reichende 
Disciplin erscheint; und auch wir finden, dass die Quaternionenmethode 
schon von Hamilton selbst, und mehr noch von dessen Nachfolgern, auf 
eine Menge von Gegenständen angewendet worden ist, für deren Behand- 
lung sie sich gar nicht eignet. Auf der anderen Seite ist es nur billig, 
anzuerkennen, dass auch die Quaternionentheorie eine originale Schöpfung 
ist, und dass sie auf ihrem eigentlichen Gebiete (das die Bewegungslehre 
und Theile der mathematischen Physik umfasst) den Gedanken einer geome- 
trischen Rechnungsart in vollkommenerer Weise verwirklicht, als es Grass - 
manns Methoden thun. Beide Rechnungsweisen ergänzen einander. 

Der Umstand, dass beide Autoren unabhängig von einander gearbeitet 
haben (s. die Anmerkungen auf S. 414 des ersten Bandes dieser Ausgabe) 
braucht natürlich niemanden davon abzuhalten, mit Grassmann den Quater- 
nionen nachträglich noch ihren „Platz in der Ausdehnungslehre" anzuweisen, 
sie als eine Entwickelung dieser Disciplin nach einer besonders wichtigen 
Richtung hin zu behandeln. Wir dürfen indessen nicht übersehen, dass 
man, um dies auszuführen, einer Wendung bedarf, die, so selbstverständlich 
sie uns heute erscheinen mag, dem Gedankenkreise Grassmanns ur- 
sprünglich völlig fremd ist. Wir meinen die Zurückführung der Produkte 
zweiter Stufe auf die ursprünglichen Einheiten, unter Annahme des asso- 
ciativen Gesetzes der Multiplikation. (S. Lie und Engel, Theorie der 
Transformationsgruppen III, Leipzig 1893, S. 748.) Diesen folgenreichen 
Schritt hat, das Gebiet der gewöhnlichen complexen Zahlen verlassend, 
bekanntlich zuerst Hamilton gethan-, bei Grassmann erscheinen die so- 
genannten Einheitsprodukte immer als Grössen einer neuen Art. 

Wenden wir uns nun insbesondere zu Grassmanns Darstellung der 
Quaternionentheorie, so können wir uns nicht verhehlen, dass diese darin 
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niclit zu ilirem EecMe gekommen ist. Wir meinen damit niclit nur, dass 
uns die polemischen Stellen über das Ziel hinauszugehen scheinen, sondern 
namentlich auch, dass die von Hamilton übernommenen Gedanken nicht 
deutlich genug als solche bezeichnet sind. Es scheint Grassmann gar 
nicht zum Bewusstsein gekommen zu sein, dass gerade die entscheidende 
Wendung in der Abhandlung „Sur les differents genres de multiplication'^ 
nicht zu finden ist. 

Im Einzelnen erscheint die Darstellung im ersten Theile yon Grass- 
manns Abhandlung gesucht. Es soll gezeigt werden — was an sich ganz 
richtig ist — dass die Grundanschauungen der Ausdehnungslehre mit Noth- 
wendigkeit zu den Quaternionen hinführen. Man fragt sich aber unwill- 
kürlich, ob die ganze Argumentation überhaupt möglich gewesen wäre, 
wenn die Quaternionen nicht schon vorgelegen hätten. Namentlich die 
ganz ungenügend motivirte Ersetzung des Produktes [ah] in der Glei- 
chung (4) durch seine Ergänzung (in 4 b) sieht beinahe wie ein Taschen- 
spielerstück aus. Einfacher würde es gewesen sein, wenn der doch nicht 
vermiedene Gedankensprung an den Anfang verlegt worden wäre, wenn 
also die Entwickelung gleich mit der Gleichung (I) begonnen hätte. 

Schwerer noch wiegt unseres Erachtens ein anderer Uebelstand, der 
für den Anfänger jedenfalls eine ernsthafte Schwierigkeit enthalten muss. 
Bei Begründung der Quaternionentheorie von der Streckenrechnung aus 
sind nämlich zunächst nur drei coordinirte Einheiten vorhanden, die drei 
unabhängigen Strecken des Raumes. Die vierte Einheit, die mit der Ein- 
heit des gewöhnlichen Rechnens identificirt wird, erscheint als eine Grösse 
von ganz verschiedenen Eigenschaften. Dass nun diese trotzdem mit den 
Strecken, also mit Richtungsgrössen , in Eorm einer Summe soll verbunden 
werden können, während doch sonst überall, namentlich aber bei Grass - 
mann, nur gleichartige Grössen zu einer „Summe" vereinigt werden, hat 
entschieden etwas Gewaltsames. Es ist das ein Schritt, der um so mehr 
einer sorgfältigen Motivirung bedurft hätte, als die sonst vielfach als Ana- 
logen herangezogene geometrische Deutung von x -\- iy ganz anders verfährt. 
Es scheint uns fraglich, ob sich diese Mängel auf dem von Grass- 
mann beschrittenen Wege überhaupt völlig vermeiden lassen. Jedenfalls 
werden sie vermieden, wenn man (wie es uns das Naturgemässe zu sein 
scheint) die Quaternionentheorie von den Drehungen aus begründet, und 
das Multiplikationstheorem als Parametergruppe der Gruppe der Drehungen 
hinstellt. 

Die doppelte Auffassung der Quaternionen, und damit die verschiedene 
Deutung der Scalar- und Vectorgrössen, tritt dann erst auf einer späteren 
Stufe der Entwickelung hervor, als eine Folge des Umstandes, dass die 
Gruppe der Drehungen zugleich die Adjungirte ihrer eigenen Parameter- 
gruppe ist. 

Diese auf den Begriffsbildungen der Gruppentheorie fussende Auf- 
fassung der Quaternionen ist allerdings erst in neuerer Zeit deutlich 
hervorgetreten, die Keime dazu finden sich aber schon bei Gauss und 
Cayley. 

S. 271, Z. 8. Aendern sich ... (1 = 1. Es ist nämlich in (4b) die 
linke Seite homogen vom zweiten Grade in e^, ßg? ^3? ^^^ rechte homogen 
vom ersten Grade in e^, q, gg, e^, wenn e^ die neu hinzukommende Einheit 

28* 



Hosted by 



Google 



436 Anmerkungen zu den Abliandlungen über Geometrie 

bezeichnet. Da ^i nach dem Vorhergeschickten nicht Null sein soll, so 
kann man allerdings ^ gleich der Einheit setzen, ohne die Allgemeinheit 
zu beeinträchtigen. 

S. 274, Z. 13 V. n. Natürlich ist auch noch die eine Grenze aus- 
zuschliessen. Unserer heutigen Auffassung würde es mehr entsprechen, bei 
gebrochenem ^ die Potenz (cos a -\- a sin o;)-" als eine mehrwerthige Grösse 
anzusehen. 

S. 275, oben. Grassmann bedient sich hier einer besonderen Lage des 
Koordinatensystems. Einfacher und sachgemässer ist es bekanntlich, die Ein- 
deutigkeit der Division aus der Gleichung (HI) zu schliessen. 

S. 275, Z. 17. „Hieraus ergiebt sich . . .'' nämlich, wenn der Winkel der 
Quaternion ^ zwischen tc und — 7t liegt, mit Ausschluss beider Grenzen. 
Denn nur in diesem Falle findet sich der Winkel von l:q in demselben 
Gebiet wie der von g[. 

S. 277. Der Titel der erwähnten Habilitationsschrift von Erege ist: 
Eechnungsmethoden, die sich auf eine Erweiterung des GrÖssenbegriffes gründen. 

S. 277, 278. Um die Beziehung von Grassmanns Bezeichnung der 
Drehungen zu den Eormeln Eulers, wie sie sich aus der Quaternionen- 
theorie ergeben, klar zu stellen, zerlegen wir die Quaternion . g = o; -|- a 
in ein Produkt, zweier Yectoren h und c (Strecken nach Grassmann): 

(A) q = bc. 

Diese werden dann einen unveränderlichen Winkel einschliessen, nämlich 
den Winkel der Quaternion, und einer von ihnen kann in der Ebene der 
Quaternion noch willkürlich angenommen werden. Ist daher q eine andere 
Quaternion, so kann man gleichzeitig setzen 

(A') q = ed^ 

und daher 

(B) qq = c^.hd, 

womit das Produkt qq" wieder in derselben Form erscheint, wie q und q. 
Sei nun e^ der einfache Punkt, in dem die drei zu einander senk- 
rechten Strecken e-j^, e^^ e^ zusammenstossen, und zugleich die (bei G. un- 
bezeichnet gelassene) vierte Quaternioneneinheit, sei ferner 

X = Xq 6q -j- X-^ 6-^ -\- X2 62 "T" "^S ^3 

ein beliebiger (i^Q-facher) Punkt des Eaumes, so wird der Ausdruck der 
von der Quaternion q bewirkten, das heisst um die zugehörige Strecke a 
mit dem doppelten Winkel der Quaternion ausgeführten Drehung 

(C) = Kq . X . q = (cc — a) X (ci -]- a). 
Diese Formel kann man aber, nach. (A), auch so schreiben: 

(D) = clxlc] 
und hierfür kann man setzen 

(E) ^ == c^c, y =^ hxl). 
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Jede der beiden letzten Formeln stellt eine einfache Umwendung 
(Drehung um 180^) um eine der Axen &, c dar; (E) und (D) zusammen 
enthalten den Hamilton sehen Satz, wonach jede Drehung auf co^ Arten 
als Eolge zweier Umwendungen dargestellt werden kann. (A), (A') und 
(B) enthalten daher das hieraus hervorgehende Gesetz für die geometrische 
Zusammensetzung der Drehungen. 

In der Grassmann sehen Bezeichnungsweise treten nun an Stelle der 
Formeln (D) und (E) die folgenden: 

(D') ^e^L&c ^ ^^ 

(E') yc"^ = ^^ xh"^ = y, 

während an Stelle von (B) die Formel tritt 

(B') e^L&c ^ ^2Lcd ^ ^2Lbd^ ^g^ ^^^ 20.) 

Worin die behaupteten Vorzüge der Grassmannschen Symbolik liegen 
sollen, vermögen wir nicht zu erkennen, zumal neue Resultate damit nicht 
abgeleitet w^erden. Jedenfalls werden die Formeln (C), oder die mit ihnen 
äquivalenten Eul er sehen Formeln durch die Formeln (D') nicht überflüssig 
gemacht, da diese einen ganz anderen Gedanken ausdrücken. 

Allerdings hat Grassmann die Einordnung in seine Systematik, die 
Unterordnung der Drehung unter den Begriii des Quotienten, das heisst 
der linearen Transformation erreicht. Das ist indessen von vorn herein 
klar; es bedurfte dazu gar keiner Formeln. Auch sieht man nicht, warum 
bloss die Drehung, und nicht auch die Quaternionen-Multiplikation selbst 
dem Begriff des Quotienten untergeordnet wird. 

IJeberdies ist die Grassmann sehe Bezeichnung höchst undeutlich. Das 
Symbol a^ kann sowohl eine Quaternion (Formel Y) als auch einen Quo- 
tienten von der zu den Bewegungen gehörigen Art vorstellen (Formel 16); 
das Nebeneinanderschreiben (^xa^) vertritt demnach zwei gänzlich verschie- 
dene Arten der Multiplikation. 



XXII. Verwendung der Ansdehnnngslehre für die allgemeine 
Theorie der Polaren. 

Grelles Journal Bd. 84 (1877). 

S. 289, Mitte. Dann ergiebt sich, u. s. w. 

Nach den vorausgeschickten Definitionen ist [e^~"^62 • ^i~''^^2] iiic^^ 
gleich 1, sondern = — [^e^^t\^'~'^\ß2^2\ ^^ ' — ? ^^^ ^^ ^^^ Si^uch der ange- 
gebene Werth von [a^^^a^^^] nicht richtig. Um die richtige Formel zu er- 
halten, schreibe man, abweichend von Grassmann, die Ausdrücke von 
a^^'> und cc^"^ mit Polynomialcoefficienten 
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wo der zu dem Gliede e^e^elel (a-\-ß-\-y~\~ö = n) gehörige Zahlen- 
coefficient c den Werth 

nl 

hat. Dann wird 

S. 290, Mitte. 

Die von Grassmann 1844 eingeführte Stufenbezeichnung ist auch in 
der Formentheorie üblich geworden. Die um die Einheit verringerte Stufen- 
zahl heisst Dimension. Der Gebrauch des Wortes „Stufe^^ im Sinne von 
Dimension, gegen den Grassmann polemisirt, findet sich vermuthlich zuerst 
bei V. St au dt (Geometrie der Lage, 1847), dem dann Eeye und Andere 
gefolgt sind. 

S. 293, 294. 

Grassmann wendet hier die scharfe Klammer zur Bezeichnung der 
auf das Gebiet v-ter Stufe bezüglichen Multiplikation an. Es ist aber das 
Zeichen [a^^^a;^^)] schon in anderem Sinne verwendet, und beide Bedeutungen 
sind, wie aus dem vorhin Gesagten folgt, nicht nur der Entstehung nach, 
sondern auch sachlich verschieden. 
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Sachregister'') 

zu den Abhandlungen I— -XXII. 



Ableiten s. numerisch. 

Addition y. Zahlgrössen auf lineale 
Konstr. in der Ebene zurückgeführt 
IV, 81 f. vgl. 387 f. — Dasselbe im 
Räume YIII, 141. 

Aenderung s. lineale Ae. 

Aeussere Mult. s. d. 

Algebraisch s. Multiplikation. 

Algebraische Grleichung einer Kurve 
(Fläche) in eine planim. (stereom.) Gl, 
verwandelt IV, 81 f., vgl. S. 587 f.; 
VIII, 140 f. 

Algebrique s. Multiplication. 

Algorithmus der planim. Mult. V, 
86—89, XIV, 219 f., vgl. S. 3741 

Anfangselement einer offenen Figur 
III, 78, IV, 83, einer Verkettung 83, 
im Räume X, 162 vgl. 414. 

Anfangsstrahl einer offenen Figur 
im Räume X, 165. 

Anwenden, einen Punkt od. eine Gerade 
m-mal bei einer Konstr. anw. II, 50 f., 
im Räume einen Punkt od. eine Ebene 
Vin, 136 f. — V^ird eine veränd. Ele- 
ment m-mal zur Konstr. eines Punktes 
(einer Ebene) ang.^ so werden die 
Koord. d. Punktes (d. Ebene) homogene 
Punkt, m-ten Grades 140. 
Apolare Formen XXII, 288 f. 
Associatives Princip XXI, 271. 
Bewegliches Element: i;-fach bew. 

X, 157. Vgl. Produkt. 
Binäre Formen XX, 265—267. Darst. 
der explicite gegebenen invar. Bil- 
dungen durch Stammformen 265 f., 
der symbolisch gegebenen 266 f. 



Centrale, m-te C. einer Oberfläche 
in B. auf einen Punkt (den zugeord- 
neten Pol I, 21) ist der Ort der m-ten 
härm. Mitten I. 13. — Die 1. C. 14. — 
Einfachere Bestimmung der m-ten C. 18. 
— Die Oberfl. -^^-ter 0. selbst als n-te 
C. 19. — Jede C. ist auch C. aller 
höheren C.en i. B. auf denselben 
Punkt 20. — • Beziehungen zwischen 
C.en u. Polaren 21 — 24. — Die einer 
Richtung zugehör. m-te 0. od. C. eines 
unendlich fernen Punktes 25 — 27. — 
Die m-te 0. einer Oberfl. n-ter Klasse 
i. B. auf eine Ebene 37, in B. auf die 
unendl. ferne Eb. (d. m-te C. schlecht- 
hin) 42—44. — Die m-te C. i. B. auf 
eine Gerade (die Polaraxe) 39 f. — 0. 
i. B. auf ein belieb. Element 45 f. — • 
Verallgemeinerung der Theorie der 
Centralen 46—48. — Die erste C. (C. 
schlechthin) eines Punktes i. B. auf 
eine Kurve XX, 263. 

Centrum der harmonischen Mitten (nach 
Poncelet) I, 12. 

Changement circulaire, positif ou 
negatif XIU, 2JL0. 

Chaslesche Erzeugung der Kurven 
3. 0. XIV, 219, 231, vgl. S. 395, 398. 

Circulaire s. Multiplication, change- 
ment. 

Clefs algebriques von Cauchy, XIII, 
199f., 203. 

Compose s. quantite. 

Determinantenkurve, die zweite 
einer Kurve 5. 0. u. die m-te einer 
Kurve n-ter 0. XIX, 255. 



*) Die kursiv gedruckten Seitenzahlen beziehen sich auf die Anmerkungen. 
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Sachregister zu den Abhandlungen I — XXII. 



Doppelpunkte, Kurven mitD.en IV, 84, 

XIV, 219, vgl. S. 387. 
Drehung, dargestellt durch einen Quo- 
tienten von Strecken XXI, 277 f. 
Dreiecke, rationale XV, 239—241. — 
Entspr. D. hei einer Kurve 3. 0. s. d. 
Durchmesser einer Kurve i. B. auf 

eine Richtung I, 25. 
Durchmesserehene einer Fläche i. B. 

auf eine Richtung I, 25. 
Ebene, ihre lineare Konstr. aus der G-1. 
VIII, 143 f. — E. als Element 3. Stufe 
im Eaume IX, 145, ihre Bezeichnung 
145. Vgl. projektivisch. 
Ebenenbüschel 1. u. 2. Stufe durch 
ein stereom. Prod. dargestellt X, 157. — 
Vgl. projektivisch. 
Ebenengebilde im Räume VIII, 137. 
Ebenensysteme I, 33. 
Ecken einer offenen Figur III, 78, IV, 83, 

im Räume X, 162. 
Einfache Grösse q-ten Stufe im Ge- 
biete (g + s)-ter Stufe XXII, 291. — 
Bedingungsgl. dafür, dass eine Grösse 
q-tex Stufe einfach ist 291 f. Vgl. 
Bd. I, 2, S. 402—409, 5101 
Einheiten 1. Stufe XX, 258. XXII, 283. 
Elemente: Punkte, Gerade u. Ebenen 

1, 45. — Punkte u. Gerade als E. 
einer off. Fig. III, 78, IV, 83. — Punkt, 
Ger. u. Eb. als E. der lin. Konstr. im 
Räume VIII, 136. — E. 1., 2., 3. Stufe 
im Räume IX, 145, E. nullter Stufe 
146. — Punkte u. Ger. als E, 1. u. 

2. Stufe in einer Ebene XIV, 219. 
Endelement einer offenen Figur III, 78 ; 

IV, 83. 

Endstrahl u. Endpunkt einer offenen 
Figur im Räume X, 165. 

Entfernungsquotient eines Elemen- 
tes von zwei anderen I, 45. 

Equation de condition relatives (par 
rapport) ä une multiplication XIII, 203, 
pour les produits de deux facteurs 204. 

— Suppositions sur les e. d. c. 204. 
Vgl. S.4211 

Ergänzung einer Strecke XXI, 270 f. 

— E. einer Einheit XXII, 284. 
Erzeugung s. projektivisch, Punkt- 



gebilde, Liniengebilde, Gebilde. — E. 

von Punktgebilden u. Liniengeb. durch 

feste u. bewegliche Punkte u. Gerade 

s. Hauptsatz. — Man kann die festen 

Punkte u. Linien durch Punkt- u. 

Liniengebilde höh. 0. ersetzen II, 71 f. 

Extensif s. quantite. 

Extensive Grössen 1. bis m-ter Stufe 

XX, 258. — Entsprechen zwischen den 

ext. Gr. p-ter u. (m — p)-tev Stufe 

259. — Die e. Veränderliche x: 261 

(als Kovariante 1. Stufe); XXII, 283. 

— E. Gr. ([-tQY Stufe im Gebiete 

(g-|-s)-ter Stufe, wann einfach? XXII, 

291f. Vgl. Bd. 1,2, %. 402—409, 510t 

Exterieur s. Multiplication. 

Facteurs symboliques de Cauchy 

XIII, 203. 
Figur s. offen und geschlossen. 
Fläche M-ter 0. u. Kl. XXII, 286. — 
Fl. Ä;-ter Kl. als Vielfachensumme von 
Produkten 287. — Darst. einer Fl. 
n-iQv 0. (n-ter Kl.) durch ein kombin. 
Prod. 293 f. ~ Vgl. Oberfläche. 
Flächengebilde w-ten Grades XXII, 

290. 
Form 7^-ter 0. u. n-iQY Kl. XXII, 287 f. 
Formgebilde m-ten Grades XXII, 290. 
Fortschreitende Faktoren eines pla- 

nim. Produktes V, 88. 
Fundamentalsatz, Grassmanns F. 

der Invariantentheorie XX, 256 f. 
Funktion von '^^ Veränderlichen als F. 
einer extens. Ver. XX, 261 f. ; XXII, 283 f. 
Funktionsverknüpfungen VI, 99 f. 
Gebiet (m-ter) g-ter Stufe XX, 258; 
XXII, 290, einem Gebiete (g -|- s)-ter 
Stufe untergeordnet 291. 
Gebilde ^-ten Grades III, 79 Anm., er- 
zeugt durch lineale Bew. einer geschl. 
Verkett. '^^-ten Grades IV, 83. — G. 
3. u. 4. Grades durch eine Verkett. 
V. 3 u. 5 off. Fig. 84. — G. 1. u. 2. 
Stufe im Räume X, 157. 
Gebilde (lineares) = Gebiet g-ter Stufe 

XXII, 290. 
Gemeinschaftliches Gebiet XXII, 290. 
Gemeinschaftliche Seite zweier off. 
Fiff. IL 62 Anm. 
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Geometrische Gleichung s. d. 

Gerade, ihre Bezeichn.IT, 53 Anm., XIV, 
219. — Geom. Gl. einer G.en 11, 55. — 
G. als El. 2. Stufe im Räume IX, 145, 
in der Ebene XIV, 219. —Vgl. MultipL, 
Strahlenbüschel. 

Geschlossene Figur III, 78, Verkettung 
IV, 83, im Räume X, 169. 

Gewebe algebr. Flächen XXII, 289f. 

Gleichmassige quaterne Einheiten 
XXI, 273. 

Gleichung, geom. (planim.) Gl. -^-^-ten 
Grades II, 55, die den Punkt x ganz 
unbestimmt las st 61 Anm. — Schein- 
bare Erniedr. des Grades der zugeh. 
Kurvengl., das Geb. enthält m unendl. 
ferne Gerade IV, 84 f., vgl. S. 38Öf. — 
Einige Umgestaltungen geom. Gl.en 
VII, 114 f. — Stereom. GL %-Grades 

XI, 170. — Die allg. ster. Gl. 2. Grades 
1701, die zugehör. off. Figur 172f. — 
Die Gl. stellt eine geradlin. Fläche 
dar 173. — Ster. Gl. 2. Grades, die 
für jeden Punkt x erfüllt ist 174 f. — 
Die GL stellt zwei Ebenen dar 175. 

— Redukt. der Gl. im allg. Falle 175 f. 

— Die Fl. besteht aus all. Ger. durch 
3 feste Ger. 176, sie ist ein Kegel 
176 f., vgl. 4i7, od. eine isolierte Gerade 
177 f., vgl. 4:18. — Rekapitulat. der 
einzelnen Fälle 178. — Ster. GL 3. Gr. 

XII, 180; ihre 4 Formen 181, Umge- 
staltung 181 f.; zugeh. off. Figuren 182; 
Erzeugung von Oberfl. 3. 0. 182 f. — 
Redukt. der 4 Formen auf die beiden 
ersten 183 — 185. — Deutung der 1. Form 
der GL 3. Grades als Durchschnitt 
proj. Ebenenbüschel 192 — 196. — Deu- 
tung jeder solchen Gl. durch Pro- 
jektivität 196f. Tgl. Älgehr. Gl 

Gleichung, Lösung diQT Gl. x^ ~\~ y^ ~\- 
z^ -\- u^ = in ganzen Zahlen XVI, 
242 f. — Elem. Auflösung der GL 
4. Grades XVII, 244—246. 

Grad einer Verkettung gerader Linien 
IV, 83, seine Bestimmung 84. 

Grass mann sehe Erzeugung der Kur- 
ven 3. 0. 382, 398, der Flächen 3. 0. 
421. 



Grenz demente einer off. Fig. III, 78; 

IV,' 83; VII, 109. 
Grenzstrahlen offener Fig. im Räume 

X, 165 f. 
Grösse, die räumliche G. II, 52. — Vgl. 

extensive Grössen. 
Grundänderungen XIII, 201, vgl. 

Bd. I, 1. 
Harmonische Einführung der Ein- 
heiten in ein symbol. Prod. XX, 264. 
Harmonische Mitte zwischen n Punk- 
ten einer Geraden i. B. auf einen 
festen Punkt I, 12. — H. M. w-ter 
Ordn. 13. — Nachweis, dass diese 
Beziehung projektivisch ist 15 — 18. — 
Beziehung zwischen den h.en M.en 
versch. Ordn. 20. — Der Punkt, i. B. 
auf den eine Polare genommen ist, 
ist eine H, M. dieser Polaren 21. — 
Eine H. M. liegt auf der Fläche 
(Kurve) 28—30. 
Hauptsatz über die Erzeugung eines 
algebr. Punktgebildes von ti-tem Gr. 
H, 50f.; 70 f.; IV, 80 f.; VHI, 136f.; 
XIV, 221; vgl. S. 370 i. — Sein Be- 
weis II, 55—58; VIII, 137 ff'. — Neue 
Formulierung für Punkt- und Linien- 
gebilde 61. — Beweis der Umkehrung 
IV, 81 f., vgl. 385, 387—393; VIII, 
140 ff. — Der H. eine Erweiterung 
des Pascalschen Satzes IV^ 81 ; V, 87 ; 
VII, 114. 
Hauptzug einer Kurve 3. 0. XVIII, 248. 
Hessiana, die H. einer Kurve 3. 0. 
XIX, 252 f., 254. — Die H. als 1. De- 
terminantenkurve 255. 
Hyperboloid, zweischaliges, VII, 144 

XI, 178. 
Incident: Punkt und Gerade XIV, 220. 
Incidente Flächen w-ter 0. u. Klasse 

XXII, 289, 294. 
Incidenz s. incident. — I. vom ^-ten 

Grade i. B. auf x XIV, 221. 
Innere Multiplikation s. d. 
Interieur s. Multiplication. 
Invariante Bildungen bleiben bei 
lin. Aend. der Einheiten ungeändert 
XX, 260. Ihre Darstellung durch 
Stammformen 265—267. 
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Invarianten s, invariante Bildungen. 
Isolirte Gerade XI, 177ff., vgl. 418. 
Jonquieresche Erzeugung der algeb. 

Kurven 395. 
Kegelschnitt, seine Erzeugung durch 
Beweg, eines veränderl. Dreiecks 
(-j^-Ecks) durch eine geom. Gl. dar- 
gestellt II, 59 f. — Gl. des K.s durch 
5 geg. Punkte 6Ö; YII, 114; vgl. 
377—379, — Erzeug, durch lineale 
Beweg, einer geschloss. Fig. lY, 84. 
— K. als Erzeugniss proj. Strahl- 
büschel y, 89 f. 
Koincidenz bei Bellavitis XIV, 220. 
Kollineation XI, 179. 
Kollineationsaxe v. Ebenenbüscheln 

2. Stufe XII, 194. 
Kombination zweier Punkte (Ebenen), 

zweier Geraden einer Ebene I, 45. 
Kombinationen aus n Elementen zur 

a-ten Klasse I, 11. 
Kombinationsklassen der Wurzeln 
einer Gl. (so viel wie elementare sym- 
metr. Funktionen) I, 7 f. 
Kombinatorisches Produkt XX, 258; 

XXII, 283 f. 
Komplexe XX, 257, ihre Darst. durch 
ext. Grössen 263. — Linearer (specieller) 
Komplex 259, vgl. S, 430. 
Koncentrale Oberflächen u. Kurven 

I, 27 f. 
Kongruente Elemente IX, 146; X, 155f. 
Kongruenz im Sinne v. Bellavitis 
XIY, 219, V. Grassmann, bezeichnet 
mit = Y, 87, vgl. S. 374. 
Konjugirte Gerade statt isolirte S. 418. 
Konjugirte Quaternionen XXI, 272 f. 
Konnexe XX, 257. 
Konstruktion s. lineale. 
Koordinaten einer geraden Linie in 
der Ebene YI, 105. — K. (homogene) 
der Punkte (Ebenen) im Räume YIII, 
137. — K. der Ebene durch 3 Punkte 
und des Schnitts dreier Ebenen 138. 
— K. des Schnitts einer Ebene und 
einer Geraden durch 2 Punkte 139. 
Kovarianten s. invariante Bildungen. 
Krümmungsschwerpunkt, der, nach 
Steiner I, 43. 



Kurve 3. Klasse, ihre Erzeug. II, 62, 

66, Z. 1—6. — Ygl. Gebilde. 
Kurve 3. 0., ihre Polaren u. Centralen 

I, 30 f. 
Kurve 3. 0. (vgl. auch Gebilde): geo- 
metrische Gleich, u. Erzeugung einer 
K. 3. 0. II, 62. — Bestimmung von 9 
Punkten der K. 63f.; vgl. S. 3801 — 
Beweis, dass jede K. 3. 0. so erzeugt 
w. kann (aus gewissen 7 Punkt, u. d. 
Tangenten an 2 von diesen) 64 f. — 
Zweite Erzeug, der K. 3. 0. 65, Z. 3 
V. u. — 66, Z. 6 (die sog. Grassmann- 
sche Erz.). — Dritte Erz. 66, Z. 11— 
8 V. u. — Yierte Erz. 67. — Die drei 
einfachsten Defin. der K. 3. 0. III, 73. 
(Die 2. u. 3. sind die 3. u. 2. von 
Abh. II). — Was unter einer K. 3. 0. 
verstanden wird 74 f. Anm. — Beweis, 
dass die 2. Def. allgemein ist 74 — 76, 
vgl. S. 382—385. — Satz über ein der 
K. 3. 0. eingeschriebenes Yiereck 76, 
Z. 2 V. u. — 77, Z. 10. — Andeutung 
des Bew. für die 3. Konstr. 77 f., vgl. 
XIY, 225. — Allg. Satz über die Erz. 
der K. 3. 0. durch Beweg, von ger. 
Lin. III, 78, Z. 4 v. u. — 79, Z. 2. — 
Beweis, dass es keine andern linealen 
Erz. giebt 79, vgl. S. 386. — K. 3. 0. 
als Durchschnitt proj. Büschel 1. u. 
2. 0. Y, 92. — Die Erz. der K. 3. 0. 
durch proj. Kurvenbüschel 395 — 399. 

— Beweis, der in Bd. I, 2, S. 436 auf- 
gestellten Behauptung S. 392. — Die 
3 planim. Gl. der K. 3. 0. XIY, 218. 

— Deutung der dritten 222, — Auf 
der K. giebt es Paare von Dreiecken, 
deren entspr. Seiten auf der K. zu- 
sammentreffen 222. — Die Züge einer 
K. 3. 0. 223 f. — Zu jedem eingeschr. 
Dreiecke giebt es ein entspr. Dr., das 
auch eine gerade Linie werden kann 
225 f., vgl. S. 4241 — Diese 9 Punkte 
bestimmen die K. 3. 0. 227 f. — Jede 
K. 3. 0. kann so erhalten werden 228. 
— Die 2. planim. Gl. und 9 Punkte 
der durch sie darst. K. 3, 0. 229. — 
Jede durch eine planim. Gl. 3. Grades 
dargest. K. kann auch auf diese Weise 
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erz, werden 230 f. — Anw. auf eine 
Gl. von Bellavitis 231f. — Lineale 
Erz. einer K. 3. 0. aus 9 Punkten 233, 
vgl. S. d26L — Specielle Lösung der 
Auf. 234—237, vgl. S. 4271 — Die 
K. 3. 0. besteht aus 2 Zügen XYIII, 
248. — Zusammengehörige -^^-Ecke auf 
einer K. 3. 0. 249. Vgl. Zehneck. 
Kurve 4. 0. (vgl. auch Gebilde): Er- 
zeugung durch Beweg, off. Figuren 
IV, 84, durch ein Kurvenbüschel 3. 0, 
und ein Strahlenb. V, 94. — Nochmals 
die Erz. durch Beweg, off. Figuren 
VII, 109. — Die 6 darin enthaltenen 
Specialsätze 110 ff., Verallgemeinerung 
111, Z. 2 V. u. — 112, Z. 2. — Jeder 
dieser Specialfälle liefert eine Erz. der 
allg. K. 4. 0. 112 f. — Die planim. Gl. 
für die 6 Erz. 115 f., § 1. — In jedem 
dieser Fälle kann man 9 Punkte an- 
geben, die der Gl. genügen 119 — 122, 
vgl. S. 402 f. — Durch die gefundenen 
9 Punkte geht stets eine bewegl. K. 
3. 0. 123, ferner liegen mindestens 3 
in einer Geraden, die übrigen 6 auf 
einem Kschn. 123 f. — In 5 Fällen liegt 
1 Punkt zweimal mit je 2 andern in 
ger. Lin. 124. — Gegeben 9 Punkte, 
durch die eine bewegl. K. 3. 0. geht 
und von denen 3 in ger. Lin. liegen, 
Bestimmung der Produkte des § 3, die 
für diese P.e verschw. 124 — 129; vgl. 
S. 404—409. — K. 4. 0. und bewegl. 
K. 3. 0. 131 (besond. Fall des allg. 
Satzes über K. ^-ter 0. VI, 103). — Jede 
der 6 Erz. liefert alle K. 4. 0. VII, 
132—134, vgl. S. 409 f. — Vereinf. der 
Konstr. 134. — Die Elemente zur Konstr. 
einer K. 4. 0. durch gewisse 14 geg. 
P.e kann man mit Zirkel und Lineal 
finden 135, vgl. S. 410. 
Kurve n-ter Klasse s. Liniengebilde. 
Kurve ti-ter 0., ihre Centralen i. B. auf 
einen Punkt auf ihr I, 29, i. B. auf 
einen belieb. Punkt 30 f. — Die Tan- 
genten an die K. 31. 
Kurve '^-ter 0. (vgl. Punktgebilde, Ge- 
bilde): K. '^-ter 0. mit {n — l)-fachem 
Punkt II, 69. — Jede geg. K. n-ter 0. 



ist durch eine planim. GL darstellbar 
IV, 81 f., der Grad der Gl. ist im Allg. 
> n^ weil sie ger. Lin. enthält, die 
ins ünendl. fallen 85, vgl. S. 390. — 
K. (m -)- n)-ter 0. erzeugt durch proj. 
Kurvenbüschel m-ter u. -^-ter 0. V, 97, 
vgl. S. 394—398. — Eine belieb. K. 
n-ter 0. ist erzeugbar durch proj. 
Kurvenbüschel VI, 101 — 103. — K. 
(n -[- l)-ter 0. u. Gerade 103, Erzeug, 
der K. durch proj. Büschel {n — l)-ter 
u. 1. 0. 103. — Perspektivische Erz. 
einer K. {n ~{- l)-tev 0. 105f., planim. 
Gl. d. erzeugten K. 106, vgl. S. 400. — 
Jede alg. K. zerlegt die Eb. in pos. 
und neg. Theile XVIII, 247. — Symbol 
einer K. n-ter 0. XIX, 251, die Po- 
laren der K. 252. 
Kurvenbüschel 2. 0. V, 92; sein 
Schnitt mit einem proj. Strahlbüschel 
ist eine Kurve 3. 0. 92. — Ein K. 
3. 0. liefert ebenso eine Kurve 4. 0. 
94. — Das K. ^:-ter 0. 96. — Pro- 
jektivische K. m-ter u. -^-ter 0. 97. — 
K. -^-ter 0., das zu einer Geraden 
perspektivisch ist 97 f., vgl. S. 398. 
— Andere Darstellung der K. ^-ter 0. 
VI, 100. — Proj. K. m-ter u. '^-ter 0. 
101. — Nachweis, dass diese Definition 
mit der alten übereinstimmt 107 f. 
Kurven doxDpelter Krümmung als Ge- 
bilde ^-ter Reihe I, 41 Anm. Vgl. 
S. 367. 
Kurvenreihe n-tev Klasse, projektivi- 

sche K.n VI, 101. 
Länge (Tensor) einer Quaternion XXI, 

273. 
Lineal s. Multiplication. 
Lineale Aenderung XX, 260. 
Lineale Bewegung einer Verkettung 
ti-ten Grades IV, 83. — L. Bew. offener 
Figuren X, 163, einfache und zweifache 
1. Bew. 164. 
Lineale Konstruktion IV, 81, vgl. 
S. 57i. — Ausf. d. Add. u.Mult. v. Zahlen 
durch 1. K. 81 f., vgl. S. 387 f. — L. 
K. im Eaume VIII, 136, ihre versch. 
Arten 139 f., ihre Darstellung durch 
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stereom. Produkte IX, 153 f. — L. K. 

der Oberflächen 3. 0. XII, 185. 
Lineares Gebilde s. d. 
Linie (gerade), s. Gerade. — L. -^-ter 0. 

XIY, 221, vgl. Kurve und Gebilde. — 

L. höherer 0., die in Gerade zerfällt 223. 
Liniengebilde n-ten Grades (Kurve 

-^-ter Klasse) II, 56, seine Erzeugung 58. 
Linienkoordinaten in der Ebene 

VI, 105. 
Liniensysteme im Räume I, 33, 37f. 
Linientheil als einfache Grösse 2. Stufe 

im Gebiete 4. Stufe XXII, 292. 
Liniirte Ebene X, 157. 
Lücken XX, 262; XXII, 284f., 287. 
Mass einer Quaternion XXI, 273. 
Metrischer Werth II, 53 Anm. 
Mitte zwischen n Punkten einer Geraden 

1, 12 f., vgl. Harmonische M. 
Mittelpunkt einer Oberfläche ^-ter 

Klasse I, 42 f., einer Kurve n-ter Klasse, 
so viel wie Steiners Krümmungs seh w^er- 
punkt 43. 
Mittelpunkte eines Kurvenbüschels 

2. u. 3. 0. V, 92, 94. — Die n^ M. eines 
Kurvenbüschels ^-ter 0, 96. 

Mittlere Multiplikation s. d. 

Multiplication des quantites exten- 
sives XIII, 202f. ~ M.s symetriques 
204—207, 212. — M.s circulaires 
208—212. — M.s lineales 212—214. 
— M. algebrique 215. — M. ex- 
terieure 215. — Application de la 
M. algebr. 215. — M. Interieure, 
cas particulier d. 1. M. circ. 216 f. — 
M. des quantites complexes 216 f. 

Multiplikation von Zahlgrössen auf 
lineale Konstr. in der Ebene zurück- 
geführt lY, 82, vgl. S. 385, 3871, im 
Räume VIII, 142. 

Multiplikation der Punkte und Ge- 
raden der Ebene II, 53; V, 86 f.; VII, 
113. — Nichtvertauschb. d. Faktoren 
II, 54. Vgl. S. 374—377, s. auch Ver- 
knüpfung, Produkt, planimetrisch, 
stereometrisch. 

Multiplikation, algebraische XX, 261. 
— Aeussere, innere und mittlere 
M. XXI, 269. — Die mittlere hat nur 



im Gebiete 3. Stufe Interesse 269 f. — 
Wenn das associative Princip gilt 
271 f. — Vgl. Produkt, kombinatorisch. 

Mystisches Sechseck IV, 81. 

l^ebenzug einer Kurve 3. 0. XVIII, 248. 

Normalverein XXI, 270. 

Numerisch ableiten XX, 258. 

Oberfläche. Die Tangenten von einem 
Punkte an eine 0. -^^-ter 0. I, 31, die 
Tangentialebenen durch e. Gerade 32. 

— Die Centralen der 0. i. B. auf einen 
Punkt auf ihr 29. — O.en n-ter Klasse 
und ihre Centralen 36 f. — 0. n-tev 
Reihe i. B. auf eine Gerade als Haupt- 
axe 39, vgl jedoch S. 367, 369. — 
Die m-te Centrale einer 0. m-ter Reihe 
i. B. auf eine Gerade (Polaraxe) 39 f. 

— Schnitt einer 0. -^-ter Reihe mit 
einer Ebene durch die Hauptaxe und 
Tangenten an die 0. von einem 
Punkte der Hauptaxe 40. — Die 0. 
1. Reihe eine Gerade (falsch, vgl. 
S. 367) 41. — 0. n-tex Klasse hat die 
Ordn. n{n—l)\ 44. —Vgl. Centrale, 
Harmonische Mitte, Polare, Pol, Kon- 
central. 

Oberfläche, algebr. erzeugt durch 
lineale Konstr. VIII, 136 f — Beweis 
des Satzes 137 — 140, der ümkehrung 
140 — 142. — Grad der erhaltenen 
geom. Gl. 142 f. — Lineale Konstr. der 
Ob. 2. 0. mit und ohne gerade Linien 
144. — Stereom. GL, die eine Ob. dar- 
stellt IX, 153 f., jede algebr. Ob. ist so 
darstellbar 154. — Durch lineale Be- 
wegung einer geschl. Verkettung ^^-ten 
Grades entsteht eine Ob. ^-ter 0. und 
jede algebr. Ob. wird so erhaltenX, 169. 
— Durch eine stereom. Gl. 2. Grades 
wird eine geradl. Ob. 2. 0. dargestellt, 
die das Erzeugnis proj. Ebenenbüschel 
ist XI, 173 f. — Jede geradl. Ob. 2. 0. 
ist durch eine stereom. GL 2. Grades 
darstellbar 179. — Erzeug, von Ob. 
3. 0. XII, 182 f. — Lineale Konstr. 
von Ob. 3. 0. 185—187. — Ob. 3. 0. als 
Durchschnitt dreier proj. Bbenen- 
büschel 2. Stufe 192. — Gl. der Ob , 
wenn die Ebenenbüschel gegeben 
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sind 192 f. — Eine auf der Ob. liegende 
Gerade 193. — Die Ob. 3. 0. zerfällt 
in eine Ebene und eine Ob. 2. 0. 194. 

— Konstr. der Ob. 3. 0. durch 3 ge- 
gebene Punkte und 4 gegebene Gerade 
194 — 196. — Verschiedene Erzeugungen 
der Ob. 3. 0. 197. 

Offene Figur III, 78; IV, 83. — Die 
Figur besteht nur aus einem Punkt 
und einer Geraden VII, 109, aus einem 
Punkt u. ein. Uebergangselement 110. 

— 0. F. im Räume X, 162 f. 

Organis cheBezeichnungen XX, 263. 

Paraboloid, hyperbolisches, XI, 178. 

Pascalscher Satz und seine Erweite- 
rung IV, 81; V, 87. — P. S. durch 
eine planim. Gl. dargestellt VII, 114; 
XIV, 230; .seine Erweiterung 238. 

Perspektivität, höhere, s. perspekti- 
visch. 
Perspektivisch: Strahlenbüschel und 
gerade L. V, 89; Gerade (Strahlen- 
büschel) und Kurvenbüschel 2. u. 3. 0. 
92, 94; Gerade und Kurvenbüschel 
^-ter 0. 971, VI, 104, vgl. S. 398. 
Planimetrisches (auf die Ebene be- 
zügliches) Produkt V, 87, vgl. S. 
374—377. — Ist ein solches Pr. null, 
so auch das umgekehrte 88 f. — 
Stufenzahl eines pl. Pr. XIV, 220. 
Pol m-ter 0. von n Punkten einer Ge- 
raden i. B. auf einen Punkt I, 20. — 
Die Pole m-ter 0. sind die härm. 
Mitten {n — m)-ter 0. 21. — Der Punkt, 
i. B. auf den eine Centrale genommen 
ist, ist ein Pol dieser Centralen 21. 
— Der Pol ist unendlich fern 24 — 27, 
er liegt auf der Fläche (Kurve) 28 f. 
Polaraxe bei den Centralen einer Ober- 
fläche ^-ter Reihe I, 40. 
Polardeterminante (nach Clebsch), 

s^ Wendelinie. 
Polare eines Kegelschnitts i. B. auf 
einen Punkt I, 5f., vgl. S. 368. — 
Verallgemeinerung dieser Theorie für 
algebr. Flächen 9—10. — Die m-te P. 
einer Fläche ^-ter 0. i. B. auf einen 
Punkt (eine zugehör. härm. Mitte) ist 
die {n — m)-te Centrale des Punktes 21. 



— P. eines Punktes i. B. auf eine 
Kurve XX, 263. — Vgl. Centrale. 

Polare, die P.en einer Kurve 7^-ter 0. 
XIX, 252. — P. eines Punktenpaares 
i. B. auf eine Kurve 5. 0. 254. 

Polare, die P.en einer Fläche ^-ter 0. 
XXII, 286. — P. einer Form m-ter u. 
^-ter 0. 288. 

Pole, drei zusammengehörige einer Kurve 
4. 0. und vier einer Kurve 5, 0. XX, 254. 

Polenpaare einerKurve3.0.XIX,252f.; 
aus zweien ein drittes zu finden 253 f. 

Potenziren, eine Quaternion XXI, 274. 

Produit de deux quantites extensives 
XIII, 202. 

Produkt (vgl. Multiplikation und Ver- 
knüpfung [multiplikative]). Bezeich- 
nung eines P. aus mehreren Faktoren 
II, 54; V, 86 f. — Planimetr. P. V, 87. 

— Umgestaltung eines P. aus 3 Fakt. 
87 f., vgl. S. 374—377. — Rechnungs- 
regeln für plan. P. XIV, 220 f. — Das 
umgekehrte P. V, 88 f. — Zahl der 
Punkte , die ein P. j) . g gleich Null 
machen 96_, vgl. S. 394. — Umgestal- 
tungen eines verschw. plan. P. VII, 114 f. 

— Für welche Punkte x verschw. ein 
gQg. plan. P.? VII, 116—119. — P. 
durch eine Kurve theilbar 117, durch 
eine Gerade theilbar 118 f. — Die 
verschied, stereom. P.e aus 2 Fakt, 
im Räume IX, 146; X, 155. — P.e von 
3 u. 4 Punkten (Ebenen) IX, 147 f.; 
X, 156. — Regeln zur Behandlung 
stereom. P.e IX, 148—151; X, 156, 
vgl. S. 411i. — Stereom. P.e nullter 
Stufe IX, 151 f.; XI, 170, vgl. S. 412i. 

— Wann ist das P. eines veränderl. 
Punktes x in eine Reihe fester Ele- 
mente zweifach (einfach) beweglich? 

X, 158—162, vgl. S. 413i. — P.e im 
Räume mit mehreren veränderl. Fakt, 
durch Verkettung off. Figuren darge- 
stellt 164—169. — Stereom. P., das 
einen veränderl, P. x ^-mal enthält 

XI, 170. — Das stereom. P. nullter 
Stufe, das x zweimal enthält 171. — 
Stereom. P.e, die nicht von nullter Stufe 
sind S. 416. — Vgl. Gleichung (ster.). 
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Produkt, s. Kombinatorisches und Mul- 
tiplikation. — AeusseresP. XXII, 284. 
Aeuss. P. zweier Fakt., die algebr. 
P.e von Punkten (Ebenen) sind 287. 

Projektivisch. Die p. Erzeugung der 
Kschne verallgemeinert führt nur zu 
speciellen Kurven n-iei 0. II, 49 f. — 
P. Erzeug, der Punktgebilde ^-ten 
Grades mit (n — l)-fachem Punkte 69. 

— Die proj, erzeugbaren Kurven 69 
—71. — P.e Strahlenbüschel und ge- 
rade Linien V, 89, vgl. S. 393. — P.e 
Strahlenbüschel und Büschel von Kur- 
ven 2., 3., ^-ter 0. 92, 94. — P.e 
Kurvenbüschel m-ter und n-ter 0. 97. 

— Andre Defin. proj. Kurvenbüschel 
VI, 101. — Ygl. Kurvenbüschel. — 
Die p.en Grundgebilde X, 157. — P.e 
Gebilde 1. und 2. Stufe 158. — P.e 
räumliche Strahlenbüschel und punk- 
tirte Ebenen XII, 187. — P.e Ebenen 
sind zugleich kollinear 188. — Die 
versch. Fälle proj. Ebenen, wenn vier 
Punkte vier andern zugeordnet sind 
188—190. — P.e räumliche Strahlen- 
büschel 190. — Schnitt dreier proj. 
Ebenenbüschel 2. Stufe 192 f. 

Proj ektivi tat, höhere, s. projektivisch. 

Punkt, seine Bezeichnung II, 53 Anm.; 
XIV, 219. — Geom. Gl. eines P.tes 
II, 55. — Kurven mit ^-fachem Punkt 
69 (vgl. Kurven n-ter 0.). — Der P. 
als Elem. 1. Stufe im Räume IX, 145, 
in der Ebene XIV, 219. — Stetige 
Beweg, eines P.es 222. — Beweg, eines 
P.s anf eine algebr. Kurve XVIII, 247. 
— Ein P. durchläuft einen Kurvenzug 
einfach 247f. 

Punktgebilde -^-ten Grades in der 
Ebene II, 50 Anm., seine analytische 
Darst. 56, seine Erzeug. 55. — Unbe- 
stimmtes P. -^-ten Grades 61 Anm. — 
Erzeug, eines P.es {n ~\- l)-ten Grades 
mit ^-fachem Punkt 68. — Proj. Er- 
zeug, der P.e w-ten Grades mit {n — 1)- 
fachem Punkt 69. — P. '^-ten Grades 
im Räume VIII, 137. 
Punktirte Gerade als Kurvenreihe 
1. Klasse VI, 100. — P. Gerade (Ebene) 



durch ein stereom. Produkt dargestellt 
X, 157. 
Quantite extensive, compose des 
unites a, 5, c, . . . XIII, 201. — Vgl. 
Multiplication. 
Quaterne Einheiten XXI, 273. 
Quaternion, ihr innerer u. ihr äusserer 
Theil XXI, 272. Vgl. Länge, Qua- 
terne Einheiten, Mass, Winkel, Poten- 
ziren, Quotient. 
Quotient zweier Quaternionen XXI, 
274f. — Qu. von Strecken 276—278. 
Raeumliches Strahlenbüschel (=Str ah- 

lenbündel) X, 159; XII, 187. 
Rationale Dreiecke XV, 239—241. 
Reale Bedeutung der Symbole d. Invth. 

XX, 263—265, vgl. S. 431. 
Reciproke Grössen im Gebiete m-ter 

Stufe. XX, 259. 
Reduktionsregel für planim. Pro- 
dukte aus drei Faktoren V, 87 f., vgl. 
S. 377. 
R e k t i fi k a t i n , angenäherte, des Kreis- 

umfangs XV, 241. 
Relatif s. Unite. 
Relation algebrique entre plusieurs 

quantites XIII, 200. 
Richtaxen = Koordinatenaxen I, 5. 
Richtaxen in der Ebene II, 55f. 
Rieht stücke == Koordinaten I, 6. — 
R. einer Ebene 35, einer Geraden 
durch eine feste Axe 38. 
Schnittpunkte einer algebr. Kurve 
und einer geschlossenen Fig. XIV, 224. 
Seite (rechte oder linke) einer Geraden 

in einer Ebene XIV, 224. 
Seiten einer offenen Fig. III, 78; IV, 

83; im Räume X, 162. 
Seitenlinien s. Seiten. 
Sphärische Trigonometrie XXI, 

278—282; XXIV, 352—357. 
Stammformen XX, 257. 
Stereometrische Multipl. IX, 146f. 

Vgl. Produkt, Gleichung. 
Stetige Bewegung eines Punktes XIV, 

222. 
Strahlenbüschel in der Ebene V, 89. 
— ■ Erzeug, der Kschne. durch proj. 
St. 89 f. — Proj. St. durch ein planim. 
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Produkt dargestellt VIT, 129. — St. 
zu einer Geraden proj. 130. — St. im 
Räume (Strahlenbündel) durch ein 
stereom. Produkt dargestellt X, 157. 
Strecke, ihre Bezeichnung durch die 

Endpunkte I, 4 f. 
Stufe eines Elements im Räume IX, 145. 
— Vgl. Extensive Grösse, Einheit, 
Gebiet. 
Stufenzahl eines stereom. (planim.) 

Produkts IX, 147; XIV, 220. 
Stufenzahl bei Reye und bei Grass- 
mann XXII, 290, vgl. S. 438. 
Symbole, vgl. Reale Bedeutung. 
Symetrique s. Multiplication. 
System algebraischer Flächen XXII, 

289 f. 
Theilbar s. Produkt. 
Transformation s. Changement. 
Uebergangselemente einer Verket- 
tung IV, 83; VII, 110. 
Unabhängige offene Figur X, 168. 
Unbestimmtes Gebilde n-tQn Grades 
II, 61 Anm.; IV, 85. — Vgl. S. 379, 
Z. 2 V. n. — 380, Z. 3. 
Unendlich ferne Gerade IV, 85, Ebene 

VIII, 143. 
Unite absolue XIII, 201. 
Unites relatives XIII, 201. — Gas de 

deux unitds 211, vgl. S. 423. 
Ursprungselement I, 45. 
Verbindendes Gebiet XXII, 290. 
Vereinbarkeit, Gesetz der V. = asso- 

ciatives Princip XXI, 271. 
Vereinigte Lage von Elementen im 

Räume IX, 145 f. 
Vereint = incident, S. 377. 
Verkettung gerader Linien IV, 83. — 
Geschlossene V. -^-ten Grades 83, vgl. 



S. 386. — Regeln zur Best, des Grades 84. 

— Eine spec. V. 5. Grades 84. — V. 

n-ten Grades von off. Fig. im Räume 

X, 168, erzeugt eine Oberfl. ^-ter 0. 169. 

Verknüpfung, multiplikative : Die drei 

Arten in der Ebene II, 53. — Letzte 

m. V. eines Produktes 61, Anm. 

Wendelinie eines Punktes i. B. auf 

eine Kurve 4. 0. XIX, 254, eines 

Punktpaars i. B. auf eine Kurve 5. 0. 

254. — W. = Polardeterminante bei 

Clebsch XX, 263 Anm., vgl. S. 430. 

Wendepunkte, die reellen einer Kurve 

3. 0. XIV, 223. 
Winkel einer Quaternion XXI, 273. 
Z ahl en als Grössen nuUter Stufe IX, 146 ; 

XIV, 219; XX, 258. 
Zahlgrössen, ihre Bezeichnung II, 53 
Anm. — Darstellung der Z, einer 
ganzen Fkt. durch Punkte einer Linie 
in der Ebene IV, 82, im Räume VIII, 
141. —Vgl. Add., Multipl., Zahlen. 
Zehneck, das einer Kurve 3. 0. ein- 
geschrieben ist XIV, 219, seine lineale 
Eigensch. 237^ andere Eigensch. 237 f. 
Zeichen: n die Anz. der Kombin. aus 
n Elem. zur a-ten Klasse I, 11. — 
a^h, Ä^B bedeutet Zusammen- 
fallen z vieler Punkte (ger. Lin.) V, 87. 
— Vgl. Mult. und Produkt. 
Zeiger eines Punktes und einer Geraden 
II, 56. — Z. der Verbindungsl. zweier 
Punkte (des Schnitts zweier Ger.) 57. 
Zug einer Kurve als Bahn eines be- 
wegten Punktes XIV, 223 ; XVIII, 247 f. 
Zusammengehörig s. Pole. 
Zwischenelemente einer offenen Fig. 
im Räume X, 162. 
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Druckfehler und Berichtigungen. 

S. 65, Z. 1 lies: „Punkten q und c schneide'S 

S. 95, Z. 15 lies: ,,XÄG = 0''. 

S. 98 fehlt in der Kopfüberschrift die Nr. V. 

S. 104, 106 fehlt in der Kopfüberschrift die Nr. YL 

S. 113, Z. 1, 4 lies: {p^) statt {p). 

S. 170, Z. 8 lies: „welches ^-mal". 

S. 171, Z. 10 lies: „multiplicirt'S 

S. 192, Z. 5 V. u. lies: „Ebenenbüsehel hüden^^. 

S. 199, Z. lOf. fehlen vor „Oeuvres" und hinter 517 die Klammern: { } 

S. 200, Z. 6 V. u. ist das Komma hinter „reel" zu tilgen. 

S. 202, Z. 4 lies: „les uns des autres". 

S. 203, Z. 6 lies: „la somme de ces". 

S. 204, Z. 8 V. u. lies: „;gresent". 

S. 236, Z. 10 lies: „das heisst". 

S. 238, Z. 13 V. u. lies: „99". 

S. 244, Z. 15 lies: „letzteren auch". 

S. 245, Z. 7 V. u. lies: ,,zum Beispiel, wählen wir". 

S. 246, Z. 16 lies unter dem Wurzelzeichen: „a^" statt „a^". 

S. 248, Z. 12 f. lies: „einfachen festen Punkt" und: „beiden andern". 

S. 249, Z. 3 V. u. lies: „allgemeineren Fall". 

S. 275, Z. 3 am Rande lies: 381. 

S. 287, Z. 7 am Rande lies: 277. 

S. 349 hätte der Satz Nr. 155 kursiv gesetzt werden sollen. 

S. 413, Z. 3 lies zu Anfang: „^ J.^^ . . .". 

S. 413, Z. 19 lies: „wie wir". 
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